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I. 

Darstellung  der  i^eometrisclieii  Ter- 
wandtscbäften  mittete  proJektiYlsclier 

OeliUde. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 
(^Fortsetzung  der  Abhandlung  Theil  VII.  Nr.  XIII.) 


Die  Verwandtschaften   der  Collineation  und  der 

Reciprocität- 

§.  19. 

Mao  denke  sich  wieder  in  der  Ebene  S  zwei  Strahlbiischel 
B,  B'  oder  zwei  Gerade  A,  A\  und  in  der  Ebene  Si  zwei  Strahl- 
büschel Bt  ,  B\  oder  zwei  Gerade  Ai ,  A\  gegeben ;  es  seien  der 
Reihe  nach  a,h,c,dye.,.  und  a',  i',  c',  d! ,  e' . . . ;  a,  b,  c,  b,  e . . . 
und  n',  b',  c','b',  e' . . . ;  «i,  ^i,  t'i,  rZx*  «i  •••  und  a'i ,  6'i ,  c'j, 
d'i,  c\...;  Ol,  bi,  Ci,  bx,  ei...  und  a'^,  b'i,  c'i,  b'i,  c'i...  die- 
jenigen Strahlen-  und  Punktenpaare  dieser  Gebilde,  welche  resp. 
durch  die  beliebigen  Punkte  a,  b,  c,  b,  e...;  die  beliebigen  Ge- 
raden a,  b,  c,  «5  ß«'-  der  Ebene  (£,  und  durch  die  bcliebigea 
Punkte  Ol,  bj,  q,  bi,  Ci . . .  und  die  beliebigen  Geraden  aj,  öj,  Ci, 
c/j,  f»j...  der  Ebene  Si  bestimmt  werden  oder  diese  selber  erst 
bestimmen;  und  zwar  seien  e,  e;  e,  e';  ^1,^1;  e^,  z\  die- 
jenigen zwei  Elemente  dieser  vier  Paar  Gebilde,  wel- 
che jedesmal  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  oder 
Durchschnitte  derselben  zusammenfallen.  Sind  nun  die 
Ebenen  (£ ,  Si  durch  irgend  zwei  dieser  vier  Paar  Gebilde  derge- 
,stalt  auf  einander  bezogen,  dass  entweder 

Theil  VIII.  1 


jy  (a'.A'.f'.rf'.ß...)  =  ff,  («',,*'„  r',,fr„ £■',...):  o^lH 

ß)  A   (n,   6,  c,  6,  (...)  =  .4,   (n,,  b,,  C,.  ^, .  fi-.-)  »nrl 
A  (o',  l)',  c',  &',  e'..  )  =  J',(ii',,  b'i.  c',,  6',,  c',...);<"!«-'ciHMir 

;■)    ß  (n,  ft,  c,  rf,  c.-O  =  d,  (a,,  b,,  t, ,  b,,  c,...)  un^^H 
B'{a,l,-,v',  tr,  e\..)  =  .J',('i'w  t>',.  t'i,  t>\.  (',...)  bt,^H 

itKltMii  aas  <\ea  GebUileu  der  einen  Ebene  "enifr^ 
sLhul'tliche  Clement  dem  den  Gel>iltU>n  der  äuderei. 
Elieiii«  senieiDscIiartliclien  Eteniente  entspricht:  fio 
ivinl  dli^  neue  Art  H<^ometri«clier  VeniaiHftsuLalt,  in  \vcl<^)ie  Iiler- 
durili  die  Clienen  ^.  Si  und  die  Systeme  ihrer  Elemente  treten, 
im  Falle  a)  und  ß)  mit  dpm  Namen  der  Collincalion,  und  im 
Falle  )')  mit  dem  der  Rcc  iprocitüt  bezeichnet:  und  man  sagt; 
diese  Ebenen  urul  Systemo  sind  cnllineaf-  oder  rcciiirok.> 
verwandt. 

Aus  dieser  Dotinition  und  dem  in  Nro.  XXX.  des  4ten  Theils 
des  Archivs.  Elnl.  5.  enttvickelten  Satze  ergibt  sit^b  nun  auf  den 
ei'itten  Anblick  das  bekannte  Theorem: 

i.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen.  Je  xwel  uumitlelhar  anfeioander 
folgende  collinear-  oder  reci  pri.k  -  verwandt,  so  ist 
eine  jode  derselben  mit  einer  Jeden  ,  und  namentlich 
auch  die  erste  mit  der  letzten  collinear-  oder  reciprok- 
verwandt. 

jNoch  mehr  :  denkt  man  eich  in  jener  Reihe  von  Ebenen  je 
zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  geonietriscli  verwandt  ßber- 
haupt,  aber  so,  dasa  das  Uaujitdrcieck  eine;  jeden  Ebene  nicht 
nur  dem  Hauptdreieclce  der  ihr  vorangehenden,  sondern  auch  dem 
der  ihr  nachfolgenden  Ebcöe  zugeordnet  ist  —  was  im  Allgemeinen 
nicht  notbwendig  ist,  indem  eine  jede  Ebene  in  ßezu^  auf  die 
vorangehende  und  die  nacbTolgende  zwei  verschiedene  Hauptdrei- 
ecke >iaben  kann  —  und  sind  z.  R.  der  Reihe  nach  P,  P.  I>"; 
Pi,P'i,P'\;  Bn,Bn,B"ir,  Pii!,P'ui.P"iir,  B,j,  B'ir,  B"ir..; 
die  zugeordneten  Hauptlinien  und  Hau  fitpunkte  der  Ebenen 
S,  &,  §(/,  S/;/.  ^tf---%  so  werden  sich  einerseits  In  den  betref- 
fenden Gebilden  B,  B^,  Au,  Bin,  A,,.-.  die  Elemente  P",  P\, 
B"ii,  Pill,  B"ij-...,  andererseits  in  den  Gebilden  ß',  B'i,  A'u, 
Bill.  A'ij...  die  Elemente  P' ,  /*, ,  ß"ii,  Pm,  ff"/,...  ent- 
siirechen;  folglich  müssen  auch  in  dt^n  alternirenden  Gebilden  B, 
Alt,  All-  ■  ■  die  Elemente  P",  B"u,  B"if-, . . ,  und  in  den  alterni- 
renden Gebilden  B,A'ii,  A'i,.--  die  Elemente  P',  B"!!,  Bu"..., 
d.  h.  die  den  Gebilden  der  Iten,  3feu,  5ten...  Ebene  gemeinschaft- 
lichen Elemente  in  beider  Hinsicht  sich  entsprechen;  und  dasselbe 
gilt  von  denen  der  2ten ,  4ten,  liten...  . 

2.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  je  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  geometrisch  verwandt  iiberhaupl..  jedoch  bo. 


I 


das8  jede  dieser  Ebenen  in  Bezns:  «luf  die  ihr  f nicken- 
de dais  nämliche  Hauntdreieck  als  in  ßezup:  auf  die 
ibr  V  oransi:chende  besitzt,  so  «sind  je  zwei  alternirende 
Eiheiien  dieser  Reihe  oder  überhaupt  je  zwei,  welche 
beide  zwei  Stellen  von  un<;erader  oder  von  gerader 
Zahl  einnehmen,   collinear  -  oder  reciprok- verwandt. 


§.    20. 

Sind  die  Gebilde  B,  B'  oder  A,  A'  der  Ebene  QE  projektivisch, 
so  sind  auch  die  Gebilde  Bi,  U^  oder   A^ ,  A\    der  Ebene  (£i 

Srojektivisch ,  und  wenn  nun  in  dem  j^^emeinschattlichen  Elemente 
er  beiden  ersteren  zwei  entsprechende  c,  c'  oder  c,  e'  sich  ver- 
einigen, so  werden  den  letzteren  auch  in  den  beiden  anderen  Ge- 
bilden zwei  Elemente  ex ,  ^i  "der  Cj ,  e'i ,  die  sich  vereinigen, 
entsprechen  müssen.  Nun  aber  bestimmen  die  Punkte  einer  jeden 
Geraden  der  einen  Ebene  zwei  perspectivische  Strahlbüschel  Ä, 
Ä',  und  die  Strahlen  eines  jeden  Punktes  zwei  ])crspektivische 
Gerade  Ay  A',  und  umgekehrt;  also  folgt: 


1. 


er.  In  je  zwei  collinearen 
Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einem  jeden  Punkte 
der  einen  ein  Punkt  der 
anderen,  sondern  auch 
einer    1  e  d  e  n    Geraden    der 


1  n  e  r    i  < 
i  II  eil  El 


einen  Hibene  eine    Gerade 
der  anderen. 


ß.  In  je  zwei  collinearen 
Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einer  jeden  Geraden 
der  einen  eine  Gerade  der 
anderen.,  sondern  auch 
einem  jeden  Punkte  der 
einen  Ebene  ein  Punkt  der 
anderen. 


e    zwei  reciproken    Ebenen  entspricht  nich 
jeden  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerad 


t 


y-  '"  .1®. 

nur  einem  jeden  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade 
der  anderen,  sondern  auch  einer  jeden  Geraden  der 
ersteren  ein  Punkt  der  zweiten. 


a.  Einer  jeden  Geraden 
und  deren  Punkten  ent- 
spricht wieder  eine  Gera- 
de und  deren  Punkte;  und 
einem  jeden  Punkte  und 
dessen  (Strahlen  entspricht 
wieder  ein  Punkt  und  des- 
sen Strahlen. 

y.    Einer    jeden    Gerade 
s p r  I cb  t  * e  i  n    Punkt   und    de 
joden    Punkt    und   dessen 
Gerade  und  deren  Punkte. 


ß.  Einem  jeden  Punkte 
und  dessen  Strahlen  ent- 
spricht wieder  ein  Punkt 
u.nd  dessen  Strahlen;  und 
einer  jeden  Geraden  und 
deren  Punkten  entspricht 
wieder  eine  Gerade  und 
deren  Punkte. 

n  und  deren  Punkten  ent- 
ssen  Strahlen;  und  einem 
Strahlen    entspricht   eine 


1* 


a 


3. 

und  ß. 


In  jeder  der  beiden  Ebenen  gibt  es  ei  ne  Gerade», 
welche  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  anderen 
Ebene  entspricht. 

y.  In  jeder  der  beidenEbenen  gibt  es  einen  Punkt, 
welcher  der  unendlich  entfernten  Geraden  deranderen 
Ebene  entspricht. 

Eine  jede  der  beiden  so  eben  unter  a.  und  ß,  genannten  Ge- 
raden soll  die  A  ch  s  e  der  betreffenden  Ebene,  und  ein  jeder 
der  beiden  unter  y,  genannten  Punkte  soll  der  Mittelpunkt  der 
Ebene  heissen. 

4. 

a  und  ß. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Achsen  bei- 
der Ebenen  sind  entsprechende  Punkte. 

5. 

u  und   ß. 

Allen  Geraden,  welche  mit  der  Achse  der  einen 
Ebene  parallel  sind,  entsprechen  solche,  welche  ihrer- 
seits mit  der  Achse  der  anderen  parallel  laufen. 


§.   21. 

Da  in  er.  je  zwei  entsprechende  Gerade  in  Ansehung  der 
Punkte,  in  denen  sie  von  den  projektivischen  Strahlbiischelr? 
ß,  B^  (oder  S,  B'i)  geschnitten  werden,  ebenfalls  projektivisch 
sein  müssen,  und  da  die  Punkte,  in  denen  zwei  Paar  entspre- 
chende Geraden  sich  schneiden,  entsprechende  Punkte  sind;  so 
werden  auch  irgend  zwei  entsprechende  Strahlbüschel  —  indem  man 
sie  sich  von  irgend  zwei  entsprechenden  Geraden  durchschnitten 
denkt  —  in  Ansehung  Ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  projek- 
tivisch sein  müssen;  und  ähnlich  verhält  es  sich  io  ß.  und  y. 


1. 


a.  Id  zwei  collinearen 
Ebenen  sind  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  An- 
sehung ihrer  entsprechen- 
den Punklenpaare,  und  je 
zwei  entsprechendeStrahl- 
bflschel  in  Ansehung  ihrer 
entsprechenden  Strahien- 
paare  projektivisch; 


ß.  In  zwei  collinearen 
Ebenen  sind  je  zwei  ent- 
sprechende Strahibüschel 
in  Ansehung  ihrer  entspre- 
chenden Strahienpaare, 
und  je  zwei  entsnrecnende 
Gerade  inAnsenung  ihrer 
entsprechenden  Punkten- 
paare projektivisch; 


oder : 

ac    ab 


das  Doppelverhältniss  l^"^  : ;~  ,    welches -durcli    irgend 

vier   Punkte  a,  6,  c,  b   einer   Geraden  bestiuimt  wird, 
ist  eleich    dem  Doppelverhäitn  isse  j^-i: -i-^,  welches 

durch  die  entsprechenden  Punkte  fl],  b|,  Ci,  b^  bestimmt 

«  11        rk  1         ■-••Ix*        xin .  (IC     sin.  arZ  ■ 

wi  rd  ;  und  das  üoppelver  naitniss   —, — r- *  — — r-,  *    wel- 

sin  .  öc     sin  .  öa 

ches    irgend   vier    Strahlen    a,  by  c,  d    eines    Punktes 

beistimmen,     ist    gleich    dem    D  o  ppe  i  v  e  r  h  äl  tnisse 
•  »1 

-; r^— ^5-7 — -r-^-*    welches    die  entsprechenden  ötran- 

s\vk  •  biCx     sin.Ojai 

1  e n  Hl,  bi9  Ci,  di  b e s t i ni ni c n. 

y.  Jede  Gerade  dej  einen  von  zwei  reciprok  -  ver- 
ii^-andten  Ebenen  ist  mit^dem  entsprechenden  Strahl- 
foüschei  der  anderen,  und  jedes  Strah  Ibiischei  der 
ersten  ist  mit  der  entsprechenden  Geraden  der  zwei- 
ten  Ebene  *—  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare  projectivisch; 

oder  : 

das  Doppelverhältniss  — • :  ■-,  welches  in  irgend  einer 

von  beiden  Ebenen  durch  vier  beliebge  Punkte  a,  b,  C,  5 
einer  Geraden  bestimmt  wird^  ist  gleich  dem  Doppel- 

verhältnsse    .    '  ,^  '^ : —. — '-r—r'i    weiches    durch    die   ent- 

sin .  bi  Ct     sin  .  b^  d^ 

sprechenden  Strahlen  Oi,  bi ,  Ci ,  di  der  anderen  Ebene 

bestimmt  wird. 

Aus  diesem  Satze  und  aus  der  Definition  der  Collineation  und 
Reciprocität  ergibt  sidh  nun  sofort: 


a.  Tst  die  Verwandtschaft 
der  Collineation  zweier 
Ebenen  S,  Si  durch  zwei 
P  aar  projektiv!  sehe  Strah  1- 
b fisch el  B,  Bi  und  B\  B\ 
bestimmt  ,  so  bleibt  die 
Beziehungder Ebenen  und 
ihrer  sämm.tlichen  Ele- 
mente zu  einander  unver- 
Sodert,  wenn  manjenezwei 
Paar  Strahlbüschel  l)  ent- 
weder mit  zweibeliebigen 
anderen  Paar  entsprechen 
den  Strahlbüscheln  y  oder 
2)  mit  irgend  zwei  Paar 
entsprechenden     Geraden 


ß,  Ist  die  Verwandtschaft 
der  Collineation  zweier 
Ebenen  ff,  (5i  durch  zwei 
Paar  projektivisehe  Gera- 
de A,  Ai  und  A',  A'i  be- 
stimmt, so  bleibt  die  Be- 
ziehung der  Ebenen  und 
ihrer  sämmt  liehen  Ele 
mente  zu  einander  unver- 
ändert, wenn  man  je  zwei 
Paar  Geraden  1)  entweder 
mit  zwei  beliebigen  ande- 
ren Paar  entsprechenden 
Geraden,  oder  2)  mit  irgend 
zwei  Paar  entsprechenden 
Strahl  huscheln  beiderEbe- 


(  beider  Ebenen  vertauscht, 
und  die  e  n  t  s  n  r  e  cli  e  n  d  e  n 
Strahlen-  oder  Punlttcn- 
paar«  derselben  als  |iro- 
I  c  k  t  i  V  i  8  ch  e  II  t  s  p  r  e  (^h  o  II  il  e 
lietiaditet;  unif  daher  8) 
sind  je  zwei  im  Sinne  von 
«.  cu  I  linear  -  verwandte 
"*  im  I  auch  im  Si 


neu  vertauscht,  und  d: 
entsprechenden  Punkte 
oder  Strahlenpoare 
selben  als  jircijektl 
Gntsnrecitende  betrachtet 
und  daher  3) 


cb 


'1  ' 


td   le  zwti 

coHinear- 

dteEbenenzugleicb 

ne  von  «.  colli- 

ndt. 


Sinne  v  o  n  /J.  c  o  1 1  i  n 

IV  a  n  d  t.  I 

y.  Ist  die  Verwandtschaft  der  Reciprocitnt  aweiei 
Ebenej]  (£,  «,  durch  z«ei  Strab  I  büscbel  B,  IT  der  er- 
sten und  zwei  mit  denselben  projektivische  Gerade 
A,,  A\  der  uweilen  Ebene  bestimmt,  so  bleibt  die  Be- 
Ziehung  der  Ebenen  und  ihrer  ^ammtlicb  en  Elemente 
zu  einander  unverändert,  wenn  man  1)  jene  zwei 
Strab  Ibuscbel  mit  i  r^^end  zwei  anderen  Strab  I  büscbel  n 
der  Ebene  S  und  diese  zweiGeraden  mit  den  entspre- 
chenden Geraden  der  Ebene  S,  ,  oder  2)  jene  zwei 
Strabibüschel  mit.  irgend  zwei  Geraden  der  Ebene  S 
und  diese  zwei  Gerade  mit  den  entspreche  ndcn  St  ra  hl- 
büsdieln  der  Eb  ene  S,  vertauscht,  und  die  entsprechen- 
den Elcnientenpaare  der  neuen  Gebilde  als  projekti- 
visch  entsprechende  betrachtet;  und  daher  3)  spielen 
beide  Ebenen  in  dieser  Beziehung  zu  einander  durch- 
aus eine  und  dieselbe  Rolle. 

Da  nun  zwei  nrnjektivische  Gebilde  vollkommen  bestimmt 
sind,'    sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Elemente  derselben 


I  letzten  Satze : 


3. 


I 


Die  Verwandtschaft  der  Co II in eation  zweier  Ebe- 
nen ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  entweder  irgend 
vier  Paar  entsprechendeP unkte  oder  irgend  vierPaai 
entsprechende  Gerade  derse  Iben  gegeb  en  sind. 

Die  Verwandtschaft  der  Recinrocitjit  zweier  Ebe- 
nen ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  in  einer  von  bei- 
den Ebenen  irgend  vier  Punkte  und  in  der  anderen  die 
denselben  entsprechenden  Geraden  gegeben  sind. 

Und  zwar  kann  man  in. zwei  Ebenen  vier  Elemen- 
tenpaare beliebig  annehmen  und  dann  festsetzen,  die 
Ebenen  sollen  colllnear-  oder  rcciprok  -verwandt, 
und  jene  vier  Elenicntenpaare  sollen  entsprechende 

Ist  In  der  Ebene  6  irgend  eine  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen  gegeben ,  z,  B.  ist 

A{ti,h,t,^...  ö',  fc',  c',  6'...)  =  A'  {«',!)',  c',b^..  a,  b,  c,ft...). 


so  folgt  aus  1.  z.  B.  filr  collineare  Ebenen : 
l     =i'(Q',b',c',ö...«,b,  c,D...)  =  ^'i(a'i,  b'i,  c'i,  b'i...  Oi,6i,fi,bi...), 

4. 

1d  zwei  collinear  -  verwandten  Ebenen  entspricht 
•jnerjeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen  der 
«inenEbene  wieder  eine  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder  Haupt- 
Strahlen  der  ersteren  entsprechen  die  Hauptpunkte 
oder  Hauptstrahlen  der  letzteren,  und  daher  entspre- 
chen je  vier  harmonischen  Punkten  oder  Strahlen  der 
•inen  Ebene  wiederum  vier  harmonische  Punkte  oder 
Strahlen  der  anderen. 

In  zwei  reciprok  -  vewandtcn  Ebenen  entspricht 
^iner  jeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen 
dereinen  Ebene  resp.  eine  Involution  von  Strahlen 
oder  Punkten  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder 
Hauntstrahlen  der  ersteren  entsprechen  die  Haupt- 
stranlen  oder  Hauptpunkte  der  letzteren;  und  daher 
entsprechen  je  vier  harmonischen  Punkten  oder 
otranlen  der  einen  Ebene  vier  harmonische* Strahlen 
oder  Punkte  der  anderen. 

Da  zwei  projektivische  Gerade  ähnlich  sind,  wenn  deren  un- 
^dlich  entfernte*  Punkte  sich  entsprechen,  so  folgt  aus  4.  des  vo- 
rigen Paragraphen  und  aus  1.  des  jetzigen : 

I 

5. 

In  zwei  ooUinear-verwandten  Ebenen  sind  je  zwei 
entsprechende  Gerade,  welche  mit  den  Achsen  paral- 
lel laufen,  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkte d- 
Ptare  projektivisch-älinlich. 


Man  denke  sich  in  einer  von  zwei  coUineur  -  verwandten  Ebe- 
^^^,  ^19  z.  B.  in  (i,  alle  diejenigen   Geraden   a,  b,  c,  cZ.^., 

fJrelche  auf  der  Achse  derselben  senkrecht  stehen;  so  entspre- 
chen denselben ,  als  Parallelen ,  lauter  solche  Linien  in  ^i,  welche 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Achse  von  S^  schneiden» 
nnd  umgekehrt :  jedem  Strahle  dieses  Punktes  entspricht  eine  von 


!  also  denjenigen  Strahl  dieses 
I  Si  senkrecht  ist,  so  folgt : 

1.  Id  zwei  collincaren  Eheneu  gHit  es  allemal 
zwei,  aller  auch  nur  zwei,  entsprecb  ende  Gerade,  de- 
ren jede  auf  der  betreffenden  Achse  senkrecht  steht. 
■Jetzt  denke  man  sich  in  t£  irgend  zwei  Gerade,  welche  einen 
spitzen  Winkel  tp  einschliessen  ,  und  zu^^lelch  die  beiden  Schaareti 
sänuutlicher  Geraden,  welche  mit  jenen  zweien  [larallel  laufen;  so 
entsprechen  diesen  zwei  Schnuren  m  S^  zivei  Strahlbüscliel,  deren 
Mittelpunkte  ni,  ti  auf  derAchse  fiecen;  und  denkt  man  sich  übef 
der  Strecke  um,  als  Sehne,  einen  Kreis  cnnstmirt,  welcher  dea 
Winkels'cp  fähig  ist,  so  müssen  je  zwei  Strahlen  dieser  Strahl ba- 
schel,  Weiche  sich  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  schneiden,  zwei 
ZM  jenen  beiden  Parallelen- Seh aaren  gehörige  Gerade  entsprecbeD. 
Offenbar  aber  gibt  es  zwei  solche  Kreise,  welche  symnietrischauf 
beiden  Seiten  der  Achse  lieji^ea;  und  nur,  wenn  ^  kein  n|iitzer, 
sondern  ein  lecbter  Winkel  ist,  fallen  beide  in  einen  einzigen  za 
samnien. 


2.    Sind    in   eine 


end  ? 


oilii 


en  Ebe 


Richtungen  gegeben,  so  gibt  es  in  derse 
"      "  "        rlen    t^elche  jene  Hichtu 


äbligcP; 

en,  und  deren  entsprehende  in  de 
seihen  Winkel,  als  jene,  einschliesen 
en  die  Uurchsch  nitte  dieser  entsprecht 
u  c  n  t  e  n  K  r  e  i  s  e  n ,  iv  e  I  ch  e 


Ibe 


nander in 


z^vei  Pujikten  der  Ac! 

Es  seien  endlich  -4,  B,  C  drei  bellebiM  Gerade  der  Ebene 
S,  von  denen  A  und  B  den  spit;:en  Winkel  tp;  Bund  C  den 
spitzen  Winkel  i/i;  A  und  C  den  Winkel  {ip-\--^)  eJuscbliessen; 
den  drei  Schaaren  Gerader,  welche  mit  A,  B,  C  parallel  sind, 
entsprechen  in  Sj  drei  S  trab  Ib  lisch  ei,  deren  Mittelpunkte  m,  n,  < 
auf  der  Achse  von  St  liegen;  nnd  beschreibt  man  auf  beiden  Seiten 
der  Achse  über  der  Strecke  mn  einen  des  V¥inkels  -p,  und  über 
der  Strecke  ni  einen  des  Winkels  t/i  fähigen  Kreis,  und  verbindet 
irgend  einen  Durchschnitt  dieser  Kreise,  welcher  ausser  der  Achse 
liegt,  mit  den  Punkten  m,  n,  e  durch  die  Geraden  a^,  b^,  c,,  so 
müssen  den  letzteren  in  £  drei  solche  Gerade  a,b,c  entsprechen, 
welche  bezieblich  mit  A,  B,  C  parallel  sind  und  also  paarweise 
die  Winkel  <p,  i/i,  [<p-\-ip)  elnscbllesseo.  Liegt  nun,  wie  in  Taf.  I. 
Fie.  1.,  der  Punkt  ii  zwischen  111  und  i,  so  hat  nur  der  Durchschnitt 
Bofcher  zwei  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einerlei  Seite  der  Achse 
liegen,  die  Eigenschaft,  dass  die  von  ihm  ausgehenden  Linieki 
Oj  ,  A, ,  c,  die  drei  Winkel  (p,  ip,  (t+'C)  einschliessen ;  liegt  aber 
der  Punkt  n  ausserhalb  m  und  6,  wie  in  Taf  I.  Flg.  2.,  so  kommt 
dieselbe  Eisenschalt  nur  dem  Durchschnitte  solcher  zwei  Kreise  zu, 
deren  Mittelpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Achse  liegen.  In 
jedem  anderen  Falle  nämlich  erhält  man  die  drei  Winkel  w,  ifj, 
(>p~^').  Es  gibt  also  in  E,  allemal  zwei  Pnnkti 
von  welchen  aus  man  drei  Gerade  n, ,  ft, ,  Ci  ziehe 
welche  mit  einander  dieselben  drei  Winkel  tp,  ^,  (<p-\-'>l>)i 
als  die  denselben  entsprechenden  Goraden  «,  6,  c  ein. 
«cfali  essen,  und  zwar  sind  diese  Punkte  gleich  weit  von 


derAelise  eii 
;iüf  der  Achs 
triKtbeii  Läse  Ji 


nkre 


'  Kreis« 


ud  ihre  VorbindungsliDie  «teli't 
cht,  tvas  unmittelbar  aus  der  H\-Ditutt- 
hellt. 


l)a  nach  Steiner' is  „Abhängigkeit  geom.  Gebilde  u.  s.  w.  Tbl. 
LS.  47."  zwei  priijektivisclie  StrnbIbiiHchel  allemal  »rojVktiTiscb 
gwtch  sind,  80 hu  1(1  irgend  drei  Paar  entstireihende  Winkel  der- 
telben,  welche  durch  drei  entsprechende  Sirahlenpaare  liesttnimt 
trerdeu,  gleich  sind;  so  fol°t  aus  der  vorigen  Betrachtung  uucl 
j.  *21.  1-,  dasä  Je  zwei  Strahlen  eines  Punktes  ij ,  iT|  den 
rämlichen  (spifieiO  Winkel ,  als  die  entH|irechenden  Slrahlen  des 
ntsprechenden  Punktes  s,  a  einscbliessen. 

Gesetzt  nun,  ea  gahe  noch  zwei  entsprechende  prnjektivisth 
ieiche  .Strahlbiischct  Ji,  fi, ,  so  könnte  man  in  B  die  den  drei 
eraden  A,  li ,  C  parallelen  Strahlen  ziehen  und  schlietisen,  dass 
denselben  eotsprehenden  Strahlen  von  By  durch  die  Punkte 
'  Punkt  J7|  entweder  mit  x,  oder  mit 
Es    Kibt   also  nur  zwei  Paar  solche 


.     -       geher 
I    zusammen  lallen 
itrablhüscbel. 


Geraden  A,  B ,  C  konnten  eben  so  gut  in  der  Ebene  St> 
Ls  in  €,  angenommen  wenlen,  und  man  wurde  in  £,  sowie  vor- 
lin  die  Punkte  s,,  Oi,  zwei  Punkte  gelunden  haben,  welche  dem 
o  eben  Gesagten  gemäss  durchaus  einerlei  mit  »,  C  sein  mUsseu. 
lieraus  folgt,  dass  auch  die  Punkte  s,  a  gleichiieit  von  der  Achse 
«r  <£  entfernt  liefen ,  und  ihre  >  erbindiin^Iime  auf  der  letzteren 
inkrecbt  steht.  Die  Geraden  sa,  jj  a,  sind  ulao  jene  zwei  ent- 
piecheuden  Geraden,  welche  beide  auf  der  betreffenden  Achse 
lenkrecht  stehen. 

Es  seien  jetzt  q.  Pi  die  Punkte,  in  welchen  die  Ach^^en  Q,  /', 
ler  Ebenen  £,  £i  von  den  Senkrechten  aS,  8,0^  gescbnilten  werde» 
Taf- 1.  Fig.  3.);  so  entspricht  q  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
on  JiO|,  und  p^  dem  unendlich  eutferitten  von  iC;  sie  sind  also 
lie  sogenannten  Durchschnitte  der  Parullelstrahleii  dieser,  in  An- 
:efauug  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  proiekti  vi  sehen  Geraden, 
lan  bestimme  nun  auf  diesen  letzteren  zwei  Punktenpaare  i,  t  und 
)r  ti  dergestalt,  dass  die  Strecken  qe  =^  qc  ^^  P|Sj  =pj(;,  und 
i(B,^p,l,  =  qj(=:qa  seien;  so  juüssen  sowohl  die  Punkte  9,  (^  als 
tuen  t,  li  entsprechende  Punkte  der  Ebenen  S,  C,  sein;  denn  nach 
i.  ^0.  des  IV.  This.  des  Archivs  ist  Rechteck  qs.pj«,  =:q6.  P|Ojj, 
renn  6;r  der  dem  i  entsprechende  Punkt  ist;  also  ist,  da  qa=p,fi, 
ichPi9ji=^*=l'i6i^P|t|,  und  da  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
.j.  «,,  9  mit  der  ihrer  eutsnrech enden  übereinstimmen  muss,  so 
Ult  in  mit  fi,  zu.-ammen  u.  s.  w. 

Hteroach  sind  auch  die  Strecken  »«  =*ifl,  =  iit  =  ö,ti,  und 

=  c,  ti  =00=5  0,9,.    Man  denke  sich  dureli  die  Punkte  i,  t^ 

ler  l.t|)  in  den  betreffenden  Ebenen  zwei  Parallelen  S,  Si  mit 

)eD  Achsen  Ö ,  /*, ,    und  durch  die  Punkte  s ,  Si  die  ent^tprechen- 

n  Strahlenpaare  a,  0,  c,  d,..;  Ui,  fti,  Cj,  dj .. .  gezogen,  welche 

(  S,  Si  in  den  Punkten  a,  b,  C,  b...;  o,,  b^,  ij,  &,...  schnei- 

HO  sind ,    zufolge  $.  '20.  5. ,    und  weil   6 ,  i^    entsprechende 

sind ,    die    S,  ."i,    entsprechende    Gerade ,    und   demnach 

>,C,b...    und    B| ,  Ol,  b,,  Ci,  Dl -.-    lauter    entsprechende 

Punktenpaare.     Aber   die  Strahlen    a,  b,  c,  d...   bilden  mit  der 


Senkrechten  »o  die  nämlichen  Winkel ,  als  die  ent^nrech enden 
t]i  Alt  (^ii  '^i--  mit  «fffi ;  und  es  i!4tx<i^=f|a| ;  alis»  ist  aucn  Sa^^SjOt, 
<b=^tJi6|  u.  s.  n.,  d.  h.  die  Geraden  S,  S,  sind  in  Ansehung 
ilirer    entsprechenden   Punktenptkare   jirojektivisch-g  I  -'  "*" 

Legt  man  durch  t.  t  mit   Q,  Pj   zwei  Parallelen   7", 
gilt  von  ihuet)  das  nämliche,  nls  von  S,  S^. 

Es  eehe  durch  den  Punkt  Pj  irgend  eine  Gerade,  welche  S, 
in  «i  und  T*.  in  uj  schneide;  so  ist  die  derselben  entsprechende 
Gerade  mit  der  Senkrechten  ss  parallel  und  schneidet  l'olglich  die 
S  und  T  in  entsprechenden  Punkten  (i  und  a,  die  auf  einerlei 
Seite  der  Senkrechten  liegen,  »as  mit  n,  und  «i  nicht  der  Fall 
iiKt.  Denkt  mau  sich  also  die  Ehenen  <&,  ^i  so  'gele<;t,  diiss  die 
Punktenpaare  B,  n,  b,  C,  b...  und  ig,  a,,  b^,  tg,  tii-.,  vnn  S,  S^  nach 
einerlei  Seile  hin  aufeinander  fnlgeu,  so  miisNcn  dagegen  die  ent- 
sprechenden Puuktenpaare  a,  ß,  y,  ä...  nnd  a,,  ßg,  y^,  S^...  von 
T,  7'|  uach  entgegengesetzten  Richtungen  laufen. 

Denkt    man   Hieb  ausser  >S',  und    Tj    noch   irgend  eine  dritte 
Gerade  Ji,  parallel  mit  Pi,   welche  von  k,  a,  in  i, ,  und  von  jener 
durch    Pi    gelegten   Geraden   in  a'i  geschnitten  nlrd 
Segment  tifl'i  dem  Segment  8,  Hi  nicht  glr-"*"  ""■" 


ms 


im  dem  tj  a'i  entsprechenden 
mit  Q  parallelen  Geraden  R  gli 
-•■'  -- 'J-'-" --seh  gleich.     Nr- 


aber 


mit  den  Achsen  parallel  sind. 


gleich    ta ,    niid  letzteres   ist  i 
mente  ra'  der  entsprechenden^ 
aJso  sind  die  Geraden  R,  Ri  nicht  projeL 
kitnneu   nur  solche  Gerade,   welche  mit 

projektivisch  -gleich  sein,  weil  sonst  zwei  Paar  unendlich  entfernte 
Punkte,  und  folglich  die  unendlich  entfernten  Geraden   selber  ent- 
sprechend sein  nifisstcn;  also  iiibt  es  ausser  S,  S,  und  T,  Tg  kei(|     i 
drittes  Paar  entsprechende  projektivisch-gleiche  Gerade.  .■ 

Als  Ergehniss  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  kann  man  nm»*^ 
folgenden  Satz  aufstellen,  der  sich  in  der  Folge  als  besonder^  ' 
wichtig  herausstellen  wird: 


In  zwei  collinearen  Ebenen  gibt  es  a)  allemal  zwei 
Paar  entsprechende  Punkte,  deren  eiitsiirechcnde 
Strahlenpaare  iiroje  ktivi  seh  gleiche  Strahlbflschel 
bilden,  aber  es  gibt  kein  drittes  solches  Paar;  li)  und 
diese  Punktenpaare  lie[!;en  auf  denjenigen  zwei  ent- 
sprechenden Geraden,  welche  beide  auf  den  Achsen 
der  Ebenen  senkrecht  stehen,  und  Hind  gleichweit  von 
der  betreffenden  Achse  entfernt,  o)  Es  g;l  bt  allemal 
KW  ei  Pamr  entsprechende  Gerade,  welche  in  Ansehung 
ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  projektivisch 
gleich  sind;  aber  es  gilJt  kein  drittes  solches  Paar; 
it)  und  zwar  sind  diese  Geraden  mit  den  Achsen  paral- 
lel, und  je  zwei  derselben  Ebene  sind  gleich-weit  von 
der  betreffenden  Achse  entfernt,  e)  In  iederEbene  ist 
die  Entfernung  der  beiden  Geraden  von  der  Achse  eben- 
so gross  als  in  der  anderen  Ebene  die  Entfernungjener 
beiden  Punkte  von  der  Achse,  und  die  Entfernung  einer 
jeden  solchen  Geraden  von  einem  jener  Punkte  ist  eben 
so  gross  als  die  der  entsprecheudeu  Geraden  vou  dem 
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«Besprechenden  Punkte,  f)  Denkt  man  sich  dieEbenen 
midaeren  Achten  parallel  mit  einander,  so  int  allemal 
^ts  eine  Paar  der  iirojektiv iseh  gleichen  entnrerhen- 
dco  Geraden  »leietiliegend,  das  andere  ungleirhlie- 
S^od,  nnd  das  nämliche  gilt  von  den  projektivisch 
{'eichen  entsprechenden  Strahlbüscheln. 


§.  23. 

Befindet  sich  in  der  Ebene  S  ir^^end  ein  Kegelschnitt  5t  9  und 
^od  By  B*  irgend  zwei  Punkte  desselben ,  so  bestimmen  die 
fibrigen  Punkte  von  .^  zwei  projektivische  8trahlbiischel  B,  B'; 
diesen  aber  entsprechen  in  der  coJIinear- verwandten  Ebene  <£]  zwei 
Strahlbflschel  Bi ,  I^\»  wovon  jeder  mit  einem  der  crsteren  nro- 
jektivisch  ist;  also  sind  auch  letztere  unter  sich  projoktivisrb,  u.h. 
dem  Kegelschnitte  SL  entspricht  wieder  ein  Kegelschnitt  .^1  ;  und 
iDder  reciprok-ver^vandten  Ebene  (£|  entspricht  je<ieni  Strahl biischel 
-Ai  B*  eine  demselben  projektivische  Gerade  Ai ,  A'i ;  also  sind 
lehtere  auch  unter  sich  projektivisch ;  d.  h.  allen  Punkten  von  Si 
entsprechen  die  Tangenten  eines  Kes^elschnittes  ^1.  Ist  nun  e'der 
gemeinschaftliche  Strahl  von  B  ^  Ü  \  e\  der  von  B^ ,  B\ ,  und 
^ind  e,  ei  die  Tangenten  in  B  und  Bi,  so  sind  in  den  Strahl- 
bOschein  B,  B',  ^1,  Bi  der  Reihe  nach  e,  e',  e'i,  Ci  cntspre- 
cbeode  Strahlen,  also  auch  e,  ei  in  B,  By  u.  s.  w. 

1. 

In  zwei  coliinear- verwandten  Ebenen  entspricht 
^inem  jeden  Kegelschnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 
^  h.  einem  jenen  Punkte  des  einen  entspricht  ein 
^unkt  des  andern,  und  der  Tangente  in  jenem  Punkte 
Entspricht  die  Tangente  im  letzteren. 

In   zwei  reciprok  -  verwandten  Ebenen  entspricht 

Einem  jeden  Kegelschnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 

^<  h.    einem   jeden    Punkte    des    einen   entspri  cht  eine 

Tangente  des  anderen,  und  der  Tangente  im  ersteren 

Entspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren; 

Femer:  ist  S  irgend  eine  Curve  der  nien  Ordnune  und  der 
inten  Ablasse  in  der  Ebene  C,  d.  h.  wird  (£  von  einer  beliebigen 
CSeraden  A  höchstens  in  n  Punkten  geschnitten,  und  gehen  an  C 
^OD  einem  beliebigen  Punkte  B  höchstens  7/1  Tangenten,  so  hat 
auch  das  der  (£  entsprechende  System  von  Punkten  S^  mit  der 
der  A  entsprechenden  Geraden  Ai  höchstens  n  Punkte,  und  das 
der  C  entsprechende  System  von  Geraden  (C^  hat  mit  dem  dem 
B  entsprecnenden  Punkte  Bi  höchstens  m  Gerade  gemein  u.  s.  w. 

IL  «•  W. 

•    2. 

In    2wei    collinear-vorwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Curve  der  einen  Ebene  wieder  eine  Curve 
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deren,  und  zwar  von  derselben  Ordnung  und 
s  die  erstore  ist:  niiinlicli  jedem  Punkte  der 
've  entspricht  ein  funkt  der  anderen,  und 
snte  im  ersteren  entspricht  die  Tangente  im 


letzteren. 

In  zTrei  reciprok-vervinndtei)  Ebenen  «ntspri 
einer  jeden  Curve  der  einen  Cliene  wieder  eine  Cu 
in  der  anderen,  derenKlüisse  der  Ordnung  der  erster 
und  deren  Ordnung  der  Klusse  der  ersteren  gleich  i 
nämlich  einem  jeden  Punkte  der  einen  Curve  entspri 
eiire  Tangente  der  anderen,  und  derTangente  im  ers 
reo  entspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren. 


cht 


eioi^r  Ehene  £  belinde  sich  ein  beliel>iger  Kegelschnitt  X, 
irgend  einer  anderen  Ebene  (f,  ein  beliebiger  kege lach mtt 
f  t  wähle  man  drei  beliebige  Punkte  B,  B,  n  uod  ebenso 


In 

§ii%  anf 

auf  ä,  drei  beliebige  Punkte  B^.  B^,  a, ,  und  ziehe  in  S,  B'  die 
Tangenten  s,  s',  welche  sich  in  6  schneiden,  in  ßi,  ß\  die  Tan- 
genten j,,  i\,  die  sich  in  «,  scbneiden,  und  verbinde  endlich 
B,  B'  mit  a  durch  a,  a',  und  fi, ,  B',  mit  fii  durch  a^,  a'|. 
Nach  §.  21.  3.  darr  man  nun  festsetzen:  die  Ebenen  ■&.,  €i  sollen 
collinear  ,  und  /war  die  vier  Punktenpaate  B,  B, ;  B,'  B\  ;  o,  «,  ; 
s,  «i  «ntsp reell  ende  Punkte  derselben  sein.  Dann  aber  entspricht 
dem  Kegelschnitte  .9  eiu  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte 
Bi,  ß*,  und  dl  geht  und  in  ß^,  B',  zwei  Gorade  heriilirt,  welche 
den  Tangenten  s,  s  von  St  entsprechen ;  nun  aber  sind  s,  », ;  n',  s\ 
entsprechende  Linien  von  £,  £,;  also  hat  dieser  Kegelschnitt  mit 
Äj  nicht  nur  die  drei  Punkte  B^,  Bi,  a^.  sonilern  auch  die  bei- 
den Tangenten  In  ßj,  ß",  gemein,  d.  h.  er  ist  mit  demselben 
identisch;  u.  s.  w. 


Kegelschnitte 


sind  auf  unzählige 
r  auch  reciprok-ver- 


Unler  anderen  ist  also  auch  ein  jeder  Kegelschnitt  auf  unzäh- 
lige Weinen  mit  sich  selber  collinear-  und  reciprok-verwandt. 


Besondere  Fälle,. 


die   Venvaiidlsrhaflpn    der  Affinität,    der    Gloichheil 
der  AehnlkhkoH   und  der  Congruciiz. 


deif. 


Denkt  man  sich  zwei  collinenre  Ebenen  im  8inne  von  ß.  be^ 
stimmt,  sn  kann  man  a  priori  folgende  besondere  Fälle  der  Colli- 
neations-V«Twandtselnrt  statuiren.  '     - 
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1.  Ein  Paar  der  Linien   A,  Ai;    A\  A\    sind   projektiviscli 

ähnlich. 

S.  Ein  Paar  derselben  sind  projektivisch- gleich. 

3.  Beide  Paare  sind  projektivisch -ähnlich. 

4.  Beide  Paare  sind  projektivisch  -  gleich. 

5.  In  Nro.  3.  ist  das  Verh/iltniss  der  entsprechenden  Strecken 
Ton  A,  A,  gleich  dem  Verhältnisse  der  entsprechenden  Strecken 
von  Ä,  A\. 

6.  7.  8.  9.  10.  In  jedem  der  vorigen  Fälle  schliessen  zugleich 
'  die  Geraden  A,  A  denselben  Winkel  (mo^  als  die  Geraden  A^^^  Ay, 

und  zwar  legt  man  die  Geraden  A ,  A^  so  auf  einander^   dass  sie 
gleichliegend  sind^  so  sind  die  Geraden  A* y  A\  entweder 

n)  gleichliegend  ^  oder 

&)  ungleichliegend. 

Bestimmt  man  dagegen  jene  Ebenen  im  Sinne  von  u.y  so  sind 
HOT  folgende  Fälle  denkbar: 

11.  Ein  Paar  der  Strahlbiischel  B,  Ry\  B',  H^^  sind  projek- 
tivisch-gleich. 

12.  Beide  Paare  sind  projektivisch -gleich;  und  zwar,  wenn 
das  eine  Paar  By  Bt  gleiciiliegend  sind,  so  sind  die  beiden  an- 
deren Bi,  Ey  entweifer 

a)  glelchliegend,  oder 

6)  ungleichliegend. 

13.  14.  In  Nro.  11.  und  12.  siud  zugleich  auch  die  Strecken 
•fij  W  und  i?i  y  B^i  einander  gleich. 

Die  meisten  der  hier  aufgeführten  Fälle  sind  es  aber  nur 
^heinbar;  entweder  nämlich  enthalten  sie  Bestimmungen,  welche 
i>i  coUinearen  Ebenen  überhaupt  gewissen  Elementenpaaren  der- 
^Iben  eigen  sind,  oder  sie  fallen  mit  anderen  der  hier  genannten 
fälle  zusammen.  Hier  aber  kann  nur  von  solchen  die  Uede  sein, 
in  welchen  sämmtliche  Elementenpaare  eine  der  allgemeinen  unter- 
geordnete Bestimmung  erleiden,  sowie  von  solchen,  welche  sich 
auf  dieselbe  Weise  zu  diesen  Fällen  selbst  wieder  verhalten. 

Da  nach  §.  21.  5.  und  §.  2*2.  3.  es  in  zwei  coUinearen  Eb^ 
ncD  allemal  unzählige  Paare  projektivisch -ähnlicher  entsprechender 
Creraden  und  zwei  Paar  projektivisch -c^leiche 'gibt,  w^elche  mit  den 


nid  7.  keine  besondere  Art  von  Collineations- Verwandtschaft  be- 
ffrfladen;  und  dasselbe  gilt^  von  Nro.  11.,  12.  A.  und  13.  wegen 
dei 

f£i ._ .  ^  .      _    _ 

gleich  gross  werden,  d.  h.  wenn  die  Punkte  s,  (S  mit  t,  ^  u.  s.  w. 
soBammenfallen.  Diese  Besonderheit  aber  ist  -—  hier  weniffstens 
—  deflswegen  von  keinem  Interesse,  weil  dieselbe  auf  die  üDrigen 


Elemente  der  Ebenen  keraeti  ivesent liehen  EinfliiRs  flbt.  Ek  blei*~ 
bpri  (il«o  nur  noch  die  Fälle  3.,  i.,  5..  8,.  !!.,  10.,  l'l  a.  und  14.  «. 
zu  crwateN  libris.  Der  Kicbtisrate  derselben  ist  Nro.  '3.;  mit  ibm 
fidlen,  wie  8olV.rt  s^zeigt  werden  «oll,  Nro.  -1. ,  5. .  8.  und  10.  A. 
zufinniinen,  und  Nro.  0.  6.  und  die  identiscben  Nrn.  lü.  n  und  J'2.  (f. 
bilden  xwei  besondere  Arten  von  Nrn.  il. ,  denen  wiederum  die 
identisL'ben  Nro.  1).  a.  und  IJ.  a.  uls  die  letzte  S|iitze  von  Beson-  . 
derunu;  sieb  unterordnen.  ^j 


§■  23. 

Sind-  sowohl  die  Geraden  A,  A^  als  A',  A\  proiektivistli- 
iihulicb,  80  sind  die  unendllcb  eiiirernten  Punkte  eines  jeden  Paares 
entsprechende  Punkte;  also  ents]irecben  sich  die  unendlich  ent- 
fernten (ieraden  beider  Ebenen  gegctiseittg,  d.  h.  ihre  Achsen 
fallen  ins  Unendliche  hinaus. 


itferiite  Geraden  g 
en  affin,  und  ihre 

Ich  ^cj^enseltli; 
Verwandlschaft 

entb 
die 

prechcn,  iiei8< 
der  AfflnitUf 

Hieraus  folgt  snfort 

1.    In   i»el   »rfin 
rnten  Punkte  je  > 
ired.ende  Punkte; 

en  Ebenen 
nndda'her''. 

■  lud 
eclie 
lud 

die 
ude 

unendlich  est 
1  Geraden  ent- 

•2.  Je  zivei  enl.n 
niapieclienden    Pn 

eehende  Gc 
ktenpa.re 

rade 
proj 

InA 
ektl 

nsehnng ihrer 
vl.ch'-khnlich 

3.    Jeder    Srfinar 

von   Paral 

elen 

de 

einen  Ehene 

entspricht  wiederum  eine  Schaar  von  Parallelen  in  der 
anderen. 

InTaf.I.Rg.4.  seien  a,  b,c,  i,  e,f...  und  «,.  f„  c,,  b,.  r,,f,... 
beliebige  entsprechende  Punktenpaare  zweier  affiner  Ebenen,   und 
zwar  ti,  ti  die  Durchschnitte  von  bc  und  at,  lij  (,  und  Oit,\  so  hat.l 
man  krafl:  des  zweiten  Sat^.cs  dieses  Paragraphen:  -4 

^abtf;ii(i(6  =  bc:£6=  6,C|  •.(,bj  =Aflil»i'i  =  AniCiti! 

also  auch  iabc:  A^f^^  A'^il^ifi  ■  A^ififi  «^der 

Aal>c :  Arti*!*:!  =  A"« :  A  i>i*ifi  =  Ai'f  ■  Ai|fifi 

Also  \H  auch  Fig.  obccf :  Fig.  Oibir,e,fi  =  Ao^c  Afli6iri  =  const.; 
und  da  jede  krummlinichte  Figur  als  eine  scradliniubte  mit  itn- 
endlicb  -  kleinen  Seiten  angesehen  werden  Ifann,  so  gilt  ganz 
allgemein : 

4.  In  zwei  affinen  Ebenen  haben  je  zwei  entspre- 
chende Flikchenräume  ein  bestimmtes  unveränderlicbeB 
Verhäilniss  zu  einaader. 

5.  Sind  in   zwei  affinen   Ebenen  ein  einziges  Paar 


fe 


le  einaiiiler  gleich,  so  s 
»der  gleich. 
Affin«  Ebeneil  hcissen  gletcli.  nnd  ihre  VerwamU- 
scbaft  lue  der  Gleichheit,  wenn  dns  yerhSItniss  ihrer 
entsiireuhcndcn  FlüchciirSiiiue  das  der  Einheit  ist. 
Taf.  I.  Fi!!.  3.  B.  Bt  die  Mitte l|)uiilcte  irgend  z 
(sprechender  StralilliiJKi-hel  alüner  Ehenen;  so  sind  die^e  Slrahl- 
scncl  hiriciiühllich  ihrer  entsprechenden  Slrahlentinnre  jirojekti- 
isch  und  hetiiUei)  nach  ThI.  Iv.  des  Archivs  S.  ~i4it.  zirci  Paar 
entsprechende  .Strahlen  a,  b\  u,,  6,,  die  ku  einander  rerhiKinklig 
,£it)d  (Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel).  Sind  mm 
a^  und  b,  l'i  irgend  Knei  ents|irechendc  Funkte  von  <i.  »i  und 
Ä],  rnid  ntniiut  man  die  Strecken  ßr  —  Bb,  ß,C|=ß.b,,  so 
sinil.  n-eil  Bc:  BiCi  =  Bb :  B,b,  ,  auch  r,  C,  entiprechende  Punkte 
von  h,  (/,.  unil  es  cind  nicht  nur  nb  und  iibj  ,  sundern  auch  at 
ind  a,r,  enCs|irecheude  Strecken.     Nun  aber  ist 

a\)  =  ac,  <i,  bi  =0|Ci  ■ 


(;b:(<i6,  =  rt 


eu  lassen  sich  > 
unz.Hhlige  andej 


I  jedem Pfl 
-finden,  < 


6.  In  zwei  affinen  EUe 
atsprechenden    Geraden  u 
er  enlKprechciirln  Strecke 
erhültiiiss   ■.i]s   die  der    beiden  ersteren  steheu.     (Vgl. 
.  21.  Füll  3.) 

Nimmt  man  in  Taf.  I.  Fiij.  i>.  die  entsprechenden  Punkte  n,  Hj  auf 
I,  «1  beliebig  an,  macht  ßi  .  ß,n|  :=  ^"^  und  bestimmt  auf  fi  eine 
"^ttrcckc  Bb  und  demzufoli;«  B,bi  dergestalt,  dass 


Bb-^:il^=B 
liä.ßia,  ^ßi).ß,b, 


:Bibi  x=const., 

oder  Ba:m=Bbi:Ba,, 


W.  /?,,b  ::=W.  /f.feifl,,   W.  ßab  +  W.  B,ii,b, 


W. 


ic+\V.6,o,fi=-2ß. 


7.  In  znei  affinen  Ebenen  gibt  es  uuEÜfalige  Paare 
on  Geraden,  deren  entsprechende  deuselben  spitzen 
Pinkel  al  s  sie  selber  eins  eh  li  essen,  und  deren  Strecken 
11  den  entsprechenden  Strecken  in  einem  und  demsel- 
en  V et hältnist^e  stehen:  im  Allgemeinen  aber  lassen 
icb  zwei  solche  Paare  entsprechender  Geraden  nicht 
ergestalt  legen,  dass  lieide  zugleich  hinsichtlich 
lirer  entsprechenden  Punkte  gleichliegend  sind.  (VgL 
§.  -i-I.    Fall  10.   A.) 

In  Taf.  I.  Fig.  fi.  seien  a,  o, ;  fi,  Ai  wiederum  die  Schenkel  zweier 
entsprechenden  rechten  Winkel  B,  By  und  zwar  so  auf  einander 
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eelegt,  duss  beide  Paare  gl  eich  liegend  sind,  was  in  dioseiu  Fülle 
immer  inogUrh  ist;  es  »eien  a ,  ä,  in  a,  Oi  itiid  n,  n>  in  f> ,b,  eat- 
epreeliende  Punkte,  und  id  denselben  auf  a,  nj  iinil  ti,  b^  ^tenk- 
rechte  errichtet,  nelciie  sich  beziehlirh  iii  den  Punkten  r,  r^  schnei- 
(leu ;  die  Verbindungslinie  der  letzteren  schneide  a,  0|  in  f.  Man 
beschreibe  über  der  Strecke  Iii  als  Dmchmesser  eluen  Kreis  und 
errichte  im  Mittelpunkte  t  der  Strecke  oa,  eine  Senkrechte,  welche 
^flen  ersteren  in  einem  Punkte  m  schneiden  miine;  verbinde  t  mit 
t  durch  eine  Gerade,  welche  die  in  a.  o,  errichteten  Senkrechten 
[|i  sehneidet,  und  lefje  durch  letztere  mit  n,  o,  zwei  Paral- 
wodtirch  man  auf  b,  6i  die  Punkte  b,  l>t  erhält.  D'iess  V[ 
«gesetzt,  so  ist: 


Bi:Bi\s^  =a^:alt^l  - 


M-.t 


ißn:B,ni, 


'M 


b,  bj  entsprechende  Punkte.  Ferner  ist,  »ei 
qm  =  (i,mj  und  es  ist  W.  Äniq  =  W.  fiiinqi  —  Ä:  aleo 
=  ß,q,  ;  nun  aber  Ist  Bc[=ab,  als  Dlugonuleu  eiues  Recbt- 
,  und  B,()i  =  o,[i, ;  lolgliGh  Ist  auch  oti  =  0,61 ;  und  macht 
Bc  =  Bb,  ß,c,  =ß,l),,  so  sind  auch  i.  c,  entsprechende 
.Hinkte,  und  ac^iiii'i.  Da  nun  die  Geraden  .1,  j4j  ;  C,  C|,  denen 
diti  Strecken  ab,  ci,ii\  ac,  a^fi  angehören,  in  Ansehung  ihrer  eot- 
r  •prechenden  Punktenpaare  projektivisch-ähnlich  sind,  ein  Paar 
entsprechende  Strecken  derselben  aber  gleich  sind,  so  sind  die- 
selben  insbesondere  projektiviiich-gleicb.  Offenbar  aber  gibt  es 
keine  solche  Gerade,  wenn  sowohl  Ba'^-Bj^n,,  als  auch  ÄI)>Bi&, 
ist.  Ist  AI  eine  Parallele  mit  A,  und  gehen  durch  a,  b  irgend 
zwei  Purallelen,  welche  Jlt  in  i>,  ID  schneiden,  so  bilden  auch  die 
entsprechenden  Punkte  rtj,  &,,  Vi,  il'i  ein  Parallelogramm,  folglich 
ist  die  Strecke  sm  =  nl}  ^  a,&i=^DilD,,  d.  h.  in  den  Richtungen 
von  A,  Ay  und  C,  (\  gibt  es  unzählige  Paare  projektlyisch' 
gleicher  entsprechender  Geraden. 

8.  In  zwei  aTfinen  Ebenen  gibt  es  im  Allgemeinen 
zwei  Paar  Schaaren  paralleler  Geraden,  die  sich  ent- 
sprechen und  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punk- 
tenpaare projektivisch-gleich  sind.  (Vgl.  §.  '24.  Fall  4.). 
Sind  zugleich  die  Dreiecke  Bab  und  B^ai^i  von  gleichem  In- 
halt, so  ist 


ßa:Bit),  =ßia,:fib, 


der 


woraus  folgt,  dass  wenn  Ba"> B^cii  ,  oothwendig  ßb<ß|6,  sein 
mu)i!s,  die  Geraden  A,  A,;  C,  C\  also  nothwendig  existiren;  zu- 
gleich aber  sind  dann  auch  die  Dreiecke  congrueiit,  also 

W.  ßn(>  =  W.  ß,&,a,; 
W.Bab  +W.  J?,ai6,  =fi;  W.  bae +W.  6in,Ci  =:2fi. 

g.      In    zwei   gleichen    Ebenen  gibt  es  ellemal    zwei 
Paar   Schaaren    paralleler  Geraden,    die   sich  entsprti. 


iroj 


0  Ansehu 

ekth 


ich-g 


Schaaren    der   einen  £be 


Punkten 

id    zwar  schliessen 
ilichea  , 


Viake]  «in,  iilis  die  der  anderen;  im  AMgeini>ine 
0  sich  zwei  sülclie  Paare  entsprechender  (ii 
icbtdergestalt  le^eti,  dassheide  zui-leichhirisii 
irer  entsprechenden  Punkte  gleich  liegend  sind. 

n.  Fall  y;  fi.) 


:htlich 
(Vgl. 


Denkt  mun  sich  lür  einen  Augenblick  (Taf-I-Fig.  7.)  zivei  aSine 
Wneji  so  auf  einander  ^elei;t,  dass  zwei  ihrer  enls|ire<:henden 
njektivüch  -  gleichen  (jeruden  {A,  .-j,)  sammt  ihren  entis{irechen' 
D  Punkten  sich  decken,  so"  werden  im  Ailgeineinen  je  zwei  ent- 
lecbendc  prujektivisch  -  gleiche  Gerade  (C,  C^)  der  uiideceu 
iralielenscoaur  nicht  auf  einander  fallen;  es  seien  a,  f,  g,  ]),.. 
■  fi-  9i>  bi  ■•■  entsprechende  Puiiktenpaare  von  C,  (\;  so 
l  dir^a.bi,  Ofl^tifli.  of^Oifj--..  also  die  Linien  fcbi.  <19i. 
■  ...  parallel,  und  W.  a&l),  =a,öil)  =iCo  «"It^f  ^  "Poi  jenachdem 
I  Q  auf  einerlei  oder  auf  verscniedeuen  Seiten  von  (AA,)  liegen. 
&  Diin  jede  der  Geraden  bili ,  S3i  >  ffi  •  ■  ■  >^'*'^'  entsprechende 
linkten|>aaro  enthält,  nSnilich  b,  ^  und  D^,  6,;  c,  q  und  fi ,  g.; 
I  f  und  b| ,  fi . . .  ,  so  fallen  in  jeder  zwei  enUpreihende  Gerade 
waounen,  und  man  erhält  also  zwei  Schaaren  entsprechender 
uallelet),  welche  ge^en  die  Linien  A,  A^  gleich  geneigt  sind. 
M  ^  und  i/J  die  spitzen  Neigungswinkel,  welche  den  angedeu- 
toi  Terschiedenen  Lagen  von  C,  (\  entsprechen,  und  sind  a,  Oi 
•  TOD  ^  und  C,  Ai  vaA  Cj  eingeschlosseneu  Winkel  ,  so  ist 

i(/  — «  =2Ä— «,  — ■V»  =  g!o; 
•2t|^-2K— (%— k); 


21/,,= 


2ft 


-(B.-fll). 


andere  entspre- 
ienigen,    welche 


ant  man  statt  der  Geraden  A,  Ai  irgend 
ide,  mit  ihnen  parallele  Gerade,  z.  ß 
Tch  f,  fi  ^ehen,  so  kann  man  dieselben  zur  lÜeckung  hringeo, 
ue  dass  die  Geraden  t)Q  und  |),D^  ,  gi  und  n.Cj,  f[)  und  fibf. 
Iren  Ort  verlassen;  nur  die  Abstände  ihrer  Punkte  von  einander 
Ij^erD  sich.  —  Oder  will  man,  statt  A,Ai,  die  C,  Cj  zur  Deckung 
langen,  so  wende  man  die  eine  Ebene  um  die  Senkrechte,  welche 
M  dein  Punkte  (oa^)  auf  bbj  gefällt  wird,  herum,  und  dann  he- 
aupten  die  Geraden  C^i  und  tiUj...  wiederum  ihre  ätelle.  Also 
esitien  die  Ebenen  nur  zwei  Paar  Schaaren  entsprechender  Pa- 
allelen,  welche  gegen  die  Schaaren  der  cntsjirecnendea  projefe- 
Wsch-gleichen  (Geraden  gleich  geneigt  sind. 

10.  In  zwei  affinen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei, 
ber  auch  nur  zwei  Paar  unendlich  entlerufe  entspre- 
bende  Punkte,  deren  entsprechende  Strahlen  gegen 
e  zwei  entsprechende  projektlvisch  -  gleiche  Gerade 
inerlei  Neigung  haben. 
Th«il  VIII.  9 


IC 


X.  x^  Ji  4.  '1»    mti  3.  *(  in  ^-^ 


nuL  in  >j 
«sraemcK;.  -^^ieh^  «k  iesx«fiiiir*i  Ji  cn  irmiiaeB  r.  r^  s 
ttn:  dl»  V.»frMiiitaii!5fUiiie  ie^  .^czsexma.  ^!&iw!ixe  di»  «  in  ^> 

•iar  StaKSs  ft  ui»  Duriimeäiee?  •fiiMn  Kici 

A»  €:.#fiet€a  Ji  €i— jn  ^mksft  s  w^neiiiisa  sitts^:  ▼«f^tnii»  i 
s  'inidi  ene  ScmiB-.  wcieai»  •£•  ii  x.  ir  «i-!i-MBf»a  Nnfaid 
11  S.  >£  •Mcimeife?.  md  jese  ■iiirr&  !eczns«  3Üc  -c.  -i«  x^^  fi 

i  aar  k  ^  ne  Fmk:)»  i.  J*  «dbält. 

.  30  HC: 


aaek    m  =  Xj^s.   ^i   c»    i^^c    W.  Büm  =  W.  A ix«i^  ^  Bz 
Ai  =.  S'iiz  am!  aö«r  kiC  &  =  x& .  lu^  £*«a:riatti«a  «in«!»  Rh 

^mkzB .  ami  xc  =  Zr  ^ .    IXi  um  »d«  G«faiim  JL  Jt  :  C^  (H .  -« 
fift  !Sag<:kett  ii&.  x  ;^:  xc.  i^..  :ux!£eteiM .  s  Ajisekone  ä*^.. 
«preckcmiisfi  PrmksBnuaor»  ^njckiivTiscft  -  iiiodt^  >üiii.    cäi  .. 
eaCipcggfcgaiie  Scrcdks«  derselben   i&«r  ;2mtf^  ?äiii.   j«  äc 
<««ihcn  HLfdiesiiotierp  prYpiekdvT:^^  >  li«feft.     Otfinöar  jb«r  ;. 
Lejie  «•](£&«  &»nt£e.  v«flii  9n^*thi  &r^^rr  .  iis  inxk  & 
sc     L^  Jf  «ine   Findete  mit  A.    mii  jeäeo  inrva  x.  ^ 
zT-ei  Pinlletea.  -arcii^ae  JI  In  i.  a  scoaeiiie««  :«ü  buüe«  2 
cfiCipre«:&eaiiea  Psnkae^  i^.  i..  ^.  s-  etn  Finiiei*itr'iauft  > 
LiC  'ile  Scrceke   srs^U  =  'i^i^^Vi-    i.  L   in  «iea  Ric 
▼in   _J.  Aj^    and    C.  G     riiic  «s  inL^iJkil^  Fiare  ?«i*-- 
sleK^er  eac^prK&efiiier  C^Kiftiea. 

*.    la  xwei  aiTiüea  Eb^iea   xL>t  es  in  -VLIi:e 
x»eL  Piir  Sckxa.re9  pxrxtLeler  Geniei.  üe  s 
Sprechern  ^in^E  ta  Aise&Tiaz  ikrer  eiTspr^ri  ea  le 
tengure  pr4JektiTL$^-£leic&  siaL      V^L  J.  iL 


siad  dun  mi:&  ifie  i^tenecke  cwBicuinaK» 


W.  Äx5  +  W.  iB^^ Jj  =  £:  W.  loc  +  W.  V 

9.  ^lü    zwei  sleickett   Ekeoea  $tbt  t>« 
P&&r  Schaarea    paralleler  Ceradea«   ifl 
ckea  aad  in  Aasekaag  Ikrer   eai$pr^ 

Saare  projektiTisck-^leidi  $iad:  mi 
ia  kcidea   Sckaaraa"  der   aiaaa  S 
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Foriier  erhellt  ous  Nr»,  y.  iiniDittelbar ; 

11.  In  zwoi  Spielchen  Ebcneu  gibt  os  allemal  E>vei 
Paar  uiieiidluh  cuti'ernte  eiitspretheniie  Punkte,  derCD 
GntsprecheRdG  Strubleii  segeii  je  zwei  eot sprechende 
projektivisch-gleithe  Rerude  einerlei  Nei^rung  haben, 
undz>var  geh5reii  dieselben  wechselseitig  der  jedes- 
maligen anderen  Schaar  solcher  Geraden  an. 

Dass  der  Fall  8.  des  g  24.  eine  allgemeine  Eigenschaft  afTin er 
Ebenen  betrifft,  leuihlet  nnmittelbar  daraus  hervor,  tlaes  in  awei 
coDcentrischeu  proiektiviscben  .Strahlbnscheln  allemal  zivet  Paar 
entsprechende  Stramen  sieh  vereiniMn  miiseen,  sobald  dieselben 
ungleichliegend  sind.  Denn  demnncn  gibt  es  in  zwei  beliebigen 
entspreche  »den  Strablb  fische  In  afiiner  Ebenen  allemal  zwei  selche 
Paare  entsprechender  Geraden  ,  nelche  einerlei  (spitze)  Winkel 
ein  seh  Hessen.  3 


§.  26.  q 

Sind  zur  Bestimmung  zweier  affiner  Ebenen  S,  Si  zwei  Paar 
projektivisch- ähnliche  (i^erade  A,  A^  und  A',A\  gegeben;  ist  der 
VVinkel,  welchen  A,A'  einschliessen ,  dem  von  A,,  A'i  einge- 
schlossenen gleich ,  und  ist  das  Verhältnis»  je  zweier  entsprechen- 
der Strecken  ron  A,  Ai  dem  Verhaltnisse  je  zweier  solcher 
Strecken  von  A',  A'i  gleich,  während  zugleich  auch  beide 
Linienpaare  so  gelegt  werden  künnen ,  dass  beide  gjeichliegend 
sind,  so  müssen  die  Verhaltnisse  aller  entsprechenden  Strecken 
heider  Ebenen  einander  gleich  sein.  Denn  ist  n  der  Durchschnitt 
von  A,  A'  und  schneidet  irgend  eine  Gerade  Jfl  die  erstere  in  m, 
die  letztere  in  m';  so  ist  das  Dreieck  amni'  dem  von  den  entspre- 
chenden Punkten  n,,  iti|,  m',  gebildeten  Dreiecke  OiiTiiiii'i  ühnHch, 
indem  W.  mnm'  ^=  W.  mi  Sj  ni  i  und  ma  :  m,  o,  =  m'  a  :  m'i  o^  ist. 
Also  ist  auch  mm':  m,  m'i  =;ni(i :  m,  (1,  =  consf.,  und  da  Je  zwei 
entaii  rech  ende  Strecken  der  entsprecrienden  Geraden  M,  ^f,  einer- 
lei Verb.attniss  haben,  und  M  beliebig  angenommen  ist,  für  den 
Fall  solcher  Geraden  aber,  welche  durch  den  Punkt  a  gehen  oder 
mit  A  oder  A'  [larallel  sind,  statt  dieser  letzteren  eine  der  schon 
betrachteten  Geraden  illf  genommen  werden  kann,  so  müssen,  wie 
gesagt.,  je  zwei  entspreohetide  Strecken  beider  Ebenen  sich  zu  ein- 
ander wie  m(i:m,di  verhalten. 

1.  Sind  in  zwei  affinen  Ebenen  i  rgend  drei  Paar 
entsprechende  Strecken,  welche  zwei  Dreiecke  bilden, 
von  einerlei  Verhältuiss,  so  stehen  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  indemseloen 
Verhältniss  (Vgl.  §.  U.   Fall  10.    «.). 

Äfline  Ebenen  heissen  ähnlich,  und  ihre  Verwandt- 
schaft die  der  Aehnli  chkei  t .  wenn  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  in  einem  und 
demselben  Verhältniss  stehen. 

Sind  in  zwei  Ebenen  <&.(&,  zwei  Paar  projekttvlsch- gleiche 
Strahlb lisch el  B,  Jij  ;  B',  B'^  gegeben ,  und  können  beide  Paare 
zugleich  gleicbliegeud  gelegt  vverden,  so  müssen  je  zwei  parallelen 
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Strableii  n,  a!  von  B,  W  ebeufälU  zwei  par^illele  .Stnlilen  u, .  «', 
Von  B,,  B'x  entsprechen;  folglich  sind  die  uuendlicii  vDttemteu 
Ceraden  beider  Ebenen  entsprechende  (ieruUe,  und  die  Ebenen 
selbst  sind  afTin.     Zugleich  iilier  lieslinimen  je  Ktvci  ertlHiirechende 

'  Punkte  0,  o,  zwei  Dreiecke  BPa.  B^B'^ai.  deren  entsprechende 
Wiiiltel  sileich  sind;  aW  ist  Z?n  :  Äiöj  =  ß'.i  ;/f,<ii^  ßß';  ÄiÄ-i. 

^Beide  Ebenen  sind  also  ilhnlich. 

4.    Sind  in   zwei  cntlinearen  Ebenen  zwei  Paar  ent- 

fcprecheiide    .StrablhQRchel,    deren  Mittelpunkte   utcht 

nneiidlich  entfernt  sind,  projekti visch-|;leich,  und  Hiud 

neide     Paare    "leichüei^en  J,    so     sind    diewe     Ebenen 

ShnMdi  (Vgl.  g.  24.  Fall  \i.  n.) 

Es  seien  die  Ebenen  S,  (f,  affin,  und  je  znei  enfsiircchende 
Strahibilscbel  B,  Bi  derselben  projektivisch-ßleich:  Ji'  nvi  «in 
zweiter  Strahlbüschel  in  ^,  dessen  fstruhlen  mit  denen  des  B  pa- 
rallel laufen;  so  laufen  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dem 
ß'  entsprechenden  Strahlbüschels  Bi  mit  den  entsprechenden 
Strahlen  Ton  B^  parallel;  fnlelich  sind  auch  £',  ^i  projektiv  isch- 
gleich ,  und  zwar  sowohl  B,  B,  als  B',  B\  gleJchlieiiend. 

3  Zn-ei  affine  Ebenen  können,  ohne  ähnlich  zu 
sein,  keine  zwei  entsprechende  Strahlbü&cbel  besitzen, 
welche    in    Ansehung    ihrer    entsprechenden    Strahlen- 

fcaB^«  projektivisch- gleich  sind,  es  sei  denn,  dass  ihre 
[ittclpunkte  unendlich  entfernt  liegen. 

4.  In  zwei  Shulichen   Ebenen  sind  je 
lieade  Strahl bilschel  in  Ansehung  ihrer 

0  Strahlenpaare  projekti visch-gleich. 

Ferner  zeigt  man  anf  die  bekannte  Weise,  da.«» 

5.  In  zwei  ähnlichen  Ebenen  das  Verhältniss  je 
Zweier    entprech  ender     FUchenrSume     unveränderlich 

Quadrate    zweier    entsprechender 
Itrecken  gleich  ist. 

Ist  das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken  zweier  Shn- 
Icber  Ebenen  dem  der  Einheit  gleich ,  so  müssen  je  zwei  entspre- 


zivei  en  tspr 
e  n  tsurecne 


lende  Strecken  einander  gleich 
congruent,    und 
gmenz  (Vgl.  g.  24.  Fall  9. 


diesem  I<alle  heissen  die 
andtschaft  die   der   Oon- 

Zwei    ahnliche  Ebenen  können,   ohne  congruent    ' 
in,  keine  entsprechenden  Geraden  besitzen,  ivel- 
_he  in   Ansehunff   ihrer  entsprechenden   Punktenpaare 
pr ojektivisch-gleich  sind,  es  sei  denn,  wenn  mau  will, 
9ie  unendlich  entfernten  Geraden. 


Da  zwei   projektivisch- ähnliche  Gerade  vollkomnien  bestimmt 
,  nenn  irgend  zwei  Paar  ihrer  entsprechenden  Punkte  gegeben 
tänd,  so  folgt  aus  dem  Obigen  mit  Leichtigkeit,  dass 


Ebenen  voülcommen  bestimm^ 
entsprechende  Punk te  oder 
«ind. 

e  PJienen  ^ind  vollkommen  beeti^ 
sobald  zwei  Pnar  enti)redie  nde  Punkte,   odei 
Paar  entsprecliende  Punkte  und  einPaar  ent«))revlij| 
"  —  '       'eliebig  i^egeben  sind. 


nd. 


.?"J1 


nen  »^ind  Tollkom 
|)recbende  Gerade  und  aal 


bestj 
d  aal 
ktel 


-uente   Ebenen 


sind  vnllkomj 
intsprechende 
Paar  entsurt 


Zwei 
slinimt,  sobald  c 
und    auf    denselben    ein 
Punkte  beliebig  ^egebe 

Eiife  Frage,   welche  bereits  der  Entdecker  der  geometi^ 
Veiivandlscbaften,  Herr  Professor  Milbins,  in  seinem  Bar] 
trischen    CalcEil   aufgeworfen    und  die  Bedeutsamkeit  d« 
e.  gesammte  Geometrie  nnchgeniesen  bat,  iet.folgendefl 
l  Viele  und  welche  Stücke  müssen  gegeben  sein,  um  eine  elJ 

f ebenen  Figur  collineare,  affine,  glei<ihe,  ähnliche,  congraq 
ontitruiren^     Die  vorigen    Sätze  und    der  Satz    §.  21.    " 
r  sehr  leicbt  zur  ßeantwortung  dieser  Frage.    Hier  soll  um 
hierauf  Bezug  habende    Betrachtung    von  §.  23.   3.  weiter  | 
setzt  werden. 

Sind  ,Ä,  Äi  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  zwei  af ßoeu  E 
sich  entprechen,  und  denkt  man  sich  in  S  eine  Schaar  par 
Sehnen,  so  entsprechen  denselben  ebenfalls  j)arallele  Sehnu 
^1 ,  und  den  Mittelpunkten  der  ersteren  die  Mittelpunkte  der  I 
ren  kraft  §.  25.  2.  und  3.;  alsn  entsprechen  sich  auch  di| 
Richtungen  der  beiden  Parallelenschaaren zugeordneten  Durchnt 
r  der  Kegelschnitte,  also  auch  die  den  letzteren  parallelen  S^ 
">dle  Mittelpunkte  der  letzteren,  und  folglich  auch  die  jenen  P 
■ zugeordneten  Durchmesser  selbst. 


I  Durch 


preche. 
'    ipuni 


ande 


In  zwei  affinen  Kegelschs 
bal   dem  Mittelpunkte  des    einei 

ordneteOurcbnie 
'  daher   entsprechen   sich  auch  die  Achs 
die  Sche/ikel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  der  von  de^ 
geordneten  Durchmessern  gebildeten  prujekti vischen  StrahlbÜF 

Und  da  einem  unendlich  entfernten  Punkte  der  e 
nur  ein    unendlich   entfernter  der    auderen   entsprechen  kann! 
fulgt  ferner: 

6.  EinoHvperi 
Ellipse  mit  ein-- 
Parabel  affin  se 


■  Ell 


ann  nur  mit  einer  Hyp, 
pse,  und  eine  Paratie 


De 


ter    Hyperbel    eutsprec] 
affinen  Hyperbel. 


leii  eat»t[irethen  je 
s  einen  zwui  solche 
ueelbfiu  Winkel  als 


Aus  $•  'M.  i.  er^bt  tich : 

8.  lo  Ewei  Shulkbeii  K<-gel8ib 
ft||iiK<^>'ril"«te"  niirrhmesserii 
KMran«!«  il«8  aii<l«reu,  tielche 
■eeinscblicsscn. 

1a  nvv!  bi-Ii(>l)tgeii  Ebenen  (S.  <S,  »eleit  />tei  beliebige  Ellipsen 

X|  g«);ebrn:  /f,  if  sdpn  ilic  £n>l|iuiiktf  irgend  pinra  Darch- 
^n  vui)  .s;.  um)  es  »ei  a  ei»  Kiiiliiunkt  des  deinsclbeu  xuge- 
ftelffo  DuruhnirsstT«;  eb^uao  seien  /i|,/f|  die  Endpunkt«  eines 
irbtceo  Uurrbniessers  von  Si,  ,  und  (i|  »ei  ein  End|iunkl  des 
;eiirilnrt<-n  Durch  messet».  Jetzt  denke  man  sich  die  Ebenen 
e,  afflo,  mid  zwar  K,  J^  ;  If,  //,  :  n.  n,  als  entsprechende 
iLteopanr«  derselben;  so  entsiiricbt  der  Ellipse  Jt  eine  Ellipse  ' 

(reiche  durch  die  Punkte  li,,  /f,  ,  «i  ^etit.  und  welche  in 
■  l^i  atvet  Geritdo  berührt,  denen  in  ^  die  Tnni;enten  in  B, 
«lU|irechen.  Ferner  ist  uMcb  5.  die  Strecke  ß,  71',  ein  Durch- 
m«  von  K. :  also  Tidlen  die  Mittelpunkte  von  Si  und  A',  zu- 
nneii,  und  Ja  die  ttlittelpintkte  von  ^  und  A'i  sich  entsprechen, 

tntsprcrheii  «iefa  auch  die  beiden  ()urchni«»>ser  von  S,  A',, 
die  durch  die  Punkte  a,  «i  ,^ehen:  in  fi  aber  ist  der  eine 
Wr  letKtercn  dem  Jill'  Eujj^eurdnel;  also  ist  tiuch  der  andere 
I  BiB^i  in  A',  zugeordnet.  Demnach  sind  sowohl  die  Goraden, 
Aa  Si,  als  auch  diejeulsreri,   uelcbe  h\  in  Bi,  Ri  berCihreUj 

(llwein  dem  BtB,  sugeordneten  Durchmesser  panillel,  d.  h. 
isUen  zusummeo.  Cud  da  e.s  immer  mir  einen  eiuzigeii  KeK^I' 
nitt  eibt,  »ekher  durch  drei  ue«ebeiie  Punkte  geht  und  in 
lien  ilerselhen  zwei  gegebene  (icrade  berührt,  se  äinil  ÜÜi  und 
id^ntiech. 

Oder  sind  Ä,  .S,  irgend  iivei  Hynerbehi,  und  sind  //,  B-. 
.£'i  iviederum  die  Endpunkte  irgend  ziveier  Durchmesser  der- 
leo,  HO  denke  man  »ich  durch  B,  B  nach  dem  einen  unendlich 
[iHatea  Punkte  et  von  JC  zivei  Strahlen  n,  a',  und  n.-ich  dem 
VVH  ß  die  Strahlen  li,  A',  und  ebenso  nach  dem  einen  uneiid- 
1  ent&riüen  Punkte  «,  von  Jf,  durch  Bi.B",  die  Strahlen  a,.a'i, 
'.  nacb  dem  anderen  ^i  die  Strahlen  &,,  6',  gezogen,  und  setze 
:,  die  Ebenen  <i ,  £,  sollen  collinear,  und  zivar  a.  u, ;  h.  A, ; 
Bi;  6',  b'i   sollen   entsprechende  (ierade,    oder,  von  einerlei 

£«  Punkte  B.  B,  ;  B',  B,;  u,  «i ;  ß,  ßi  sollen  entsprechende 
tkte  sein.  Dann  aber  müssen  sich  die  unendlich  entfernten 
laden  aß  und  u^ßi  entsprechen;  folglich  sind  die  Ebenen  atTin. 
'Hyperbel  .il  entspreche  in  €,  eine  Hyperbel  Ä'i  ;  so  fHllt  der 
teluutikt  der  letzteren  mit  dem  von  SC^,  zugleich  aber  auch  die 
ttdlich  ontrernten  Punkte  der  einen  Hyperbel  mit  denen  der 
eren,  folglich  auch  deren  Asj-uiptoten  zusammen.  Die  Hyper- 
I  Sil  •  ^l  haben  alNo  aus)<er  den  Punkten  Bi ,  Bi  auch  noch 
I  Tangenten  und  deren  Berührungspunkte  gemein;  folglich  sind 
identisch. 

Sind  endlich  fg.  St  mei  beliebige  Parabeln,  und  denkt  man 
I  an  Si  irgend  zwei  Tangenten  A,  A',  welche  dieselben  in  a,  a' 
fihren,  und  an  ^,  auch  zwei  lietiebige  Tangenten  A,,  A'i  ge- 
t,  nelchc  dicjselben  in  j|.n',  berühren,  so  kann  man  festsvtxen. 

Ebenen  £.  S,    sollen    aftin .    und    zwar  die  tieraden    A,  * 


22 

s 
I  *  ■ 

Ä,  A\ ;  aa',  flia'i  entsprechende  Gerade  sein.  Entspricht  dud  der 
Parabel  it  eine  Parabel  K^  >  so  geht  letztere  durch  die  Punkte 
«15  ä'i>  welche  den  a,  a'  entsprechen ,  und  beröhrt  in  diesen  zwei 
Gerade  A^^  A\,  welche  den  Tangenten  A,  Ä  entsprechen.  Die 
Parabeln  Äi ,  K^  haben  also  zwei  Tangenten  und  deren  Berfih- 
rungspunkte  und  ausserdem  die  unendlich  entfernte  Tangente  ge- 
mein; folglich  sind  dieselben  identisch. 

9.  Zwei  beliebige  Ellipsen  sind  allemal  affine  Fi- 
guren; und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  zugeordnete 
Durchmesser  beliebig  auswählen  und  so^nn  fest? 
setzen,  dass  die  der  einen  denen  der  anderen  entspre- 
chen sollen. 

10.  Zwei  beliebige  Hyperbeln  sind  allemal  affine 
Figuren;  und  zwar  darf  man  ausser  den  Asymptoten  in 
jeder  einen  Durchmesser  (und  den  ihm  zugeordneten)  belie- 
big auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  die  einen 
den  anderen  entsprechen  sollen. 

11.  Zwei  beliebige  Parabeln  sind  allemal  affine  Fir 
guren;  und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  Tangenten  be- 
liebig auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  sowohl 
diese  Tangenten  als  auch  deren  Berührungspunkte  ein* 
ander  entsprechen  sollen. 

^  In  Taf.  II.  Fig. 8.  sei  Peine  beliebige  Parabel,  ^,  Ä  seien  zwei 
beliebige  Tangenten  derselben,  a,  a'  deren  Berührungspunkte, 
^1^11  die  der  Sehne  aol  parallele  Tangente;  a\  deren  Berünrungs-j 
punkt  und  o  der  Durchschnitt  von  Ä^  Ä ;  so  ist  die  Gerade  ^a'|» 
^  als  harmonische  Polare  des  unendlich  entfernten  Punktes  der  Sehne 
* aa\  der  dieser  letzteren  zugeordnete  Durchmesser,  also  a\  der 
Scheitel  des  Parabelsegments  über  aa'.  Da  nun  ei  der  harmonische 
Pol  von  ao!  ist,  folglich  die  Punkte  tf,  m  mit  dem  Punkte  cl\  und 
dem  unendlich  entfernten  der  Parabel  harmonisch  sind,  so  ist 
«a'i  =  ma'i ,  folglich 

1  l  •        ' 

^itn^^ao!  und  Aaa'a'i  =3- A<tfl'ö=  2A6/^ii^- 
Z  "Z 

Man  denke  sich  nun  mit  der  Parabel  P  eine  zweite ,  P^,  zu- 
sammengefallen,  und  wlihie  für  P  die  Tangenten  A,  A\  für  Pj 
die  Tangenten  Ai,  A\  (wovon  erstere  mit  A,  letztere  mit  6i$n 
zuS^ammenfäilt)  beliebig  aus;  so  darf  man  festsetzen,  P  und  Pj 
sollen  aftin  und  zwar  A,  Ai;  A\  A\:  a,  fli ;  a',  a\  entsprechende 
Elemente  sein.  Dann  aber  sind  nielit  nur  die  Dreiecke  aci^  und 
OiO'i0i,  sondern  auch  die  Parabelsegmente  über  den  Sehnen  aa' 
und  aia\   entsprechende  Flächenräunie.     Denn,    um  das   letztere 

f;anz  ausser  Zweifel  zu  setzen,  ist  p  irgend  ein  innerhalb  des  Xaa'i 
iegender  Punkt  von  P,  und  ist  p  die  Tangente  in  p,  so  liegen 
die  Durchschnitte  b  und  b'  von  p  und  xi,  p  und  Ä  nothwendig 
zwischen  a  und  6,  a  und  ^;  also  liegen  aucii  die  entsprechenden 
Punkte  bi ,  b'i  zwischen  ai  und  ^1,  a\  und  ^j ,  und  sowie  p  zwi- 
schen b  und  b'  liegt,  muss  auch  auf  der  Tangente  p  der  dem  p 
entsprechende  Punkt  Pi  zwischen  bi  und  b\,  also  innerhalb  des 
Dreiecks  OiO'i^i  liegen.     Nach  §.  25.  4  ist  also 
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aus  demselben  Grunde  aber  ist  aucb 

S.  oo' :  S.  a'a'i  =  \a(Cß  :  \aa\iii\ 
folglich  ist 

S.  na'  :  S.  0|a'i :  S.  a\\\  =  \n(ii  :  Aoi^'i^i  •  Aä'ä'i^ü; 
^  bieraas  aber  ergibt  sich  nun : 

(S.  rta'— S.  flia'i  —  S.  (i'a'i) :  (Aan'^-  Aoi«'i^i  —  Aft'fl'i^/j) 
=  Aöß'ö'^  :  (AfloVi  +  A<iö//ö)  =  S.  an' :  \aa'C; 

also  da 

^^j^/id  =  ^  Aa«'«'i »  A«<*'^  =  2  Aflö'ö  1 

ist ,  so  hat  man  die  Proportion 


d.  h. 


1  :?.  =  S.  oa'  :2j^oaVi, 


S.  aa'  =  ij-  A  flfl'ö\« 
«5 


12.    Ein  jedes  Parabelsei^ment  beträgt  vier  Drit* 
tbeile  des  Dreiecks  ,  dessen  Grundlinie  die  Sehne,  und 
'\    dessen  Scheitel  der  Scheitel  dieses  Segmentes  ist. 


^-  Auf  einander  gelegte  cöllineare  und  reciproke  Ebenen. 


«' 


A. 


t^  Cöllineare. 

j»  §.  28. 

I. 

Werden  irgend  zwei  cöllineare  Ebenen  @,  (fi  beliebig  auf 
'•  einander  gelegt,  und  sind  B,  Bi\  ß',  Bi  irgend  zwei  Paar  enl- 
"^  spreehende  Strahlbüschel  derselben,  so  ist  sowohl 
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B  (11,  0.  f.  d...)  =^  lii  (",.  ti,  c,,  (/,...). 


alBo  schneiden  sich  je  zwei  entsprechende  Strahlen  von  B,  Bj 
auf  einem  Kegelschnitte  K,  weicher  auch  die  Punkte  B,  B,  ent- 
hält, und  je  zwei  eitt sprechende  Strahlen  von  B",  B,  auf  einem 
zweiten  Kegelschnitte  A ,  der  auch  durch  die  Punkte  B',  Zf,  geht. 
Es  sind  nun  aber  die  Strahlen  BB  und  Bilfi  allemal  entspre- 
chende eotiohl  von  B  und  B,,  als  auch  von  B  und  /T,  ;  also  ha- 
ben die  Kegelschnitte  K,  A  nothwendig  einen  Punkt  i  gemein, 
und  dann  nothwendig  noch  einen  zweiten  p,  wnd  wenn  einen  dritten 
q,  auch  noch  einen  vierten  r,  es  sei  denn,  das«  sie  sieb  berühren 
oder  osbuliren.  Von  diesen  drei  Punkten  p,  (/,  r  gehört  keiner 
den  Geraden  BB,  B,B,  selber  an:  denkt  man  sich  also  irgend 
einen  derselben  mit  B,  B,  Bj,  /f,  durch  die  Geraden  o,  a',  ii,,a'i 
verbunden ,  so  mfissen  den  a,  a'  von  £  die  »i,  a\  in  ^|  entspre- 
chen ;  folglich  fallen  in  jedeni  dieser  drei  Punkte  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  Ebenen  S,  €1  zusammen.  Das  nümlicbe  liisst 
eich  aber  nicht  vom  Punkte  i  sagen:  denn  rechnet  man  ihn  zu  S, 
so  kann  demselben  irgend  ein  Punkt  ii  der  Geraden  B^  B'i  ent- 
sprechen ,  der  nicht  mit  i  identisch  ist.  Gäbe  es  aber  noch  einen»] 
vierten  Punkt,  in  welchem  sich  entsprechende  vereinigten, 
wGrde  derselbe  zwei  entsprechende  Strahlen  von  B,  B^ ,  und  Kwel 
andere  von  B',  B'i  bestimmen,  also  ebenfalls  den  Kegel  schnittest 
K,  K'  gemeinschaftlich  angehören,  was  widersprechend  ist,  dftfl 
diese  Kegelscbuitte  nicht  zusammenfallen  können. 

Terbindet  man  die  Punkte  p  und  q,   q  und  r,  r  und  p  durctj 
drei  Gerade  R,  P,  Q,  so  sieht  man  sogleich,  dass  in  «iner  jeda 
zwei  entsprechende  Geraden   beider  Ebenen   zusammenfallen;  eiM 
jede  vierte  Gerade  aber  von  derselben  Eigenschaft  würde  v       ^ 
stens   eine  der  drei   ersteren  in   einem   neuen    Punkte  schneideoA 
der  zwei  entsprechende  vereinigte,  was  dem  Vorigen  widerspricht. 
Oder  wählt  man  statt  der  Strahlbüschel  B,  Bj ;  B',  B^  zwei  Paar 
entsprechende  Gerade  A,  A,;  A',  A\,  so  sind  sJimmtliche  Gerade, 
welclie  die  entsprechenden  Punkte  von  A,  A^  verbinden,  die  Tan- 
genten  eines  Kegelschnittes   S.,    und  sämmtllche  Gerade,  welche  . 
die  entsprechenden  Punkte  von    A',  Ä^    verbinden,   sind  die  Tan-J 
genten  eines  Kegelschnittes  S.' ;  diese  beiden  Kegelschnitte  babe^  jj 
allemal  eine   Tangente  i  gemein,    welche  den   Durchschnitt    von 
A,  A'  mit  dem  von  A^,  A\  verbindet;  also  haben  sie  nothtveni^ig 
noch  eine,  und  wenn  eine  dritte,   auch  noch  eine  vierte  TangenteS 
geniein,   es  sei  denn,   dass   sie  sich  berühren  oder  oskulireu.     In| 
jeder  der  drei  letzteren  fallen  zwei  entsprechende  Gerade  der  El 
nen  zusammen,  und  nur  in  der  erstereu  geschieht  dies  nicht. 

Esistirt  nur  einer  der  Punkte  p,  q,  r,  z.  B.  p,  so  kann  au 
nur  eine  der,  auf  die  letzte  Weise  erhaltenen  Geraden  P,  Q, 
nSmlich  P,  existiren;  denn  zwei  der  letzteren  würden  auch  die^ 
dritte,  und  alle  drei  auch  drei  Punkte^;),  q,T  fordern,  und^ 
umgekehrt ;  und  dass  P  Im  Allgemeinen  nicht  durch  p  gehen  kani^fl 
erhellt  daraus,  dass,  wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  projekli-J 


in  tirrndeii   ein  l'nsr   entsiireclit-nde  Punltte  sich  vereiuisen, 
la  Alli;eni«iri«n  allemal  ein  xneites  solches  Paur  üich  nachneiaeo 


.].  \Veraen  zivci  coli 

«In«»  •Mk't  drei  Punkte 
«•i  pnt|irechcn»lß  von 
liateu  Fu  lle  nur  eine,  d 
(■«rnilp,  in  ivolülier  zwei 
Inletztt-iiFulleaaitesei 
iliti  Punkle  oinc  solide 


In    den». 


eder  i 


■eh  je 


Ein  jeder  der  Punkte  /i ,  u,  r  wird  ' 
WÜ  nne  jede  der  Geraden  P,  Q,  H  * 
«Urne,  äituittionHliiiie  der  cullinean 


und    zivar   giht  es  im 

n  Punkt  n Seht  flehende 

iiirechende  sich  vereinige»; 

jede  Verbindungslinie  der 

iidc. 

SituatioDS]iunkt. 
,  dem  eriiteren  zuge- 
^benen  £ ,  Sj  genannt 
Da  je  2tvci  etit|ircchende  Gerade  in  Ansehung  ihrer  enls)Te- 
UMilen  Punktenpaare  projektivisch  sind  und  {lerspektivUch  wer- 
wn,  wenn  in  ihrem  Durchschnitt  xwei  entKiireehende  Punkte  sich 
WCilÜgen,  und  da  ähnliches  von  zwei  entnrechenden  Sfrahihfl- 
Kbelii  gilt,  in  deren  gemeinschaftlichem  tttrahle  entsprechende 
Ruamiuenruilen,  so  folgt: 

iffl  zwei  entsprechende  Strahlen  eines  Siluatinns- 
~'      ind  inAnsehung  ihrer  enls]irerhe[idon  Punk- 
perepektirisch  ,    und  znar  Iiet{t    ihr  Projek- 
[itnkt  auf  der  zugeordneten  SituaÜ»  rislinie;  und 

t-ei    entsprechende  Strahlt)!!  s  chel,   deren    Mit- 
kte  Huf  einer  fSituationslinie  liegen,  sind  in  An> 
rer  entsprechenden    Strahlenpanre  perspek- 
Kaodznargehtihr  perspektivischer  Durchschnitt 
4tn  zugeordneten  Situationspunkt. 
THittels  g.  21.  3.  ergibt  sich: 

3.  DicVer«andtsfhaft  derClIineation  zweier  auf 
einander  gelegter  Ebenen  ist  vollkommen  bestimmt, 
«bkld  ein  Situntinnspunkt,  oder  eine  Situatinuslinie. 
*Bd  irgend  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  (ie- 
«den  beliebig  gegeben  sind. 

t.  Wenn  von  zwei  aufeinander  gelegten  collinearen 
'    en  ein  Situationspnnkt  und  ausserdem  drei  Paai 


Mliprechende  Punkte  b 
'-HB'lnete  Situallenslinl 
^Punkte    der    einei 
Bder  anderen  zufir 


iliebtg  gegel 
l£bene    den 


sind,   di< 

1  beliebig  gece- 

sntsnrechenden 


AufliUung. 

1  Tal.  II.  Fig.  «.  der  Situationspunkt  p  und  die  ent- 
ia«n  Punktenpanre  a,  a,;  fc,  b^ :  c,t,  gegeben,  so  verbinde 
teit  den  letzteren  durch  die  Geraden  o,  a, ;  Ä,  6, ;  c,  e^, 
e  avA  ac  (oder  all),  welche  a  und  (i  resii.  in  «  und  ß  schnei- 
1  dienso  b|Ci  und  n.Ci  (oder  ti]bi),  welche  n,  und  b^  resp. 
l  ßf   sciineiden ;  endlich  ziehe  man  au]  und  DUt) ,  welche 


sich  in  On,  und  bbi  und  ßßf,  welche  sich  in  anschneiden;  so  ist  die 
Gerade  P,  welche  %  mit  b^  verbindet,  die  gesuchte  Sitimtions- 
linie.  —  Ist  nun  q  irgend  ein  Punkt  von  <&,  so  verbinde  man  den- 
selben mit  a  und  b  durch  zwei  Gerade,  welche  b  und  a  resp.  in 
ß"  und  u'  Hchneiden,  ziehe  sofort  dl^  Geraden  9t,a'  und  Do^'>  wel- 
che Ol  und  bf  resp.  in  i/j  und  ä",  schneiden,  und  noch  die  Gera> 
den  ai|5'i  und  b.»', ;  so  ist  der  Durchschnitt  q^  dieser  letzteren  der 
dem  q  entsprechende  PunLt.  ^ 


il  aut je 

^nde  Fun        ,  .  .  _ 
auch  die  Geraden  at,  a 
auch  von  den  Punkten  ,  , 
nach  die  Punkte  n^  und  b, 


;  b,  bi;  c,  Ci  entsprechen  sich  paarweisfl 
ilben ,  z.  B.  auf  a.  «i ,  zwei  Paar  entüip^^ 
,  fl)  liegen,  und  da  aus  deraselhen  Grunidl 
i'.  bc,  biCi  sich  entsprechen,  so  gilt  dlesÜ 
I.  8, :  a,  er,.  Nach  Lehrsatz  2,  liecien  dem- 
f  der  dem  p  zugeordneten  Sifuatlntis- 


liesi^^ 
lern-       ^ 
inus- 
I  die       II 

a"deJ 


linie.  —  Kraft  des»«elhen  Satzes  entsprechen  sich  nun  auch  die 
Punkte  a',  a\;  ß',  3\,  und  mithin  auch  die  Geraden  6«',  b^iJ! 
n^,  tiifi.  Also  sind  q,  (||,  als  Durchschnitte  zweier  Paar  entspra 
chender  Geraden,  entsji  rech  ende  Punkte. 

5,  Wenn  von  zwei  auf  einander  gelee; 
Ebenen  drei  Paar  entsprechende  Punkte  od 
beliebig  ^eeeb^.^^t  sind,  einen  Si  tuatlonspunkt  beider 
Ebenen,  d.  li.  einen  Piinkt  zu  finden,  in  welchem  sich 
zwei  entsprechende  Punkte  vereinigen. 

AufKisung. 

Sind  in  Taf.  11.  Fig.  10.  die  entsprechenden  Punkteopaare  a,  o,; 
b,  b, ;  C,  (|  gegeben,  so  ziehe  man  die  Geraden  ab  und'a,bi.  die 
sich  in  y  scnneidcn,  und  lege  durch  c  mit  ab,  durch  c,  mit  Ojbj 
zwei  Parallelen,  die  sich  in  y,  achneiden,-  ebenso  sei  |3  der  Durch- 
schnitt von  a(  und  a,Ci,  und  ft  der  Durchschnitt  zweier  durch  b 
mit  nc,  und  durch  bj  mit  OiCi  parallel  gelegten  Linien.  Jetzt  ver- 
binde man  y  mit  y, ,  und  ß  mit  B^  durch  zwei  Gerade ;  so  ist  der 
Durchschnitt  p  dieser  letzteren  der  gesuchte  Sttuationspunkt 


Denn  legt  man  durch  p  der  Reihe  nach  mit  ab,  ac,  dib,,  a,C| 
Parallelen,  welche  beziehlich  die  ac.  ab,  a,ti,  ajbi  in  den  Punkten 
^j  f,  b,,  r,  schneiden,  so  ist 


7P 


'  ßP~ 


und  da  auch  die  Lage  der  Punkte  a.  Ei,  C  und  n, ,  b, ,  r, ;  n,  f,  6 
und  dl,  r,,  bi  die  nämliche  als  die  der  Punkte  y,  p,  y, ;  ß,  p,  ßi, 
folglich  Vibereinstimmend  sein  muss,  so  sind  t,  b, ;  c,  e^  entspre- 
chende Punkte  und  somit  nach  §.  '2^.  3.  sind  die  Geraden  pb,  pb^ ; 
pt,  pCi  ebenfalls  entsprechend.  Dem  Durchschnitte  von  pt  und 
pt  eotspricht  also  der  Durchschnitt  von  pb|  und  pti. 
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Denkt  man  eich  die  znci  entsprechenden  •Strahl liü sehet,  deren 
Mittolfiunlite  in  p  liegen,  so  haben  dieselben,  tvie  je  zwei  con- 
centriRche  projektiviadie  Strnhfbüschel,  im  Allgemeinen  zneiPaar 
entsprecheaile  Struhlen  gemein;  diese  künnen  jedoch  auch  ganz 
fehlen  oder  ini  Gren^falle  sieb  zu  einem  einzigen  vereinigen;  und 
da  hei  auf  einander  gelegten  anineu  Ebenen  jedesmal  die  ent* 
sprechenden  nnendlicb  entfernten  Geraden  sicD  vereinigen,  so 
folgt: 

6.  In  zwei  beliebig  auf  einander  ijelegten  affinen 
Ebenen  gibt  es  allemal  einen  Situation 8 ]> unkt,  wel- 
chen   die   unendlich  etitferiite  Gerade    a 


lini. 


rdnct  i-^tmnd  i. 
'i  ode 


i  Allg 
islinf. 


§■   2U. 

Ein  ausgezeichneter  Fall,  de^^aen  iillfiemeine  M3glichk«t 
lUagnns  in  seiner  „Sammlung  von  Aufgab  en  und  Lehr- 
sätzen aus  der  unulytischen'Geom  etrie.  Uerlin.  1833" 
eiterst  nachgewiesen  hat,  ist  derjenige,  dass  in  zwei  entsprechenden 
Strahl  bü  seh  ein  je  zwei  entsjirec-heode  Strnhletj,  und  daas  zugleich 
in  zwei  enLs|)reuhenden  Geraden  je  zwei  entsprechende  l^nnkte 
einander  decken.  Für  uns  ist  dieser  Füll  durch  die  in  §.  '22,  un- 
gestellten  Tt  et  räch  tun  gen  bereits  erledigt. 

a)  In  der  That:  legt  man  irgend  zwei  coliineare  Ebenen  der- 
jiestalt  auf  einander ,  dass  irgend  eines  der  beiden  Paare  projekti- 
visch  gleicher  entsprechender  Geraden,  z,  B.  T,  7",  in  Taf.  1. 
F^.  3.,  sammt  ihren  entsprecfa enden  Punkten  einander  decken,  eo 
werden  auch  die  Mittelpunkte  a,  a,  und  die  entsprechenden  Strah- 


I 


inter  t 


ander  und  mit  T,  Ti  parallel,   und  die 

gleichen    Geraden    .S,  Ä,  sind  von  dem  Punkte  ( 
te   Mittelpunkte  der   zwei  anderen  projektiv 
büscbel  I,  .V,  von  der  Geraden  (TTj)  gleichw 

li)  Dreht  man  jetzt  die  eine  Ebene  um  den  Punkt  (ffOi),  ohne 
«j«  jedoch  von  der  anderen  zu  trennen,  um  einen  Winkel  von  ISO**, 
bo  müssen  jetzt  die  Geraden  S,  Si  sammt  ihren  entsprechenden 
Punktenpaaren  sich  decken,  wrihrend  das  nämliche  aucli  noch  von 
den  entsprechenden  Strahlenpaaren  der  Stcabihdsehel  a,  ff,  gilt. 
Di«  Geraden  7',  T,  nehmen  dann  den  Punkt  (öo,),  und  die  Punkte 
j,  «1  die  Gerade  (.SÄ,)  in  die  Mitte. 

c)  Man  denke  sich  die  Ebenen  in  die  La°;e  n)  zurückgebracht, 
nuD  aber  die  eine  um  die  (Gerade  (TT,)  —  ohne  Verschiebung  — 
herumgewendet,  so  lallen  die  Strahlbüschel  s,  t,  und  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  auf  einander  u.  s.  w. 

rf)  Und  denkt  man  sich  jetzt  wieder  die  eine  Ebene  um  dei 
Ponlit  (»s,)  —  ohne  ümfrendntig 


I  projektivisch 

)  (asi),  sowie  auch 
•^ch  gleichen  Strahl- 
it  entfernt. 


'  hermngcdrehfr, ' 


kommen  die  Geraden  S, 
paaren  zur  Deckung;  u. 
1.    Sind   irgend 
so   lassen  sich  dieselben  auf 
dergestalt  aufeinander  lei;^ 
'ende    Strnhlhüschel    u 


sammt  ihren  cntsi>reebend( 


ollii 


Strale 


ntspr. 


J    de 

Is  auch  zivei  enlspr 
heude  Punktennaai 
mlioh  allemal  eine 
I  die  beiden  iiul  de 


;  Ebe 
irschie  den 
s  sowohl  z< 
en  entisnri 
chendeder 
ander 


I  Punkten^H 


stehenden  ei 

visch  gleichen  Geruden    oder 


rade 


on  die 
Achst 

auf  ei 


lauder legt 


entspreche 
Strahlbüschel,  welche  gl 
lässt;  und  die  drei  andt 
dem  man  die  eine  Ebene  i 
der  vcreinigtenStrahlbd: 
kel  von  swei  Itechfen  hi 
einigten  Geraden,  ohne  ' 
oder,  wenn  diess  letztere 
den  Mittelpunkt  der  neut 
>   lä 


ecke 


licht. 


ei  de  Paa 


Mittelpun 
n  proj  ekti  visch 
h liegend  sind,  s 
n  erhält  man  hiernach,  i  n- 
weder  um  den  Mittelpunkt 
el  und  zwar  umeinenWin- 
imdreht,  oder  unidiever- 
rschiebung,  herumwendet, 
ischehen,  jeneUrebungum 
vereinigten  Strahlbifschel 
keinem  F^lle  aber,   selbst 


ekti' 


ueu  und  die  Mittelpunkte  beiaer  t-a 
gleicher  Strahl  büschel  auf  einand 
zugleich  die  en  tprechen  den  Eleni  ent 
Paars  und  auch  d 


ch-gleicher  ' 
.re'projektii 


i 


.  das. 


!  Ehe 


ide 


nt  sind. 


Zwei    auf  einander   gelegte  Ebenen    hei^^sen  colHuear  and 
coNinear-liegend,    und   ihr  Situationspunkt  Collineations- 

Eunkt,  ihre  Situationslinie  Collineationslini  e,  wenn  sie  col- 
near  sind  und  sich  in  einer  der  vier  so  eben  ans^edeuteten  Lagen 
befinden;  und  ähnlichenveise  werden  die  Ausdrucke  affin  und 
affin-liegend,  ähnlich  und  ähulich  -  lieeend,  Affini- 
tätspunkt,  Affinitätslinie,  Aehnl  ichkeitspun  kt  und 
Aehlichkeitslinie  zu  verstehen  sein. 


2.    In    zwei    Golllnearen    und    colHnear  ■  Mei^e  nden 
Ebenen  liegen  je  awei  entsprechende  Punkte  mit  dem 
Collineationspunkte  in  gerader  Linie,  und  schneiden 
sich  je    zwei    entsprechende   Gerade   in  einem  Punkte 
der  Cfolliueationsiinie. 

J 

3.     In    zwei    collinearen    uo-d    colünear  -  lieeendett' 
Ebenen    sind    die    Achsen    derselben  mit  der  Collinea-',' 

1 

tionslinie  parallel,  und  eine  jede  von  beide»  ist  eben- 

■ 

soweit  von  dieser  letzteren,  als  die  andere  vomUolli- 
neationspunkfe  entfernt 

1 

Aus  den  Sätzen  3.,  4.,  fi.  des  g.  '26.  und  den  Sätzen  8..  10.- 
des  §.  25.  erhellt  nun  sogleich : 

1 

4.    Zwei  affine  Ebenen  kilnnen  allemal,  aber  auch 
nur  dann  in  affine  Lagen  gebracht  werden,   wenn  auf 

A 

■ 
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den  eioen  Paar  Scheakeln  : 
rechten  Winkel  das  Verhfi  I  f  n 
Strecken  griisser,  und  aufdeu 
Einheit  ist. 


entsprechende 
r  eniBprechende 
en  kleiner  alsdi 


Ebenen  lassen  sich  im  Allgemeinen  I 
jchiedene  Arten  in  affineLase  brin- 
e  sich  nämlich  in  einer  sülchen,  so 
t  eine  andere,  indem  man  die  eine 
m  die  Afrinitlit^linie  ohne  Verschie- 
eincn  beliebigen  Punkt 

,  oder  auch  der- 
rahl  des  Arrini- 
Der  ÄffinitSIs- 


\ 


5.    Zn-eiarfin 
aof  unsählise  vei 
gen.     Berinden   s 
erhnlt    man    sofo 
Ebene  entweder 
bnng  herumwendet,    oder    um 
der  Arrinitätslinie   und  ziva 
unveränderlichen  Winkel  herumdrehl 
geslalt  verschiebt,  dase  irgend  ein  S 
tätspunktes  in   seinem  Orte  verharrt. 

punkt  liest  allemal  unendlich  entlernt,  wolern  nicht 
der  besnnllere  Fall  derAehn  lichkeit  vorhanden  ist;  und 
zwar  liegt  derselbe  allemal  in  einer  von  zwei  festen 
Richtungen  der  als  ruhend  vorges teil tenEbene,  welche 
bei  jederDrehung  oder  Umwendung  der  anderen  Ebene 
mit  einander  wechseln, 

ti.  Zwei  ühnlicheEbenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  in  ühnlirhe  Lage  bringen,  indem 
man  zu  diesem  Zwecke  nur  irgend  zwei  Paar  entspre- 
chende Strahlen  aufeinander  zu  legen  braucht.  Die 
Aehnlichkeitslinie  ist  jedesmal,  der  Aehnlichkeits- 
pnnktdagegen  uieuneodtich  entfernt. 

In  Taf.  II.  Fig.  11.  sind  zwei  gleiche  Ebenen  C,  «i  dareestellt; 
S,  Si  sind  zwei  entsprechende  prnjektivisch-gleiche  Gerade,  wel- 
che sich  sammt  ihren  entsprechenden  Punkten  paaren  decken; 
T,  T,  sind  ebenfalls  projektivisch- gleich,  aber  ungleichliegend, 
und  dasselbe  gilt  von  den  Parallelen  6,  A, ;  c,  c^x  fl,  rf,....  Wen- 
det man  die  Ebene  S^  um  die  Gerade  (SS,)  herum,  so  lallen  die 
Pmikte  (i,  iij,  m,...  anf  i,,  v,.  Hi...,  die  Geraden  tt,,  iiv,, 
mi*i ...  sind  nun  mit  (SSi)  parallel  und  vereinigen  eine  jede  zwei 
entsprechende  Strahlen.  Urcht  man  dagegen  die  Ebene  S,  um 
einen  beliebigen  Punkt  von  (>V.S,),  z.  B.  um  (aa,),  und  zwar  um 
180»  herum,  so  tritt  jetzt  die  Gerade  (7Ti)  an  die  Stelle  von 
i,SSi)  und  die  Geraden  S,  Si  sind  ungleich  liegend  u.  s.  w. 

7.  Zwei  gleiche  Ebenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  dergestalt  aufeinander  legen,  dass 
zwei  entsprechende  Gerade  und  deren  entsprechende 
Punkten  |)  aar  e,  und  zugleich  zwei  entsprechendePunkte 
und  deren  eu  täPrechende  Strahlen  p  aare  einander 
decken.  Dieser  Punkt,  der  Prujeklionspunkt  beider 
Ebenen,  ist  allemal  unendlich  weit  entfern  t,  und  je 
zwei  seiner  vereinigten  Strahlen,  die  Projektions- 
strafalen  der  Ebenen,  sind  in  Ansehi 
ch  enden  P uu kten paare  projekti 
Grundlinie  der  Ebenen,  d.  h.'  die  Gerade,  derei  , 
Punkt  zwei  entsn  rech  ende  v  ereinigt,  ist  entweder 
Doter  einem  bestimmten,  unveränderlichen  Winkel 
gegen  die  ProjektioDsstrahlea  geneigt,  oder  mit  den- 


i 


ihrer  entstire- 
sch-  gleich.       Die 


I 

I 


elhen  paralleL;  Im  ersten  Fi'alle  sintl  je  x 
'"    jekttotiäfrahl    vereinigte  (ierade  u 
weiten  aber  sleichlie^enil,   und  ile 
"  dem  man 

det.     Ün 


Projektiotisfrahl    vereinigte  (ierade  ungleichlieeej 
'    '    ■  "esjeiid,   und  der  eine  Falle 
indem  II 


»teil 
diit  (;ru 
Falle  di 


1  ande 

eilt  mau  im  ersten 
leinenPunlct  der  Grund- 
nkel  von  zwei  Rechte«, 
so  wird  jetzt  eio  er  der  Projektion  s  st  ra  hl  en  zur  Grund- 
linie, die  n  euen  P  rojektionsstrahlen  aber  sind  nicilet 
ungleichlief^end;  und  dreht  man  im  zweiten  die  Eliene 
um  da»  doiiiiete  Complemeiit  jenes  unveränder  I  icheu 
Winkels,  so  iindert  auch  jetzt  dietirundlini  e  ih  re  Ricfa- 
tun^.  aber  auch  jetzt  werden  die  neuen  Projektions- 
strahlen  wieder  cleicbliesend.  Endlich  erhält  man  in 
beiden  Füllen  nach  und  nach  immer  neue  Grundiii 
von  derselben  Richtung,  wenn  man  die  eine  EL 
bloss  so  verschiebt,  dass  ein  ProjcktioDsstrahl  in 
nem  Orte  verharrt. 

Keiner  weiteren  Erkliirung  endlich  wird  der  folgende  8at2  1 
dürl'cn  : 

8.    Zwei  congruente  Ebenen  lassen  sieb  allemalj 
legen,  duKs  je  zwei  entspreh'ende  C  lemente  derselg 
sich    decken.     Dreht    man    sodann   die 
irgend  einen  festen  Punkt,  und  zwar  um  einen  Wii 
vou  zwei  Rechten  herum,  so  Kind  Je  zwei  entspreche 
Gerade  [lar  alle  1  und,  s  o  wie  auch  je  zwei  entsii  reche, 
Punkte,   von  jenem  festen  Punkte,   de  m  MittelpuB 
der  E  benen,  gleich  weit  ent  lernt;  «endet  man  dap- 
die  eine  F.liene  um  irgend  oine  Gerade  obneVer* 
bung  herum,  so  liefen  beide  Eheuen  zu  einander 
metrisch,    d,  h.  je  zwei  entsprechende  Gerade  st 
den  sich  auf  jener  Geraden,    der  Symni  ef  rallinie 
bilden    mit    ilir    gleiche  Winkel,    und  j  e  zwei  ent 
chende  Punkte  sind  gleichwel  t  von  der  Symmetralig 
entfernt,  und  ihre  Verbindungslinie  steht  aul' derd 
ben  senkrecht.  Verschiebt  man  endlich  die  eineEbl 
dersestalt,    dass  irgend    eine    Gerade   in    ihrem  i~ 
verharrt,    so  sind   je  zwei  entsprechende  Punkte 
je  zwei  entsprechende  Gerade  gleich  weit  von  eina 
entfernt. 


5-30. 

Wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  collinearen  Ebenen  irgM 
zwei  Punkte  einander  in  doppeltem  »inno  entsprechen,  so  mÜMT 
in  der  sie  verbindenden  Geraden  zwei  entsprechende  sich  verd 
geu,  also  eine  Situatienslinie  bilden,  und  nach  dem  4len  ThI.  1 
Archivs  S.  'lÜH.  h.  mütisen  je  zwei  entsprecbetidc  Punkte  diel 
Geraden  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  d.  h.  die  Geras 
selbst  sind  involutorisch  ;  rolglich  fallen  die  Uurchsohnille  iW 
Parallelstrahlen,  d.  h.  die  deo  uucndlich  entfernten  Punkten  < 
eprechenden   Punkte,  uteanimcn;   jene  äituationelinic    gebt  i 


arch  den  Durchschnitt  der  beiHen  Achsen.  Man  filel^l  soglriib, 
168  ditss  nicht  im  AUgemeiiieii  stattGtidea  kaon,  indem  man  ja 
rei  eDlsuTechende  (ierade  so  auf  einander  legen  kann,  dass  aie 
Ml  uneiiulich  eDtferntea  Punkten  derselben  entiii|)rechenden  Punkte 
cht  xusammenfulleii.  Legt  man  sie  aber  wirklich  auf  diese 
'eise,  an  roii^aen  auch  die  beiden  Strahlbüschel,  deren  gemein- 
fhaftliiiber  Mittelpunkt  der  zugeordnete  Situatiutiepunkt  iet,  io- 
«lutoriech  sein ,  sonst  aber  im  Allgemeinen  keine  anderen  Gera- 
Icn  und  keine  anderen  Strahlhüschel.  Eine  Ausnahme  hildet  ganz 
Jlein  der  in  g.  24.  unter  Nro.  14.  6  hezeiehnete  Fall.  Sind  nära- 
ich  die  Abstände  der  Mittelpunkte  «,  «,  der  projekti vi sch-gl eichen 
Strahlbüsc'liel  von  den  Achsen  einander  gleich,  so  kann  man  die 
£beneD  so  auf  einander  legen,  dass  211  gleicher  Zeit  die  Achsen 
Q,  P,  (Taf.  I.  Fig,  3.)  und  die  Punkte  *,  Si  und  a,  a^  einander  decken, 
und  dann  werden  einerseits  die  StraLlbiischel  a,  ff)  und  je  ztvei 
ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare,  eoivie  auch  die  Oeraden  T,  T^ 
mit  ihren  entsprechenden  Punkten  paaren  einander  decken;  ande- 
KKeits  aber  die  Strablhfischel  s,  s, ,  soivle  die  Geraden  S,  S^, 
«ine  Involution  bilden.  Ist  nun  g  irgend  ein  Punkt  von  (£,  so  liegt 
aelu  entsprechender  g^  auf  der  Geraden,  welche  g  mit  (vdf)  ver- 
biodet;  tu  dieser  aber  vereinigen  sich  zwei  entsprechende,  und 
^n  Doendlicb  entfernten  Punkten  beider  eutsprechen  zwei  Punkte, 
welcbe  sich  auf  der  Achse  (QPi)  vereinigen;  also  sind  dieselben 
invaiatorisch ,  und  die  Punkte  1],  ^i  entsprechen  sich  in  doppeltem 
i^DDe.  Oder  ist  ff  irgend  eine  Gerade  von  £,  so  schneiuet  sie 
die  ihr  entsprechende  7^  in  einem  Punkte  von  {TT^),  in  welchem 
slth  xwe't  entsprechende  vcreinio;en;  da  nun  die  Punkte,  wo  diese 
Geraden  ff,  gi  die  (SSi)  schneiden,  sich  in  doppeltem  .Sinne  ent- 
sprechen, so  gilt  diess  auch  von  g,  g^  ;  und  demnach  gehören 
letztere  zu  zwei  in  volutarischen  Stränlbüscheln. 

Wären  die  Strecken  stF,  ^|ff,  nicht  einander  gleich,  und  man 
legte  S,  £1  so  auf  einander ,  dass  die  Achsen  Q,  P,  sich  vereini- 
^,  so  küimten  dieselben  nicht  collinear  liegen,  und  höchstens 
inr  die  Punkte  der  SituatioDslinien  sich  in  doppeltem  Sinne  ent- 
Üa  aber  in  diesem  Falle  der  eine  hituatiouspunkt  der 
unendtich  entfornfe  von  {QPi)  «ein  würde,  so  wJiren  zwei  Sitaa- 
ionsliulen  mit  (QPi)  parallel,  also  die  in  denselben  vereinigten 
"ieraden  projektivisch  -  ahnlich  ;  solche  aber  kilnnen  nach  dem  iten 
Tbl.  des  Archivs  S.  2t)I.  a  niemals  iuvolutnrisch  sein.  Dagegen 
TÜrde  diess  von  den  in  der  dritten  Situationslinie  vereinigten  Ge- 
,  aber  auch  nur  von  diesen  allein,  gelten,  weil  hier  die 
Sarchschnitle  der  PuralleUtrahlen  in  endlicher  Entfernung  sich 
rereinigen. 

n  zwei  beliebig  anf  einander  gelegten  collinea- 

enen  gibt  es  im  Allgemeinen  keine  zwei  Punkte 

iine   zwei    Gerade,     welche    sich    in    doppeltem 

entsprechen,     tt)    Legt  man  sie  aber  dergestalt 

ander,  dass  zwei  entsprechende  Gerade  einan- 

ler,  und  zugleich  die  den  Achsen  an  gehörigen  Punkte 

lieh    detken,    oder    so,    dass   in    zwei  entsprechenden 

echten   Winkeln    die    ungleichnamigen    Schenkel   anf 

'ioander  fallen,   so  sind  jene  zwei  Gerade  und  die  im 

;iigeordaeten    Situationspunkte    vereinigten   Strahl- 
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Auf  einander  gelegte  reciproke  Ebenen. 
g.  31. 


Denkt  man  sich  irgend  zwei  reciprok-venvandte  Ebenen  S,  <Si 
beliebig  auf  einander  gelegt,  und  ist  A  irgend  eine  Gerade  von  £ 
und  Bi  der  ihr  entsprechende  Punkt  von  Si ,  ferner  o 


I 


in  a„  bi,  Ci, 

A{a, 


,  80  ist 

..)  =  *,  («1, 

■  diejenisen  P 
i., .  geschnitte 


,  die  denselben  entspre 


b,  c,  d...    diejenigen    Strahlen  des  Punktes  B^, 


welche  nach  den  Punkten  o, 

Bi  («i.  h'  ci,  dl...) 


.  gehen,  so  ist 
:  B(a,  0,  c,  d...). 


Nach  §.  20.  2,  müssen  auch  die  den  Punkten  n^,  6,,  c,,  b,...  ent- 
sprechenden Geraden  durch  die  den  Strahlen  a,,  fi,,  ti,  </,...  ent- 
sprechenden Punkte  a,  b,  c,  D...  geben,  und  die  den  Strahlen 
ff,  Ä,  c,  d...  estsprecheoden  Punkte  auf  den  den  Punkten  a,  b,  c, 
b...  entsprechenden  Strahlen  Ci,  Oi,  Ci,  di-    liegen. 

Je  zwei  Punkte  einer  Geraden,  von  denen  ein j eder 
auf  der  dem  anderen  entsprechenden  Geraden  liegt, 
insofern  immer  nur  der  eine  zu  der  anderen  und  der  andere  zu  der 
anderea  Ebene    gerechnet  wicd,    sollen   xwei   zageordnete 


,1. 


ai.d* 


eu  bilden  dio  zuge 
a>tlit«»pHnrc  einer  jedon 
erad«u  xiv«i  iri  Ansehuni; 
»r  5  e  I  li  e  n  {■  r  » j  e  k  l  i  v  i  s  cli  e 
'erade. 


nnkl»  jener   (■eruderi;   und   Je  zwei   Htrulileti   eiues 

unkteM,   voll  denen    ein  jeder  nach  dem  anderen  ent- 

Tfchcnden    Punkte    geltt.     noliei     elienfalls     ni<:ht    beide 

leii  XU  jeder  F.bene  p;erechnet  iverden,  stillea  zwei  zuge- 

tbnte  Strahlen  Jeu  es  Punktes  heisren. 


Punkt 

der««elbei 

Strahlhil 


Rechnet  man  einen  Punkt  zu  beiden  Ebenen  zu^rleich ,  so  ent- 
irftcben  deiuitellien  im  Allgemeinen  ztvei  vefKiirhiedvije  fierade, 
ul  dem  Durch Hchiiitto  der  letzteren  auch  zwei  tierade.  welche 
irerseits  den  ereteren  zum  Dnn'hsi-hnitle  haben;  und  ehirnfiii  enl- 
jiKchen  einer  Jedm  Geraden  z"ei  Punkte,  und  der  Verblndungs- 
nie  der  letzteren  zwei  andere  Punkte ,  welche  auf  jener  ersteren 
Punkte,  von  denen  ein  jeder  der  liurchMchnitt  der 
Ml  anderen  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Geraden  ist, 
len  zwei  Wechselpunkte,  und  zwei  Gerade,  von  denen  eine 
«  die  der  anderen  in  do|i)>elleni  Sinne  entsprechenden  Punkte 
lithBlt,  soll<-n  z>vei  Wechsel  strahlen  beider  Ebenen  hcissen. 
1  zwei  Wechsel  punkte  und  Wechselstrahlen  sind  also  in  doppel- 
01  Sinne  zugeordnete  I'iinkte  und  Strahlen.  Denkt  man  sieh  nun 
^^,^-6  zugeordnet eo  Punktenpaare  einer  Geraden,  welche  irgend  zwei 
jV«tise!puiikte  mit  eioander  verbindet,  s»  tnüi^scn  dieselben,  weil 
n  im  priijektivisdien  Geraden,  die  sie  bilden,  ein  einziges  Paar 
'ich  in  doppeltem  Sinne  enti^prechen ,  eine  Involution  von  Punkten 
-"—  — "^ordnete  Punkte  dieser  Geraden 


»trahlen  eines  Punktes 
lind  Wechselstrahlen  bei- 
ler Ebenen,  sobald  diese 
on  einem  einzij;en  Paare 
lolcher  Strahlen  trilt;  und 
lann  bilden  sie  eine  Invo- 
ution  von  Strahlen. 


'ich  in  doppeltei 

*lWen,  und  desshalb    je  l    

^*'«ch seipunkte  beider  Ebenen  ei 

a.  Je  zwei  zufieordnete 
Unkte  eiuerGeraden  sind 
ech  Bei  punkte  beider 
ebenen,  sobald  diess  von 
►InBin  einzigen  Paare  sol- 
jbetPunkte  gilt;  und  dann 
>Ilden  sie  eine  Involution 
'»OD  Punkten. 

Denkt  man  sieh  zw  ei  Gerade  a,  li .  deren  jede  zwei  Wechsel- 
I  Punkte  verbindet,  und  ist  p  ihr  Durchschnittspunkt,  ferner  P  die 
[  wmde,  welche  dem  Punkte  ;>  entspricht,  insorern  derselbe  zu  £, 
1  knrecbnet  wird ,  endlich  a,  b  die  Punkte,  wo  die  Geraden  a,  b  von 
h  PccBoiinitteii  werdi-n,  so  sind  nach  dem  vorigen  Sülze  Rowohl  p 
'  Hd  0,  als  auch  p  und  b  Wechsel pu nkte ,  d.  h.  rechnet  man  p 
IT  Ebene  E.  ko  ^eht  die  entsprechende  Gerade  von  p  ebenfalls 
I  ihirch  die  Punkte  a  und  ^.  Der  Punkt  p  ist  also  *eln  solcher 
I  Piiatit  beider  Ebenen,  welchem  ein  und  dieselbe  Gerade  /'  ent- 
I  t^chl,  CS  mag  derselbe  zu  der  einen  oder  zur  anderen  Ebene 
I  jeredliiet  werden,  Ist  nun  <;  Irgend  eine  dritte  Gerade,  welche 
\  Uni  Wechseljmnkte  verbindet,  und  ist  C  ihr  Durchschnitt  mit  P, 
I  »  liegt  der  Wecbselpunkt  von  i  auf  c :  aber  die  Geraden,  welche 

TlieQ  VI11. 


u 


dem  Punkte  c  in    liem  einen   und  dem  anderen  Sinne  entspra  . 
getieo    beide  dur<-li  w,    d.  h.  p  ist  der  We(^heel|innkt  von  c;  i 
geht  die  Gerade  v  durch  p.    Gälie  es  nun   noch  einen  Punkt  | 
dereelbcn   Eiqentidiuft   als  p,    sii  ivflrderi  die  Geraden  n,  b, 
auch  durch  diesen  gehen,  was  unniÖ»lich  ist. 

ivei  aufeinander  i;elegten  reciproken  Ebed 


i;ehensitnfmtlicheG 
wovon  jede  zwei  VVechsel- 
|> unkte  verbindet,  durch 
einenund  denselben  Punkt, 
und  dieitem  Punkte  ent- 
sprechen in  beiden  lübenen 
zwei  Gerade,  w  e  I  ch  c  mit 
«iuander  zusamnienfaileii. 
Es  gibt  aber  nur  einen 
Punkt,  welcher  diese  bei- 
denEi^enschnlten  zugleich 


liefen  die  Durdischnitt^ 
zweier    WechaelstrahP 
anl'    einer    und    de 
Geraden,  und  die<ferGH 
den  entsprechen  in  be 
Ebenen  zwei  Punkte, 
the  Bii^h  mit  einander 
einigen.     Es  gibt  aber 
eine  Gerade,  welche  di^ 
beiden   Eigeuscha 
gleich  besitzt. 


Da  die  Ceraile,  welche  die  Mittelpunkte  M,  M^  beider  EbeM 
verbindet,  der  Wechselstrahl  der  unendlich  entfernten  Geraden  if 
si>  fnigt  aus  dem  vorigen   Satze  rechts : 

4.  Diejenige  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte 
der  Ebenen  mit  einander  verbindet.    Uuft  mit  derje 
gen  parallel,    deren   entsprechende  Punkte  sich  V' 

Es  sei  A  irgend  eine  Gerade,  and  a,  1),  f,  b...  seien  ihre  Punkte; 
in  <£  liegend  vorgestellt,  entspreche  ihr  der  Punkt  fi, ,  in  Sj  lie- 
gend, der  Punkt  B,  und  ebenso  den  Punkten  a,  b,  c,  C...  einer- 
seits die  Strahlen  n, ,  61,  Ci ,  f/, ...  von  Ä^,  andererseits  die 
Strahlen  a,  b,  c,  d...  vnn  B.  Dann  sind  die  Durchschnitte  von 
tt,  oj;  0,  A, ;  e,  cj ;  tl,  flf..  die  Wechselpunkte  von  ii,  b,  c,  6,.., 
imd  da 

ß(n,  h,  c,  tl...)  =  A(a,  b,  c,  t....)  --^  Bi  (fl,.  A,,  c,.  (/,...), 

so  ist  auch 

B(a,  b,  >:,  d...)  =  B^  K,  />u 


,d,...): 

d.  h.    diese  Durchschnitte   sauirat  den  Punkten  B,  B^  lieeei 
einem   Kegelschnitte    S.     Und    da    der    oben    mit  p    bezeichne) 
Punkt  der  Wechselpunkt  des    Durchschnittes  vnn    A  und  P 
oder   auch,    weil  die  Geraden  k,  j3,  y,  d... ,  welche  p  mit  (. 
f,  D...  verbinden,    durch   die  Wechselpunkte  der  letzteren  gehen, 
und 

B(a,  b,  e,  d...)  =  A(a,  6,  f,  \i...)=:p(a,  ß,  y,  d...). 

also 

Bio,  6,  c,  d...)  =p(«,  ß.Y,6...) 


i 


mtm: 


Ho  liof^l  > 


I  Ijof^l  uiK-li  »  nul  JC.  In  Ami  StrahlbftHcIiclM  ;>,  A  »ot- 
,_.,deflijeniKeii  »tnilile  vim  />.  wel(:Ii<<r  uach  dem  Dnn^li.-olinilt« 
i  unil  /'  gt'lil,  i)lt  lifiilpii  (;eRieins(- hurt  liehe  Stmhl  Bpi  also 
*"  erslcror  den  Ä  lin  I'uiilde  p. 

Durch  .fiii   nmiloK^s  Ufisnntjeiiieut  gelnnst  man   zur    rechten 
des  lolitendDii  Uu|>))ebntzes ,  wann  wir  iler  K,iirze  wegen  den 
t-p  den  Pol  iirid  die  (Jeriide  P  die  Pulare  der  beiden 
tCOeu  ueuneii  ivotleii: 
S.  'I  n  s  w  e  i  a  u  f  e  i  n  II  n  i'l  c 


die     sJimm 

intle,     deren     W 

inii t c    einer    und 

a    Geraden     nnf;i 

audleniUmfanueei 

-MUchnltt»,    «eich 

Flebeltlen,  dieserGer 

.»prechenden       Pu 

jbalt  und  im   Pole 

lilU».B  Ebenen    diejenige 

de    ben'ihrt,     »eiche 

dem    Diirchscbiiitte 

1  und  ilerPü- 

Bid*r  beiden  Ebeni'ii  ge- 


elegte 


Eeude 


r  auch 
raden 
nkte 


riproken  Ebene: 
titli'bei 


hüllen  dies 
Geraden,  de 
strahlen  einem  und  dem- 
selben Punkte  angeboren, 
einen  Keselsdinilt ,  wel- 
cher a  u  ch  d  i  c  b  e  >  d  e  n ,  die- 
sem Punkte  entMpreclien- 
den  Geraden,  und  ausser- 
dem diePolare  der  beiden 
Ebenen  in  di-mjenieen 
Punkte  berührt,  «velclier 
mit  jenem  erster  eil  Puukte 
lind  dem  Pole  der  beiden 
Ü^beneu  in  gerader  Linie 
liegt. 


iefjelschnitt,    welclier    die    Wecbaelpunkte  der    Punkte 

H  (i«i'udcn  rntbltlt,  snil  dor  Wecbselpunkt-Ke^elschnitt 

8er    Geraden,     und   derjenige,    welcber  von    den  Wecbset- 

AlMd«r  Strahlen  eines  Punktes  umhüllt  wird,  eoll  der  Wedi- 

"     rftblen  -  kegeUcbnitt    dieses    Punktes  —  in  Bezug 

)  reciprnken  Ebenen  (£,  €i  —  genannt  werden. 

le  Anwendung,   welche  wir  von  dem  vorigen  SaUe  machen 

.ji,  erfordert  noch  folgende  anderweitige  Detrachtun^.  Es  sei 

Tl^end  ein  KegolBchnitl,  u  ein  beliebiger  Punkt  und  /*  die  har- 

pnisclie  Polare  von  p  in  Bezug  auf  K;   ferner  seien  a,  ß,  y,  S... 

W  Strahlen  von  ;;,  welche  K  in  den  Punktenpaaren  a(,,»o;  ho,  ßol 

ffa}  ^ii>  ^o---   und  eine   beliebige    Gerade  A    in  a,  b,  t,  b... 

inenden:   endlich  seien   tri,  bt,  c.,  r/i-..  die  harmonischen  Po- 

n  der  Punkte  n,  b,  c,  6...,  welche  die  Strahlen  «,  B,  y,  S... 

I.  In  den  Punkten  o,,  tj,  Ci,  bi-..  schneiden,  und  a,  i,  e,  d... 

Geraden,  welche  a.  b,  C,  b...  mit  dem  harmonischen    Pole  ß 

n  A  verbinden-     Dleas  vorausgesetzt,    so  sind  je   zwei  Pnnkte 

f  '.  «t ;  ^'  ^f  '  ^ä  '}  '<  ^'  *i  ■  ■  ■  ^^'^P-  "''*  "O'  "o  >  l'oi  Ai ;  'ü.  7o '•  6o'  ^o  ■  ■  ■ 

I  bärmuniAch.    und  die  Strahlen  paare  a,  f(| ;  ft,  ^:  c,  C| ;  '/,  'A---> 

■^  zugeordnete  harmonische  Polaren  des  Punktes  ß  für  K,  bilden 

^b«  Involution  ;  almo  hat  man 


Pi,"' 


i  folglich 

pC 


..)  =  A  ia,  b.  <.  0 . . .) 
=  JJ,  {n, ,  6,,  c,,  dl. 


i  B  (n,  b,  c.  d...) 


,  V,  d„.)  =  Ä,  («i,  ft,.  c,.  rf,...). 


{ 
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il.  h.  die  Punkte  n,  l>,  C.  b...  nebst  p  uod  B  liegcu  auf  einem 
hlecelsrhititte  Äj.  Da  die  gerade,  welche  die  PiinLte  B  und  p 
verbindet,  die  harniunisclieri  Pole  von  A  und  P  enthält,  also  Jii» 
harnioTiisfihe  Polare  des  Diicchschnittspunktes  von  A  und  /*  iet, 
so  muss  derselben  im  Strabibfiechel  p  der  nach  diesem  letzteren 
Punkte  gehende  Strahl  eutspreeheD,  dieser  Strahl  also  den  Kegel- 
schnitt .^j^  in  p  heriihren.  Nach  gehilriser  Berücksichtigung  der 
1  also  folgenden  Uoppelsatz : 


6.    Ist  i 


nd  ein  Kegel- 
st iu  der  Che- 


Punkt  und  ir-en. 
rade    gegeben. 


Strahle  dieses  Punktes 
denjenigen  Punkt,  wel- 
chef  zu  den  beiden  Uurch- 
schnitten  desKeselschnit- 
nddemDurchschnitte 
r  Geraden   der   vierte 

zugeordnete      Punkt, 
,    um  umfassender  zu   re- 


fschnit 

F  ach 
Ldie 


tt  ist.s 
.Punkte 
elachnil 


ehüT 


nch 

Pol  der  gegehe 
den  enthält,  un 
gegebenen    Punkte 


Rmge  ( 


dieje- 
ade  hcrahrt,    die 
dem    Durchschnitte 
ltder    gegebenen    Geraden 
ond  der  harmonischen  Po- 
lare des  gegebenen  Punk- 
""tes  gerichtet  ist. 


6.  Ist  i 
schnitt  u 
desselbe 


,  Keger- 


Eh.n» 
d  eine  Ge- 
rade und  irgend  ein  Strahl- 
büschel gegeben,  und  bt- 
stimmt  nianfürjedenPunkt 
die&erGeradeii  denjenigen 
Strahl  desselben,  »elcher 
mit  den  beiden  an  den  K e- 
geschnilt  gehenden  Tan- 
genten und  mit  dem  jenem 
Strahlbüschel  ang'ehöri- 
gen  Strahle  harnioniscfa 
und  zwar  dem  letzterenzu- 
geordnet  ist,  oder,  um  um- 
lassender  zu  reden ,  welcher 
die  diesem  letz terenStrafa- 
le  zugeordnete  harniotii- 
Hche  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  ist,  so 
umliuUen  all  e  di  ese  Strah- 
le» einen  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  die 
harmonische  Polare  des 
Mittelpunktes  desgegebe- 


Strablbüschels 
le    Gerad 
Punkte 


und 


rührt,  der  mit  diesem  Mi t- 
tcl)Minkte  und  dem  harmo- 
nischen Pole  der  segebe- 
nen Geraden  in  i;eradBr 
Linie  liegt. 


Ein  besonderer  Fall  der  linken  Seile  dieses  Satzes  ist,  wenn 
^  '  gegebene  Gerade  unendlich  entfernt  ist,  oder  der  zu  bestim- 
. inende  Punkt  in  der  Mitte  der  jedesmaligen  Sehne  liegen  soll. 


7.  In  zwei  auf  ei 
r  beliebig  i 


aen  Gerad 

EU  finden,  dessenentspr 
chende  Geraden  durch  di 
aen  Punkt  selber  gehen. 


ander  gelegten 
egehe- 
Punkt 


eciproken  Ebenei 
beliebig  gegebe 
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\ufl»suiig.   Zu  drei  beliebi- 

txk  Punkten   n ,  b ,  c  der  gege- 

cueii  Geraden  A  suche  mau  die 

fittUpechenden  Geraden  f7|,  6i, 

Ci,  welche  A  in  den   Punkton 

hi  ht  ^1  schneiden ;  denke  sich 

viA  projektivische   Gerade  A, 

Ai,yfoyou  a,  b,  c  und  aj,  bi,  Ci 

im  Paar  entsprechende  Punkte 

M,  und  suche  diejenigen  zwei 

PiDkte  (eci),    (ff,)  von   A,  A,, 

»  deren  jedem    sich  zwei  ent- 

iprecbende    vereinigen,    so    hat 

|Wer  von  beiden  die  verlangte 

EigeiMcliaft. 


Auflösung.  Zu  drei  beliebi- 
gen Strahlen  a^  6,  c  des  gege- 
benen Strahl büschels  B  suche 
man  die  entsprechenden  Punkte 
^19  ^1 '  ^1  und  verbinde  sie  mit 
h  durch  dl,  bi,  c^ ;  denke  sich 
zweijprojektivische  Strahlbüschel 
B,  Bi ,  wovon  a,  b,  c  und  Ot, 
öl ,  Ci  drei  Paar  entsprechende 
Strahlen  sind,  und  suche  dieje- 
nigen zwei  Strahlen  (cci),  (jp^) 
von  B,  Bi  f  in  deren  jedem  sicn 
zwei  entsprechende  vereinigen; 
so  hat  jeuer  von  beiden  die  ver- 
laugte Eigenschaft« 


Beweis  (links).     Denn  sind  eisfi  die  entsprechenden  Gera- 
▼on   e,  f,  und  schneiden   sie   die  A  (Ai)  in  e^ ,  tpi,   so   hat 
BUS  nach  §.  21.  y. : 

^(«,  i,  c,  e,  f...)  =  Bi  (oiy  &!,  Ci,  eitfi...)  ^  Ai  (oi,  b^,  Ci,  ti,  g)j...); 

A  (a,  b,  c,  e,  f...)  =  ^^^(ai,  b,,  Ci,  ei,  9i...). 

Aber  nach  der  Konstruktion  ist 

A  (a,  b,  c,  e,  f...)  =  ^^  (aj,  bi,  c^,  fi,  fi-..), 

riio  auch 

A  (öj,  bi,  Ci,  €i,  9>i...)  =  -^1  («1,  bi,  Ci,  e,,  fi...)* 

ju  da  zwei  projektivische  Gebilde  durch  drei  Paar  entsprechende 
Itamente  bestimmt  sind,  so  fallen  Ci  und  Si,  q>i  und  fx  zusammen. 


ü  oagegen  gieiciuiegenu ,  su  giui  es  eiuweaer  zwei,  oacr  Dur 
dbeo»  oder  auch  keinen  solcnen  Punkt.  Ist  aber  in  der  Ebene 
Kl)  ein  einziger  solcher  Punkt  (ce^)  vorhanden,  so  gibt  es  auf 
Ikm  Strahle  desselben  im  Allgemeinen  nothwendig  einen  zweiten 
1^),  und  somit  unzählig  viele  in  der  Ebene. 

'■  8.  Ist  in  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken 
Ebenen    ein    einziger   Punkt  vorhanden  ,    dessen  eut- 

{  rechende  Geraden  durch  ihn  selber  gehen,  oder  eine 
nzige  Gerade,  deren  entsprechende  Punkte  auf  ihr 
Itiber  liegen,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  unzählig  viele 
tplche  Punkte  und  Gerade. 

'  Auf  drei  beliebigen  Strahlen  cc,  ß,  y  des  Punktes  p  seien 
V»  ^9  ^0»  1^0  9  ^09  Yo  ^^^'^  solche  Punktenpaare,  deren  entspre- 
liode  Geraden  durch  die  betreffenden  Punkte  selber  gehen;  so 
hd  jedes   Paar  die  Hauptpunkte  derjenigen  Involution,  welche 
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vnn  den  Wechsel  puaktea  der  betreffeoden  Geraden  getiildet  wird, 
also  mit  je  ztrei  Weohyetpunkten ,  z,  ü.  mit  p  und  dem  der.Geraden 
P  angehiirigeD  Punkte  narmonisch.  Denkt  man  sich  also  durch 
die  rüitf  Punkte  0^1  "m  ^O'  ßo'  <'!>  einen  Kegelschnitt  K  gelegt,  su 
ist  P,  die  Polare  der  beiden  Ebenen,  zugleich  die  haimonische 
Polare  des  Poles  p  der  beiden  Ebenen  in  Bezug  auf  K,  und  folg- 
lich liegt  auch  der  Punkt  v»  auf  K.  Denkt  man  sich  ferner  eine 
beliebige  Gerade  A  und  einerseits  den  Wechselpunkt-Kegelschnitt 
von  A,  welcher  die  Strableu  a,  ß,  y,  ä...  von  p  in  den  Punkten 
"ii  ''i-  (^11  ^i;--  schneidet,  andererseits  auf  jedem  dieser  Strahle^ 
denjenigen  Punkt  liestimuit,  welcher  zu  den  beiden  Durchschnitten 
"oi  "oi  ^0'  ßo't  (q'  7n  i  'n>  ^(i*--  ^^^  Kegelschnittes  K  und  zu  dem 
Punkte  a,  b,  c,  Jt...  der  Geraden  A  der  vierte  harmonische,  dem 
letzfereD  zugeordnete  Punkt  Ist,  so  liegen  alle  diese  Punkte  nach 
Lehrsatz  ß.  auf  einem  Kegelschnitte  Si ,  welcher  im  Punkte  p 
diejenige  Gerade  berührt,  die  »ach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
P  gerichtet  ist.  Nun  aber  sind  auch  n,  O]  und  a„,  eg-,  b,  b,  und 
''oi  I^Di  ^>  ^1  ^'"1  ''ni  7*0  harmonisch;  also  haben  die  Kegelschnitte 
St  und  Si,  vier  Punkte  p,  ai,bi,  c^  gemein;  -zugleich  aber  auch 
die  Tuugeute  in  p  (5.).  also  fallen  ste  zusammen.  Denkt  man  sich 
also  auf  eiti«n  beliebigen  vierten  Strahle  6  von  p  zwei  Punkte, 
deren  eutsiircchende  Geraden  durch  sie  selber  gehen,  so  sind 
nicht  nur  diese,  sonderu  auch  die  Punkte  bn,  df,  des  Kegelschnittea 
A' sowohl  mit  b,  ti  als  auch  mit  ;>  und  dem  der  P  angehiirigen 
Punkte  harmonisch;  jene  beide  ersteren  fallen  also  mit  ^o,  S,,  zu- 
sammen. Wiederholt  man  endlich  dieses  eanze  Räsonnemcnt  aiii 
der  Seite  rechts,  so  erhält  man  zunächst  t'nigenden  Dopjielsa'- 
0.  In  zwei  auf  einander  gelegten  reciprnken£be 


lie 
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di 

Jeder  Mittelpunkt  der  beidi 
endlich  entfernten  Punkt  zum  Wechsel  mm  bte,  nämlich  denjemgen 
der  Geraden,  welche  Ibii  mit  dem  Punkte  ji  verbindet;  aj^  läuft 
die  harmonische  Polare  des  einen,  JU ,  in  Besug  auf  den  Kegel- 
schnitt K  (links)  riit  der  Geraden  p^I,  und  die  des  uuderen,  JU^, 
mit  der  Gerade«  M,p  parallel;  da  nun  pM  und  pJU,  sellier  mit 
einander  nicht  parallel  sind,  so  kann  die  Gerade  MM\,  welche 
man  die  Mittellinie  der  beiden  Ebenen  nennen  kann,  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  (links)  gehen.  Da- 
gegen geht  dieselbe  nothwendig  durch  den  Mittelpunkt  deü  Kegel- 
schnittes K  (rechts),  indem  ihr  Wechselstrahl  die  unendlich  ent< 
ferote  Oerad»  tat,    foigltch   aiieh    der   bfirmoaUKilM    P*l   dieaer 


JO.  Die  Mittc-IMiiin  <lef 
iltaJUiltel|iaTil.t  docjddigo 
TMieulun  .hirdi  <li«  ilitie 
tapito  galivn.  uihI  nur  da 
pifitl  dcH  Kfi^elädiui  ttvs. 
[fBD  der  Pnl  der  b<-i  Jen  R 
gt^oder  tlie  MlttulMiii«-  iii 
[iata  zusaniDien  r£llt. 


lieideii  Elieiieu  golit  'lurcb 
tt    KvKelachoitfea,  dessen 

n  selbst  Giitsprecltendva 
im  uuch  dDrch  den  MiUel- 
der  dieite  Punkte  enthült, 
1  b  c  II B  [i  u  u  e  n  d  t  i  cfi  e 

It  de 


■  h  Tttf.    II.    Flp;.    12.    sei  ,«   derjenige  Kej^eiscIiniU ,    deiwen 

Wte  auf  ilirt'ii  ptiNiirechoiideti  Tieradeii  liegen,  und  A'derieni^«, 

T  vfln  diesen  lef^tcren  nmlilillt  wird;   so  «ird,  wenn  irgend 

ri  Tann^enten   von   Ä  mit    a,  b  oder  c, ,  </,    bezeichnet  werden. 

iclhleni  sie  in  <&  oder  in  S,  liegen  sollen,  und  nun  den  a  und 
dhi  l'uiiktv  ii|  niid  t,  vou  Ä  und  4,  eulspreehen ,  der  der  <%  ent* 
prtdiendc  Punkt  c  niif  a,  und  der  der  rf,  entsjirediendc  Puukt 
«if  4  Hegen,  und  also  der  andere  Durcli  schnitt  dieser  Tangente 
It  jt  MÜi  nfissen.  üeni  DiireliMrhnitte  i  von  a  und  h  entsiiricbt 
fifie  Gerade  HiU,,  und  dem  Hurthschnitte  ti  von  c,  und  (/,  ent- 
ifchl  <U«  iivtaAc  ce;  l'ol^lidi  ist  der  Dnrclieclinitt  (<>,0  vmi  n,b, 
iJcb  der  Wediaeljiunkt  von  (oi|),  und  beide  liegen  mit  dem  Pole 
beider  Kb«iH<n  in  gerader  Linie.  Man  denke  sieh  aj  mit  b,  bj 
It  t  durch  xiiei  Cernde  verbunden,  welche  sirh  im  Punkte  q 
9iiWMlen,  und  von  diesem  Punkte  und  dem  Punkte  p  nui:h  («,) 
c  (leraden  </.  k  i;exo^eni  so  ist  k  die  harmonische  Polare  des 
nkl»«  q  in  lieziiff  auf  S.,  frdirllrli,  da  A  durch  den  Ptinlit  p 
bt,  lie^  q  aur  der  Polare/'  beider  Ebenen,  welche  die  hanuu- 

'  e  Polare  von  p  Tür  HL  ist.  —  Die  Geraden  tf,  h  sind  mit  den 
.  h  hurninniseh,  also  zwei  2U||enr<inete  harmoni.sche 
.1  in  Bezug  auf  A'.  d.  h.  der  harmonische  Pol  von  k  Hit  K 
gi,«nf  jr:  derselbe  lle^t  iiber  auch  auf  P,  welche  auch  für  K 
twmRni8<:he  Polare  von  p  ist;  demnach  ist  <|  der  harmonische 
\  von  h  nicht  nur  in  Dexu;;  anf  St,  sondern  auch  auf  K;  and  es 
t  wmit  auf  der  Linie  P  unzählige  Punlitenpaare  q,  i' ,  welche 
BizBj;  unf  X  und  K  zugleich  zugeordnete  harmonische  Pol« 
A.  Dt»  Pulare  der  beiden  Ebenen  ist  also  eine  reelle  oder  ideale 
Auftlichn  Sekttnte  von  £  and  K,  und  ebenso  zei^  man, 
;  Pol   der  beiden  Ebenen  ein  reeller  oder  idealer  ^emein- 

^lier  Tungenlendnruhschnitt  derselben  ist.     Haben    aber 

rmd  ein  System  v  on  Kegelschnitten  eine  reelle  oder 
Ifafe  Sekante  P  gemein,  welche  zugleich  in  liczug 
T  alle  die  harmonische  Polare  eine«  und  desselben 
nakte«  J>  i)fl,  so  iMge  ich,  diese  Kegelschnitte  haben 
tfi*  der  Geraden  P  eine  reelle  oder  ideale  dopiielte 
Vflhrung, 


der  ge  legten 


11.  In  zwei  aul  t 
•  «Ibt    e>;   im  All 

isslaehnitte.  weiche  Ungs  der  Pol 
r  BerHbrnnKssehne,  und  unter  dem  Pol 

,  feU  beruh 
tt«   Svriihrut 


oken  E he- 


ller £be- 

Cole.  eine  reelle  nder  ideale  dni>- 
eu,    uud   die  EigeutUümiicbkett 


doch    lil 


nder 

ü 


M 

dass  eioer  jedenTa 
n   die  Punkte,    in  i 
scbneidet,  und  jedem  Punkte  diei 
eenten,    welche   vou    ihm   an   den 
bestimmte    und    unzweideutige^ 
Dahingegen   entsprechen    den 
zwar  auch   die    Tangenten    dei 
diese  Punkte  nicht  auf  diesen 

Sind  irgend  zwei  Kegelschnitte  K,  R,  welche  sich  doppelt 
berühren,  gegeben;  sind  Vi,  d,,  fi  irgend  drei  Tangenten  eines 
belieltigen  von  beiden  — yni ausgesetzt,  dass  beide  einander^ 
ausschliessen  —  und  bezeichnet  mau  zwei  derselben ,  z.  B.  C] 
zugleich  auch  mit  a,  h;  den  Durchschnitt  von  a  und  6  mit  f 
von  Ci  und  d^  mit  t^ ;  die  Punkte,  wo  a  und  b  den  anderen  Ket 
schnitt  schneiden,  mit  n^  ,  c  und  b|,  D;  die  Punkte,  wo  fi 
schneidet,  mit  f,  (^ ;  die  Geraden  cD  und  ti|bj  mit  t  und  X| ,  und. 
hat  mau  bei  dieser  Bezeichnung  darauf  gesehen ,  dass  nicht  cd  und 
Oib,,  fl>  und  f,bi,  sondern  tb^  und  a,D,  fi),  und  t,D  es  sind,  deren 
Durchschnitt  auf  der  Berilhrungssehiie  f  lici^t  —  so  kann  man 
sich  zwei  mit  der  Ebene  der  beiden  Kegelschnitte  zusammenge- 
fallene reciproke  Ebenen  £,  If^  denken  und  festsetzen,  dass  die 
Geraden  c, ,  t/j ,  /l ,  j,  von  <i,  den  Punkten  c.  6,  I,  t  von  <&.  ent- 
sprechen sollen ,  und  da  drei  dieser  Punkte  auf  ihren  entsprechen- 
den Geraden  liegen,  so  gibt  es  nach  8.  unzlihlige  solche  Punkte 
und  Geraden,  und  diese  oestimmen  nach  II.  zwei  sich  dnppelt- 
beruhrende  Kegelschnitte,  deren  einer  mit  K  die  Tangenten  e^, 
d\,  fi,  der  andere  mit  ^  die  Punkte  c,  b,  f  gemein  hat,  und 
da  dem  Punkte  n, ,  als  dem  Durchschnitte  von  C|,  s, ,  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  i;  und  i,  und  dem  Durchschnitte  t,  von 
dl,  Si  die  Verbindungslinie  von  b  und  e  cntsjirechen  muss,  also 
auch  «1,  \}j  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  so  hat  der 
letztere  Kegelschnitt  fünf  Punkte  C,  b,  f,  a^,  t,  mit  X  gemein,  ist 
also  mit  demselben  identisch.  Er  geht  also  auch  durch  den  Punkt 
fj.  Endlich  müssen  in  dem  neuen  Paare  von  Kegelschnitten  so- 
wohl als  in  dem  gegebenen  die  Durchschnitte  von  cb,  und  dib, 
fbi  und  f^D  auf  der  Bcriihrungs.sehne  liegen;  also  füllt  die  Beruh- 
rungssehne  des  einen  Paars  mit  der  des  anderen  zusammen,  und 
da  es  immer  nur  einen  Kegelschnitt  gibt,  ivelchcr  einen  gegebenen 
^  längs  einer  gegebenen  Geraden  P  doppelt  berührt  und  eine 
gegebene  Gerade  r,  zur  Tangente  hat,  so  fallt  auch  K  mit  dem 
anderen  neuen  Kegelschnitte  zusanimeu. 
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W»Bntmts]>recheiiileii  Punkte  den  anderen  gehen,  nicht 
Kb*r  »n  KU-ichifr  Zeit.  Juss  »udt  die  Taiieenten  indie- 
>'««p  tetzterori  Pnnliteii  durch  die  iterOhcunifstiuDkle 
',d«t  »n^Irren  gehe»  «ullcti.  c)  Divso  llcxi«liuntc  der 
,lt«l|«a  Eheneu  aul' einander  i^t  allemal  nur  aufeinu 
MltiR«  Weise  ni-lf^lich,  es  sei  denn,  dass  die  K  e^ci- 
■etsHte  einander  cesenseitig  ausscbliessen,  in  tvel- 
iim  Falle  allein  ein  jeder  von  den  Tani^cnlen  des  an- 
tna  geschnitten  wird,  so  dass  man  einmal  die  funkte 
e«  einen  auf  den  en  ts|>rechend  e  n  Tangenten  des  an- 
eno,  und  ein  zweitesmal  die  l'unkt  e  des  Kiwiteii 
DTdeti  en t spre4:lienden  Tangenten  des  ersten  liegen 
k«SDn  kann;  und  '/)  man  erhält  diese  Beziehung,  iti- 
eu  man  drei  Tangenten  U\,  d„ /])  des  einen  Kcgel- 
dmittes,  welche  den  anderen  in  drei  Pnnktenpanren 
^«i;  b.b,;  f.r,)  schneiden,  helielng  nu.twählt  und  einer 
iitn  einen  dieser  l*unkte  (c>  t,  i)  und  ausserdem  der 
'erllndungälinie  (fiil),)  von  xweien  der  drei  anderen 
'nnbts  den  gegenseitigen  Unrchschnitt  der  hetreT- 
(Dden  zwei  Tangenten  (c,,  f7,)  enteiirechen  lüsst;  oder 
fecli  indem  man  vier  Tangenten  des  einen  beliehig 
,1l)llinint  und  eine  jede  «ineiu  der  beiden  Punkte  ent- 
jt«ch9ti  liksst,  in  welchen  sie  den  anderen  Kegel- 
«Bltt  «chneidet:  doch  ist  in  beiden  Füllen  darauf  xu 
icKfen,  daäs  die  Verbin  dungslloie  je  zweier,  dcrsel 
in  Ebene  zugewiesenen  Punkte,  s.  B.  C,  b,  und  dieie- 
4(L0  der  ihnen  zuuesellten  Punkte  ^a, ,  b,)  einander 
iickt  auf  der  Berührungssehne  schnei  den. 

Legt  man  dii>!  Ebenen  S.  £,  dergestalt  auf  einander ,  dasf  die 
HHMliunkte  3/,  Ml  derselben  sich  decken,  so  wird  die  unendlich 
gMItmle  Gerade  zur  Polare  .  und  der  Punkt  (.VJ/,)  oder  M  zum 
le  beider  Ebenen,  und  da  dieser  letztere  mich  jetzt  der  harmo- 
BbB  Pol  der  erstercn  für  jeden    der  Kegelschnitte  Ä,   Ä  sein 
M,  so  ist  derselbe  zui^leich  der  Mittelpunkt  dieser  Kegelschnitte. 
.Hfrr  ist  die  unendlich   entfernte  (Gerade  eine  gemeinschaftliche 
'dwite   dieser   Kegelschnitte,   d.   h.    dem    unendlich   enit'erntcn 
^mllte  ttiner  jeden   Geraden  ist  ein   und  derselbe  unendlich  ent- 
min Punkt  als  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
^ordnet:  also  sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  des  einen 
^eiea   des  anderen  pandlel,  nnd  hieraus  fol^t,  dass  K,  K  ühn- 
'■4e  und    Sbniichliegende    Ke^^elschnltte    sind     (Vgl.  Tbl.  5.  des 
cdrtrs.  S.  '2Sli.)- 

13.  Werden  zwei  reciprnke  Ebenen  dergestalt 
lisrelnan  der  gelegt ,  dass  ihre  Mittel  punkte  einander 
iltken,  SD  sind  die  beiden  entsnrecbenden  Kegel- 
f«tililtte,  von  denen  die  Punkte  des  einen  auf  den  ent- 
Iprechenden  Tangenten  des  anderen  liegen,  ähnlich 
Bnd  Sbnlich  liegend. 

Jede  Gerade  einer  von  uwei  reciproken  Rhenen ,  welche  durch 

ID  Mittelpunkt  geht ,    wird    ein    Durchmesser   derselben  ge- 

'KMot.  und  ein  DurchmeKNcr  d,  der  Ebene  &,  beisst  einem  Durch- 

mn    6    zugeordnet,   wenn  der  urslcre  nach  dem  e«I- 
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HprM?hi>nd«n  iinendllch  entfernten  Punkte  des  letzteren  ^ 
ist.  Liegen  die  beiden  Ebenen  aufeinander  und  concentrisch,' 
sind  die  zneeordneten  Itufchiiiesser  nichts  anders  als  die  zu^at 
neten  Stninlen  des  gemeinsamen  Mittelpunktes  !U  und  Itüdett 
folglich  Kwei  proiektiTiscbe  StrahlbQschel  iff,  M,.  Denkt  nmii 
sich  nun  die  eine  Ebene  l£,  um  den  Mittelpunkt  ^dergestalt  ge- 
dreht, dass  die  uneleichnamigeii  Schenkel  «  und  ^,  s^  und  t  oer 
entsprechenden  rechten  Winkel  dieser  Strahlbüschel,  trelc-he  Rie 
bekanntlich  immer  besitzen,  einander  decken,  d.  h.  legt  man  die 
Strahlbüschel  M,  Iffi  involutorisch ,  su  ist  jedem  Durchmesser  (aö]) 
ein  und  derselbe  Durchmesser  (oiÄ)  zugeordnet,  er  mag  nun  in  <£ 
oder  in  £i  liegend  vorgestellt  werden.  Es  sei  a  irgenii  ein  Punkt 
von  a ;  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade  «i  mit  Rj  parallel  und 
geht  durch  den  Wechselpunkt  von  n ;  und  ist  b,  der  mit  a  zusam- 
menliegende Punkt  von  6| ,  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade 
ß  mit  0  parallel  und  geht  durch  den  Wechselpnnkt  von  bj.  Aber 
sowohl  die  Geraden  Oi  und  b  als  auch  die  Wechselpunkte  von  a 
und  b)  ^'"^  identisch;  also  fallen  die  beiden  dem  Punkte  (nbil 
entsprechenden  Geraden  «i  und  ß  zusammen.     Hieraus  fol^:      ^^_ 
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Auch  für  diese  Lage  der  lieiden  Ebenen  nun  lässt  sich 
oben,  zeigen,  dass  diejenigen  Punkte,  welche  auf  den  ihnen 
sprechenden  Geraden  liegen,  einem  Kegelschnitte  ^  angehiii 
aial  dass  diese  Geraden  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen.  Die  bei- 
den Tangenten  aber,  welche  Ton  irgend  einem  l'unkte  des  &  an  K 
tfctei;!  tverdeii,  müssen  nach  dem  vorigen  Satze  zusamuienfitlleD ; 
also  liegt  dieser  Punkt  auf  dem  Umfange  des  K,  und  somit  fallen 
die  beiden  Kegelschnitte  S,  K  selbst  zusammen. 

Sind  in  Taf.  U.  Fig.  13.  K,  .t  die  beiden  ähnlichen  und  ühnl 
liegenden  Kegelscknitte,  welche  bei  einer  concentrischi 
aber  beliebigen  Lage  der  Ebenen  'i,  $|  die  vereinigten  eutspi 
chenden  E lernen ten^iaare  enthalten,  und  denkt  man  sich  die  ei^ 
Ebene  l£i  um  eine  der  den  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Achsej 
z.  B.  um  A,  bonimgew endet,  so  fallen  die  Se h eitel tangcnten 
und  n,  in  ihre  frühere  Stelle  ß  und  v  zurück,  ihre  Endpunkte  , 
und  n,  aber  fallen  in  die  Punkte  a  und  ni;  ferner  fallen  die  beiden 
Tangenten  paare  0  und  n,,  t  und  r,,  welche  von  den  Scheiteln  des 
anderen  Kegel schaittes  ausgehen,  zusammen,  so  dass  also  nun 
jedem  der  vereinigten  l'unkte  (nbi),  (mn,),  (69,).  (ttj)  zwei  ver- 
einigte und  durch  tbn  selbst  gehende  Gerade  entsprechen.  Zu- 
gleich sieht  man,  dasa  die  zwei  Paar  zugeordneten  Durchmesser 
a,  Ol  und  6,  bi  mit  den  ungleichnamigen  Schenkeln  aufeinander 
fallen  u.  s.  w.  D^r  neue  Kegelschnitt ,  welcher  also  jetzt  an  die 
Stelle  der  beiden  vorigen  K,  $  tritt,  geht  folglich  durcfa  die  Punkt» 
n,  m,  e,  t  und  tvird  in  denselben  von  den  Geraden  a,  ,  n,  ,  0,  t 
teififart. 
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en   Ebenen  S,  ^,    gleich  nnfangs  duri^h  Urehim^ 
ilerc  Lu^e  zn  einander  |!egrl>an,  und  sodann  die 

— Achse  A  her  um  seilend  et,  sn  würde  nmt)  gleich- 

Vfohl  nieder  dieselbe  Lii<fe  d(.T  Elienc  (£,  ^,  wie  vorhin  erhalten 
laben,  weil  beidemnlt^  die  ungleichnamigen  Ni'lienlccl  der  ent^pre- 
b«iiden  recblen  Wiukel  in  deu  fjtrahlltüecheln  der  Eüß^eordrieteii 
.larchmesser  zu siimiuen fallen  inüseen ,  und  ea  nur  zwei  sulche 
Winke)  gehen  knnn;  es  xei  denn,  dass  man  die  andere 
A«Ii9e  B  statt  A  zur  üinwendnogsachse  nähme. 

DiesR  ergilit  sich  mit  mehr  Klarheit  undEinfachheit,  ivenniTiriiic 
Sache  unabhängig  von  den  Kegelsclinitten  A'rS  lielrauhten.  Es  seien 
wie  Ebenen  S,  g,  beliebig  concentrisch  gelegt;  die  Winkel  j(C{Taf.n. 
'^S- 1^0  und  Sifi  seien  die  von  zireiPuar  zugeordneten  Durchmessern 
'•  t^  und  t.  /,  gebildeten  rechten  Winkel;  so  kajin  man  die.Ebnnen 
-iireiinal  durch  Drehung  und  niederuni  ziveimat  durch  Umweiidung 
W  legen,  dass  die  Uurcbmesscr  i  und  ty,  t  und  jj  auC  einander 
allen;  durch  Drehung  nfimlicb,  indem  uiun  die  Ebene  ^,  enttreder 
den  spitzen  Winkel  sl,  rechts  herum,  oder  um  das  Supplement 
^'eses  Winkels  links  herum  dreht;  und  durch  Umivendung,  indem 
jD'Mt  die  Ebene  S,  entweder  um  die  Gerade  A,  u-clcbe  den  spitzen 
^■ULel  if,  häinet,  oder  um  die  auf-.i  senkrechte  Gej'ade  ß  wen- 
^^l*t-  In  einer  jeden  von  diesen  vier  La)ieo  erhalten  auch  je  zwei 
IDt^ brechende  Elemente  beider  Ebenen  eine  verschiedene  Lage  zu 
oder;  ausserdem  abergibt  es  keiue  fünfte. 

Liegen  die  zugenrdnelen  Durchmesser  bereits  involutoriiich,  so 
*r*«»  man  »ich  üur  Uraweridung  der  Ebenen  statt  der  fäeruden  A, 
t  der  Durchmesser  s,  (  seiher  bedienen.  Sind  nun  a,  Oj  irgend 
tv«»i  Wechsel  punkte  von  *.  und  dreht  man  die  Ebene  <£,  «m  löO", 
».;ljlWen  aucli  jetzt  die  Punkte  a,  o,  in  ihrer  neuen  Lage  zwei 
chselpuuktei  dieselben  scbliestien  aber  den  Mittelpunkt  M  der 
von  den  Wechsel  punkten  gebildeten  Involution  ein  oder  aus,  je- 
li»cWein  sie  ihn  vorher  aus-  oder  einschlössen;  und  zwar  gilt 
A^^«e  zugleich  dann  auch  von  Je  zwei  Wechselpunkten  des  Durch- 
messers t.  Wendet  man  dagegen  die  eine  Ebene  um  den  Durch- 
incsser  {  herum,  so  tritt  nur  auf  s  jener  Unterschied  den  Lage 
ein.  r<un  aber  »ind  die  Hauptpunkte  der  genannten  Involution 
allemal  zwei  Punkte  des  in  Rede  stehenden  Kegelschnitts,  und 
e:te  existiren  oder  nicht , ,  ienaehdem  der  Mittelpunkt  der  Inv»- 
lotion  ausserhalb  oder  zwischen  je  zwei  zugeordnetes  Punkten 
liegt;  ferner  ist  es  klar,  dass  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
der  beiden  Ebenen  jetzt  zugleich  zugeordnete  Durchmesser  des 
Kejretschnittes  sind,  und  solche  zwei  Durchmesser  scboeiden  den- 
selben entweder  alle  beide,  oder  nur  der  eine  von  beiden;  also 
kann  man  mit  vollkommener  Sicherheit  schliessen: 
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einander  gelegt,  dassib: 

E&are    einelovohitianv 
üren     die    sümmflichen 
entsprechenden  Gerade 

Kegelschnittes  an,  weicner  ai«»e  «Keranen  in  jenen 
Punkten  berührt,  /i)  Dreht  man  uun  die  eine  Ebene  um 
einen  Winkel  voo  zwei  Kechtes  um  ibven  gemein  Samen 


proke  Ebenen  dergestaUauf 
;e  zugeordneten  Durchmesser- 
on  Strahlen  bildeu,  n)  so  ge- 
Punkte, welche  auf  ihren 
n  liegen,    dem  Umfange  eines 


4t 


MitlellJ 
perbel, 
naclidem 
den.  od 
die  eine 

unlit.    lo 
als   Blli 
er  anfnn 

er  eine 
Ebene 

was  ein 

erlei  ist 

herum,  .0  ersehe 

n-eiin  er 

vnrher  e 

da|,'egei 

ersehe! 

vorher  e 

wendun 

^  «m  die 

n<  jene 

r   Kiic 

Isehn 

tt  als  Hy. 

rscht 
el,  od 

ludet 

ganz 
it  vo 

.  je- 

By'i'erV 

Han- 

rar.    c) 

Wend 

et  ma 

"dag 

ger! 

Achse 

nvol. 

tion 

e  Achse 

Kege 

Ischn 

ttes 

elhe  vo 

nNen 

Bn.  als 

Hype 
ndeii 

rltel, 

7se  nde 

nicht 

vorha 

war; 

rt  er  als    Ellipse 


,  Hyp 


rhel  I 


,!)' 


I 


oder  um  d|i>  Nebenachise  < 
seihen  geschieht,  r/)  üeherhaupt  lasseu  sich  die  i 
den  Ebenen  allemal  au  1' vier  verschiedene  Weisel 
auf  einander  le^en,  daNs  die  zugeordneten  Darchii 
serpaare  eine  rnvoltition  von  Strahlen  bilden,  i 
zwar  erscheint  jener  Kegelschnitt  allemal  in  zwe 
dieser  Laireii  al^  Hyperbel,  in  einer  einzigen  als 
lipse,  und'in  der  letzten  verschwindet  er. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  Kegelschnitt  K,  drei 
beliebige  Punkte  desselben  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
gegeben;  zwei  dieser  letzteren  seien,  der  eine  {BBi'i,  der  andere 
{ifß'ih  «l'e  Tangente  in  jenem  (AA,),  die  in  diesem  (A'A'j).  der 
dritte  Punkt  (ad])  und  die  Tangente  in  demselben  (na,),  endlich 
der  Durchschnitt  von  (AAi)  und  (A'A'i)  sei  mit  (8f,)  und  die  Ver- 
bindungslinie von  (.BBj)  und  iB'B',)  mit  (ss,)  bezeichnet.  Jetzt 
denke  man  sich,  zwei  Ebenen  <£,  l£i  seien  mit  der  Ebene  des  ge- 
gebenen Kegelschnittes  zusammengerallcn ,  und  setze  fest,  diese 
Ebenen  sollen  reciprok,  und  zwar  die  vier  Punkte  ß,  B',  i  ,  a 
und  die  vier  Geraden  Ay,  A\,  »j,  o,  entsprechende  Elemente  der- 
selben sein;  so  wird  auch  dem  Durchschnitte  6,  von  A^,  ./f,  die 
Verbindungslinie  t  von  B,  B',  dem  Durchschnitte  Bi  von  Xi,  Ay 
die  Verbindungslinie  A  von  fi,  B,  und  dem  Durchs ctinitte  B\  vod 
fi,  A\  die  Verbindungslinie  A'  von  i,  B'  entsprechen.  Endlich 
entspricht  dem  Durchschnitte  von  j4,,  a^  die  Verbindungslinie  von 
B,  a;  und  dem  Durchschnitte  von  A\,  a,  die  Verbindungslinie 
von  Br  a;  folglich  auch  dem  Punkte  Oi  die  Tangente  n.  Den 
vier  Punkten  (ßß,)-  {B'B\),  (n.i,),  (60,)  entsprechen  also  vier 
Paar  vereinigte  Gerade  {A^A) ,  (A\A'),  («lO),  (i,s) ;  also  gehören 
diese  Punkte  einem  Kegel  seil  nitte  A^an,  welcher  diese  Gerade  be- 
rührt, und  dessen  sämmtlicbe  Punkte  und  Tangenten,  die  näm- 
liche Eigenschaft  als  jene  besitzen  u.  s.  w. 
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>n,  und  fei 
prok  sein,  und  jeder  Tangente  d 
Berührungspunkt,    sowie   auch 
ein    und  derselbe    Punkt    in    Be; 
entsprechen. 

In  diesem  Falle  wird  jeder  Punkt  der  barmoniscbe  Pol  der 
ihm  entsprechenden  Geraden,  und  letztere  die  harmonische  Polare 
jened   Punktes  in   Bezug  auf  die  beiden  Ebenen  oder  auch  jentn 


Cogelühnltt  gcnnniit;  diti«  ftenrniiuDc  »oll  aber  auch  noch  dann 
geltm,  ivviift  die  xiii;«üriliie(en  Durcli messe r  xweier  roriproken 
Ebenen  Involutoriseh  liegen,  und  kein  Kegelschnitt  vorliHntleit  i«l, 
^t>«oii  Piinkti*  iiiif  den  entsprechenden  Iteraden  liegen. 


Die  Theorie  der  g:eonielTi»chen  Verwand tschuft  der  Keuipro- 
ntSt  kehrt  ulso  au  ihrem  Schlüsse,  der  offenbar  ein  nolhnendiger 
Ml  za  Jenen  einfachen  Eigenschaften  der  Kejtclschnitte  zurQck. 
*an  welchen  die  neuere  (>eometrie  sowohl  in  ihrer  historischen 
als  systematiiichen  Entvtickeluni;  ihren  Ausgang  nahm;  und  ebeoso 
liatten  sich  un»i  auch  bereits  als  letzte  und  partikulärste  Grschei- 
nuneen  der  Cnllineation  jene  Eigenschafleo  der  Aehnlichkeit ,  der 
'tSlefuIiheit,  der  Congrueu):  ergeben,  auf  welchen  die  Elemente  der 
'^O^annten  Geometrie  der  Alten  beruhen.  Theils  aber  ist  die 
Ä^,  wie  diese  Erscheinniigen  von  Neuem  hervortreten,  eine  an- 
deie  als  früher,  nSndich  nicht  als  Eigenschaften  blosser  Figuren, 
^kHiIern  von  Systemen  sänimtÜcher  Elemente  einer  oder  mehrerer 
EbtDen;  theils  sind  neue  Erscheinungen  hinzugekommen,  von 
|l«ten  Vorhandensein  man  anfangs  nichts  wusste.  —  Schon  Mii- 
^■US  bat  darauf  aufmerksum  gemacht,  dass  den  Elementarsätzen 
ftb«r  die  Bestimmungsstflcke ,  welche  gegeben  sein  müssen,  um 
fAu6  einer  gegebenen  Figur  congruente,  fihnliche,  gleiche  zu  con< 
Btruiren.  analoge,  die  Verwandtschaft  der  Allinität  uüd  der  Colli- 
ACittion  betreffende  Sätze  sich  h  in  zu  »e  selten  lassen  ;  und  die  Eigen- 
Bchaften  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  konnte  nian  freier 
allgemeiner  d.  h.  ohne  Hülle  eines  Kegelschnittes  darstellen, 
-Selbst  wenn  man  von  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Reciprocität, 
^e  er  oben  aufgestellt  worden,  nicht  ausgehen  wollte.  —  Diese 
n^enlhiindichkeit  im  Ent»*ickelungsgan<;e  der  Geometrie,  welche 
^  luch  im  4tcn  Theile  des  Archivs,  b. '278.  wahrzunehmen  Gele - 

Kbett  hatten,  scheint  von  allgemein  -  wissenschaftlicher  Natur  und 
Dltders  geeignet  zu  sein,  ülier  dos  VerhSltniss  der  neuern  Geo- 
V^trlc  zu  der  der  Alten  das  genügende  Licht  zu  verbreiten.  Die 
Wrage  Widsenschaft  schreitet  zwar  immer  nur  vom  Allgemeinen 
^ni  Besondern,  d.  h.  von  dem  was  weniger,  ku  dem  was  mehr 
fiHfitniDungen  enthält,  fort ;  aber  etwas  anderes  ist  das  Allgemeine 
4r  Erscheinung  und  das  Allgemeine  dem  Begriffe  nach;  jenes  ist, 
ivieder  Punkt,  die  Gerade,  das  Dreieck,  der  Kreis,  nur  das  ein- 
Adie  Element,  welches  in  allen  oder  mehreren  besonderen  Ge- 
'Mdan  erscheint,  woraus  die  letzteren  tiusserllch  zusammengesetzt 
tnd  mittels  desselben  konsttuirt  werden;  dieses  dagegen  ist  das 
OtR«tz  oder  Princiti,  wodurch,  wie  z.  B.  die  Trsusversalen- 
Iknrie,  das  Princip  der  Projektivitüt,  des  Punktes  der  mittleren 
'EntfwDUng ,  der  Kusspunkten  -  Vieleck«  und  Fusspunkten  -  üurveo, 
■«ineMoimiohfiiUigkeit  von  Gebilden  aufeinander  bezogen  und  deren 
JHgrasc hafte II  durch  innere  Fortbestimmung  entwickelt  werden.  — 
Der  Punkt  ist  das  allen  Figuren  gemeinsame  Element  und  gilt 
4HishBlb  der  Aiischaming  l'iir  allgemeiner  als  z.  B.  der  Kegel- 
Whliitt,  während  er  andererseits  wieder  nur  als  eine  besondere 
Alt  Ton  Kogflschnitt  erscheint.  —  Indem  die  Geometrie  von  ein- 
EuieTen  zu  zusammeogesetsteren  Gebilden  fortschreitet,  verschafft 


46 

sie  sich  die  Gewissheit  und  das  Fundament  ihrer  Principe  >  wor- 
unter schon  jeder  Lehrsatz  gerechnet  werden  kann;  und  indem  sie 
die  letzteren  diskutirt,  bringt  sie  Klarheit^  Ordnung  und  VollstlD- 
digkeit  in  die  Erscheinungen  und  wird  sich  ihrer  Methode  mehr 
und  mehr  bewusst;  dieses  letztere  Moment  tritt  aber  natürlich  ee- 
gen' das  erstere  zurück^  so  lange  die  gewonnenen  Gesetze  selEst 
eines  reichereu  Inhalts  entbehren^  und  wenn  dann  zu  einer  Zeit, 
wie  der  unsrigen^  umfassendere  Gesetze  entdeckt  und  mit  Yorliebey 
Tielleicht  mit  Vernachlässigung  der  gewohnten  äusseren  Form 
ausgebeutet  werden,  so  kann  es  den  Anschein  erhalten,  als  wenn 
eine  ganz  neue  Art  von  Geometrie  sich  Bahn  bräche,  und  man 
kann  vergessen,  dass  auch  die  Alten  ihre  geometrische  Analysis 
gehabt,  und  dass  die  Neueren  weder  ihre  Tneorien  ohne  die  Ele- 
mente befestigen,  noch  auch  ohne  fortgesetzte  Synthesis  m  fer- 
neren Entdectnngen  würden  fortschreiten  können. 


II. 

Abj^ekürztes  Terfahren  bei   der 
KnbUiwiirzelanszIeliiuiip. 

Von  dem 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller, 

Director  des  Realgymnasiums  xu  Wiesbaden« 


Bei  der' Anwendung  der  gewöhnlichen  Formel  zur  Ausziehtiqg 
der  Kubikwurzel,  nämlich: 

(aar +  6)'  =  a^a:^ 

+  3aHa^  +  3ab^x  +  b^ 

wird,  wie  Jeder  weis«,  mit  zunehmender  Zahl  der  ZiiFem,  die 
Berechnung  der  sweiten  Zeile  bald  sehr  beschwerlich.  Der  Ein- 
sender dieses  hatte,  um  die  Rechnuns  möglichst  zu  erleichtem, 
in  seinem  Lehrbuche  der  allgemeinen  Arithmetik  den  drei  letzten 
stets  wiederkehrenden  Gliedern  folgende  Gestalt 

{3a.a.sfl  +  (ßa.a!+b).b).b 


^cj;«ti«n.  nftch  nekber  sich  die  Ziihl  iler  MuKiplicatiAUPn  yermin- 

hat  man  die  bis  zu  irgend  einer  .Stelle  ^eruiiilenis  Wurzel  zu  ver- 
dKiliktihen,  (lieses-Prödiict  tKK'hnitilK  mit  der  Wurzel  zu  mullipü- 
d»D  und  durch  Division  mit  dem  Huuderttachen  dieses  Wertnea 
Ip  den  neuen  Thrilrudicunden  die  tilkhate  Ziffer  li  zu  finden.  Wird 
bterauf  diese  Ziffer  dem  berellH  bereebneleo  Üreiliithen  der  bls- 
bnjg«n  Wurzel  rechts  nngehllngt.  die  so  crhultene  Zahl  mit  dieser 
Ziffer  multiplicirt,  das  l'roduct  unter  'ia.a,  jedneh  zwei  Stellen 
ti'vltPr  rechts,  frcstellt  und  die  Summe  heider  Prnduclc  uoehmal» 
Uft  der  letzt(;eluiideiieu  Ziffer  multiidiclrt ,  so  ist  der  neue  rnll- 
tiänd'g»  tiuh  trübend  US  gefunden, 

[»I  X.  B.    TM66  die  bereits  gefundene  Wurzel,  ao  erhlilt  man 
lurch  Verdreifachung  und  nachherige  Multiplication  mit  '23436 


140?3ti 
'21 1104 
28W?i 
351840 
4-2'2a08 


als  aeuen  Divisor: 


fö505518Ü8.., 

6333201 
l(>50ßl51400I,    6""»    derselbeu  an  obigo 


Süblrahendus;  l4«fl.'i53(V2aXW 


multiplifirt  etc. 


3n'6«»+3ß6«*  +  63 


\3axiax^b)  +  h^\.h 


erwaDdelt    werden ,    was  Jedoch    keine   grOssere    ErleichteruDg 


Hierbei  blieb  aber  der  Uebelstand,  dass  mit  jeder  neuen 
racxebtffer  die  Zahl  der  Prnducle  um  1  zunimmt, 

Keas  \Usst  sich  beseitigen,  wenn  hei  der  Aufsuchuns  jedes 
jäm  Divisors  der  n}t<.:hstvorhergehende  Divisor  benutzt 
Ird.  Da  n.irnlicb  bei  der  nächsten  Theilradication  der  Divisor 
..B  In  3{a.r-\-b)^  =  3n,a..r»  +  (2rt^  +  ft)  .3A  Übergebt,  so  bat 
>D  nur  die  bidierige  Wurzel,  ohne  ihre  letzte  Ziffer,  zu 
rdoppeln,  rechts  an  das  erhaltene  Product  diese  Ziffer  zu  hän- 
n,  aie  ko  erhaltene  Zahl  mit  dem  Dreifachen  derselben  Ziffer 
■mltipltcircn  und  das  entstandene  Product  um  das  Hundertfache 
•  Vürlf^o  Divisors  zu  vermehren ,  damit  der  neue  Divisor  er* 
Itm  «erde. 

Der  vorice  durch  •£.l\ü  des  oltigen  Beispiels  bestimmte  Divi- 
:  w«r  IW97073.  Man  erhSit  jetzt  durch  Verdu(ij»eluug  von  ^45 
LAnlillDgung  der  letzten  Wurzelziffer  6: 
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46906 

140718^^  und  durch  Multiplication  mit  3.6  etc. 

844308^* 
16497075.. 

1650551808    als  neuen  Divisor. 

Um  die  oben  angegebene  Berechnung  des  neuen  Subtrahendus 
mit  möglichst  wenig  Ziffern  abzumachen,  stelle  man  über  die 
46906  die  verdreifachte  bisherige  Wurzel  2345C,  hänge  hieran  die 
neue  Wurzelziffer  9  und  verfahre  dann  wie  oben.  Dann  erhält 
die  ganze  Theilrechnung  folgende  Gestalt: 

70368g 
46906 

mnsf 

844%8^* 
16497075.. 


1650551808.. 
6333201 

1650615I40Ö1 

1485553626009  ^* 


Nach  der  zuerst  gezeigten  Methode ,  obwohl  sie  schon  um  Vie- 
les kurzer  als  die  durch  3a^6a:^-f3a6^a:-|- 6^  bezeichnete  ist,  sind 
demungeachtet  zur  Berechnung  von  n  geltenden  Wurzelziffern  noch 

3+4+5+.  .+»1+1= o      >   "^ch  der    zuletzt   angegebenes 

aber 5  welche  bei  jeder  Theilrechnung  bloss  vier  MttltipKcatfoneqk 
erfordert,  nur  4(n— 2)+3=4n— 5  Producte  zu  bilden,   wo  in  bd« 
den  Fällen  die  eigentlich  immer  nur  die  letzte  Wurzelziffer  betreC* 
fenden  Yerdoppciungen   und  Verdreifachungen  der  Wurzel    nicU  . 
mitgezählt  worden  sind.   Man  erspart  daher  bei  nmaliger  Wunel*  .| 

ausziehung  die  Berechnung  von    ~   '    —  Producten.  Ans  diee«B 

Grunde  dürfte  das,  soviel  der  Einsender  weiss,  bisher  noch  ntdil 
angewandte  Verfahren  einige  Beachtung  verdienen  und  sich  tM^ 
leicht  zur  Aufnahme  in  die  Lehrbücher  der  Arithmetik  eignen.     *^ 


«1 
t 

I  ; 


ir« 


'I 
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III. 

I^erscbiedene  mathematische 

Bemerkunf^en. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Stegmann 

an  der  Universität  zu  Marburg. 


L    Ueber  die  mechanische  Construction  der 

Lemniscate. 

Der  geometrische  Ort  ftir  die  Fusspunkte  alier  Perpendikel, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  einer  Hyperbel  auf  die  Tansenten 
derselben  gefällt  werden  können^  ist  bekanntlich  eine  schleifen- 
fönnige  Gurve,  von  den  Schriftstellern  vorzugsweise  ^»die  Fuss- 
punkteneurTe  der  Hyperbel^'  genannt,  mit  einer  Gleichung 
▼om   vierten  Grade 

awitfcheu  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y ,  wobei  die  Ab- 
flcissen  x  auf  der  Queeraxe  der  Hyperbel  von  dem  Mittelpunkte 
derselben  an  gerechnet  werden  und  wobei  a  die  halbe,  Queeraxe, 

edie  halbe    Nebenaxe   der    Hyperbel    bedeutet  *).     Setzt   man 
ier  a;=tccosi^,  i/  =  t£sinif;,  so  erhält  man  die  Polargleichung 

tt*  =  er«  cos  ^— jS^sin  if;^. 


^)  Man  kann  über  die  Fnsspnnktencunren  der  Kegelschnitte  über- 
haupt eine  Abhandlung  in  Crelle^s  Jonmal.  Bd.  XX.  S.  SS.  von  Herrn 
Rndolf  Wolf  in  Bern  nachsehen,  worin  jedoch,  was  die  Fnsspunkten- 
corve  der  Ellipse  anbetrifft,  die  inr  Gleichung 

««  =  a«  cos  yr*  +  ß^  sin  v* 

hinzugefügte  Bemerlcunr  (S.  90.) :  Dies  sei  „eine  durch  die  Untersu- 
chungen Qß*  Herrn  Homtii  Gauss  schon  bekannte  Form  der  Ellipsen- 
gleichung'', nicht  so  zu  verstehen  ist,  als  wäre  die  gedachte  Fusspunk- 
lencorve  selbst  eine  Ellipse. 

Theil  Tin.  4 


i^'+sV- 


■st.  nehn 

I  und  die  Fusxpu  nieten  cor  ve  geht,  wie  liieraus  ersichtlich  ist,  in  die 
|&  Bemeine  Leniniscate  iiher.  Nun  hat  Herr  Dr.  Huedenicanip 
in  dem  dritten  Theile  diesoa  Archiv«.  Seite  4O0.  folgende  meeha- 
mnclie  Construttion  für  die  tV^spunktencurve  der  Hyperbel,  altio 
lamentlich  auch  für  die  J^eniniscate ,  bekannt  gem.icht.  „Denkt 
sich  iivei  i^eii'be  Kreise,  deren  ]llittel|iunl((e  Cniid  C  «leien, 
tnd  bewegt  eine  gerade  Linie  gleich  der  Axe  CC  so ,  das« 
Jeren  Endjiunkte  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den  Peri- 
iherien  der  beiden  Kreise  beivegcn,  sn  beschreibt  die  Mitte  der 
dnie  CC  die  Fusspunktcncurve  einet  Hyperbel ,  deren  Gleichung 


«♦•■ 


-(^.^ 


siaiii*^ 


t,  wobei  r  den  Riidius  der  Kreise,  d  die  Entfernung  der  Mittel- 
inkte und  u  den  Radius  Vector  der  Curve  vorstellt.    Macht  man 

I  wird  die  Curve  eine  Leniniscnte. " 

Diese  Entdeckung  inuss  in  doppelter  Hinsicht  interessant  ge- 
iknnt  werden.  Denn  einerseits  macht  die  Constriiction  der  id 
[ntersucliung  stehenden  Cnrven  auf  die  hier  gelehrte  Art  weit 
eniger  Mülie ,  als  wenn  man  einzelne  Tangenten  an  die  Hyperbel 
instruiren  und  die  Fusspunkte  der  zugehörigen,  vom  Mittelpunkte 
Sirauf  gelallten  Perpendikel  bestimmen  wollte.  Zweitens  aber, 
»11  diese  Curven  alsdann  durch  einen  Punkt  (den  Halbiningspunkt 
>n  if)  beschrieben  werden,  der  mit  zwei  andern,  auf  gegebenen 
rven  fortrückenden  Punkten,  nämlich  den  Endpunkten  von  d, 
t  verbunden  ist,  so  l.^isst  sich  die  von  Chasles  und  Äbel- 
anson  ersonnene  und  vor  einiger  Zeit  von  mir  erlSuferle  Me- 
lode  *)  zur  geonietrisciien  Oonstruction  der  Tangente ,  Normale 
und  des  Krümmungshalbmessers  sehr  bequem  anwenden.  Allein 
hei  einer  genaueren  Prüfung  fand  ich,  dass  die  obige,  von  Uae- 

j„„i :   aufgestellte    Gleichung  nicht    ganz    richtig  ist,    da«a 

r  Divisor  4  in  den  beiden  Gliedern  links  Vom  Gleich- 
1  beide  Male  weggestrichen  tverden  muss.  Die  folgende 
rird  diese  Behauptung  rechti'ertigen. 

}  Abacissen  ;r  auf  der  Axe  CC  nnd   zwar    vom 
^tolbiruDgspnnkte  dieser  Axe  an  tzfihlen  ,  und  wenn  wir  den  nScheit- 
"Jeeeiien  Scheiteln  der  beiden  Kreise  C  und  C  beziehungsweise 
B  Abscisseii    I  und  — ^  zuschreiben,    so    hat   der   Kreis    C  die 
SIeichung 


nämlich  de 
heitszeichei 
Rechnung  ii 
Wenn  v 


f 
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und  dem  Kreise  am  C  entspricbt  dieGleichang 

=  --2r(:r+|)-(:r+5)«. 

^eoD  wip  daher  die  sich  bewegende .  Gerade  in  einer  beiie- 
g6R  «Stellvne  fixiren  und  unter  ^Ts  und  y«  die  Coordinaten  desjeni- 
gen Sadpunkts  verstehen ,  weicher  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
C  rcilit,  und  unter  ^uyi  die.  Coordinaten  ihres  andern,  auf  dem 
Kreise  U  befindtichen  Endpunkts,  so  bestehen  die  Gleichungen 

(2)  yi=±V-2r(a:i+ö-(^i+l)^. 

Xs  sei  nun  ferner  die  constante. Länge  der  sich  bewegenden 
Geraden  gleich  dy  wobei  wir  grosserer  Allgemeinheit  wegen  noch 
nicht:  <{=  C(7=2(§-|-r)  roraussetzen  wollen,  so  ist  jedenÜEdls 

(3)  (yr-yif  +  (^2-^i)*  =  ^• 

Endlich  muge  der  Halbiruns^spunkt  der  sich  bewegenden  Ge- 
raA^n  bei  der  angenommenen  Stellung  die  Coordinaten  x  und  y 
hab^n,  so  ist 

(4)  ar=^(.T2+ari), 

(5)  y  =  2^*+'^^^' 

O^d  man  wird  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  für  die  vom  Hal- 
byrangspunkt  beschriebene  Curye  gewinnen,  sobald  es  gelingt  aus 
diesen  mnf  Gleichungen  (1)  bis  (5)  die  vier  Grössen  Xi^  x^y  yi,  y% 
2a  eliminiren. 

Die  Gleichung  (4)  giebt  aber 

a:2=2a: — x^y 

also 

x^^Xi  =2(a:— OTi), 

und  mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  aus  (3)  den  Werth 

y^-yi  =  ±  Vd«-4(a>-.;^i)a; 
aber  wegen  (5)  ist 

:  2^2  +  2^1  =%> 

i- 

daher  wird 

4  1* 
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yi=yT2  Vd*— 4(a:— .Ti)». 

Stellt  man  hiermit  die  Gleichangen  (l)nDd(2)  zufiammeo,  soer- 
hellt»  dass  es  nur  noch  darauf  ankommt,  aus  den  beiden  Gleichiiiq;eii 

(6)      [       1    ^ ^       ^ 

V 
die  partikularisirende  Grosse  or^  zu  eliminiren. 

Quadrirt  man  aber  und  addirt,  so  erhSlt  man 

also 

oder 

(7)  ^«+3(Hjd«-S«=  2(r+|)(^-;i;i-Ö, 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (6),  nachdem  man  sie  quadrirt  ImA 
von  einander  subtrahirt,  so  ergiebt  sich  sogleich 


.1 


y  V  d*—i(x—Xi)^  =  2rx— 2a;«+2ar(x,+|) 

=  2rar — 2a:  (a: — ^a^j  — |). 

Substituirt  man  nun  hier  die  aus  (6)  fliessenden  Werthe 

2  (ar-ar,-!)  = ^^ , 

2(a>-a:,)= —^ ; 

so  hat  man  folgende  Gleichung: 
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oder 

(8)     1  1 

Sie  ist  Tom  sechsten  Grade  und  entspricht  dem  allgemeinsten  Falle. 
Sobald  aber 

d=  CC'  =  2(r+|) 

angeDommeo  wird,  so  geht  (8)  über  in 

und  nun  kann  durch  [icP — (^*+y*+4-<P— i^)]  auf  beiden  Seiten 
diFidirt  lyerden»  wodurch  sich  ergiebt: 

d.  h. 

oder,  gehörig  geordnet: 

(9)  (a:*+y«)*+  («P— r»)y«— r«a;«=0. 

Dies  ist  die  verlangte  Gleichung,  welche,  wie  man  sieht,  der 
:  Fussponktencurve    einer  Hyperbel  angehurt  und  durch  die  Sub- 
stitutioo 

x=iu  cos  ilf ,  ^  =  u  sin  ijf 

'    sofort  in 

!«•=  r«  cos  t})« — ((P^-^  sin  t/;* 

transformirt  wird. 


II.    lieber  die  sogenannte  Neoide. 

In  einer  pädagogischen  Zeitschrift  kam  mir  neulich  ein  Artikel 
xa  Gesicht,  worin  Jemand,  um  seine  Leser  an  transcendente 
CnnreD  zu  erinnern,  beispielsweise  den  Namen  Neoide  aufführt. 
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I 

Dem  grOssten  Theil  der  Geometer  dürfte  zwar  unter  dieser  Be- 
nennung keine  bestimmte  Curve  bekannt  geworden  sein,  das  Ver- 
ständniss  wird  aber  dadurch  moglichgemacht,   dass  auf  Bare 's 
Lehrbuch  der  Mathematik  (Wien.  183§.)   Bezug  genommen  wird, 
worin  sich  allerdings  (Bd.  111.  S.  241.)   der  Beleg  findet.    Allein 
Burg  moss   zur  Aufstellung  dieser  Species  einer  transcendenten 
Curve  sich  haben  verleiten  lassen  durch  ganz  besondere  Umstände, 
worüber  man  sich  nicht  leicht  wird  eine  Muthmaassung   bilden 
können,  denn  weder  vor  noch  nach  Erscheinen  jenes  Lehrbuchs 
findet  sich  von  der  Neoide  bei  den  Schriftstellern, eine  Spar,  und 
die  so  benannte  Curve  bedarf  auch  in  der  That  keines  besonderen 
Namens,   vielmehr  sind  schon  von  dem  berühmten  Mathematikw 
des  Alter th ums,  dem  Vater  der  höheren  Geometrie,  ihre  Eigen- 
schaften erforscht  und   bekannt  gemacht,   und  die  Nachkommen 
haben,  um  sein  Gedächtniss  zu  ehren,   gerade  diese  Curve  nach 
seinem   Namen  benannt     VVas  Herr  Professor  Burg   CUhnt  .  dte 
Entstehung   seiner  Neoide  angiebt,  läuft  nämlich   darauf  hinaios, 
dass  der  Kadius  eines  Kreises,   während  er  sich  um  den  Mittel- 
punkt dreht,  allmählich. grosser  wird,  und  zwiur  in  direktem, YlHPr 
tiältniss  mit  dem  wachsenden  Polarwinkel  tp.    Stellt   also  r  die 
ursprüngliche  Länge  des  Radius,  entsprechend  dem  Polarwiiikni 
^=0  vor,  und  entspricht  dem  Polarwinkel  q>  =  Jt  die  Länger 4- o, '  | 
so  findet  zm-ischen  einem  beliebigen  q>  und  dem  zugehörigen  Kjft-  \ 
diu3  Vector  u  die  Gleichung  Statt 

und  gerade  so  steht  sie  am  angeführten  Orte.  Nun  ist  aber  weiter 
nichts  merkwürdig,  als  wie  man  sich  durch  diese  oft  gtebranMle; 
Gleichung  einer  wohlbekannten  Curve  konnte  necken  lassen»  vrfi 
namentlich  der  gelehrte  und  umsichtige  Professor  Burg  die  Wnlne 
Natur  derselben  einen  Augenblick  verkennen  mochte*  Zunml^snir 
bald  man  "*  '     «Ä 

""IE 

a 


t. 


setit.«  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  augenblicklicln  io 


II 


-.    •■..    ..;.■■ 

nJimlich  in  die  Jedermann  geläufige  und  zehn   Seiten  vorher  fSL 
^L)   von   Herrn    liurg   selbst  nufsrestellte   Polan^leichnng   MT. 
Archimedischen  Snirale!    I>ie  Neoide  ist  also  nichts  anAHlS 
als   eine   Archime<lisrne   Spirallinie»    bei^  welcher  der    constqnlp 
Abstand  i^veier  auf  einander  folgender  Windungen  2a  beträgt. 
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III.    Ueber  die  Nabclpunkte  anf  dem  Ellipsoid. 
Auf  jedem  dreiaxigen  Ellipsoid 


wobei  a^b^c  vorausgesetzt  werden  soll,  kann  man  bekanntlich 
kreis  form  ige.  Schnitte  dadurch  hervorbringen,  dass  man  die 
schneidende  Ebene  durch  die  mittlere  Axe  2/>  unter  einem  sol- 
eben  Neigungsfiinkei  ^  gegen  die  Ebene  XY  legt,  dass 


ist    Die  Coordinaten  desjeni^n  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoidti 

feleeenea   Punkts,   io  ivelchem  ein  solcher  Kreis  sich  mit  der 
nrch  die  Azen  -  2a  und  2c  bestimmten ,    in  der  Ebene  XZ  lie- 
geodea  Ellips^  durchschneidet,  sind 


(1)  yi  =  0,        


Im  Gänsen  giebt  es  natürlich  vier  solche  Punkte,  von  denen 
je  zwei  io  einem  Durchmesser  der  Ellipse  (2«,  ^*)  liegen. 

Es  giebt  aber  auf  dem  dreiaxigen  Eflipsoid  auch  vier  Punkte, 
io  TFelcfaen  die  Flftche  eine  sphärische  lyrflmmune  besitzt,  so 
dass  rings  herum  alle  Nornialschnitte  gleich  grosse  Krflmmungs- 
Italbmesser  haben,  und  diese  Punkte.,  die  sogenannten  Nabel- 
punkte  vonibilics)  liegen  ebenfalls  auf  dem  Umfange  der  Ellipse 
t2a,  2c').  Man  weiss,  dass  die  Existenz  so  wie  die  Ausmittelung 
lieser  Punkte  von  der  Auflösung  der  Gleichungen 

•Uifiogtf    von  denen  die  dritte  jedesmal  eine  Folge  der  beiden 
uidnm  ist  9  iiad  wobei  in  herkömmlicher  Weise  durch  //,  f ,  r,  <,  I 

dis  partiellen  Differentialqsotienten   --,      *,    ■      ,     f~zr*  TT« 

vorgestellt  werden  *).    Auf  das  Ellipsoid 


*)  Vergl.  z.  B.  Canchv  Applications  du  Calc.  infinite«,  a  la  Geo- 
■letrie.  Le^.  \1X.  p.  354.  Leroj  AnalyL  Gevin.  §.  397.  und  §.  429. 
Hoigno  Calc.  diff.  et  Calc.  mt^gr.    T.  1.  Le^.  XWIV.  p.  3ri. 


S6 


,»'•"  ..a 


"^  6»  ^  c» 
bezogen,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form 


1244. 3 


n 


("'-&")  r^ 


nnd  man  erhält  daraus,  mit  Rücksicht  auf  die  gei;ebene  Gleich ang 
des  Ellipsoids,  für  die  Coordinatcn  eines  Nahelpnnlites  die  Werthe 


H   a» — c* 


Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  Jen  bei  (1)  aufgeetellten 
führt  nun  zu  einem  interessanten  Lehrsatze.  Um  diesen  aber  mit 
grüsserer  Leichtigkeit  entwickela  zu  können ,  will  ich  den  geneig- 
ten Leser  ersuchen,  sich,  wenigstens  in  Gedanken,  folgend«  ein- 
fache Figur  zu  entneifeo.  Eine  halbe  Ellipse  stelle  den  durch 
die  Coordinatenebene  XZ  hervorgebrachten  ellifitischen  Haupt- 
schnitt mit  den  Axen  2a  und  'Je  vor,  ihr  Mittelpunkt  sei  0,  und 
an  die  Endpunkte  der  grossen  Äse  2a  seien  die  Buchstaben  A, 
A',  an  den  Endpunkt  der  Halbaxe  c  sei  C  gesetzt.  Nun  nehme 
man  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AC  einen  Punkt  M  an,  wel- 
cher den  Scheitel  eines  kreisförmigen  Schnitts  vorstellen 
mtige,  und  falte  das  Perpendikel  MP  auf  OA,  so  dass  den  Glei- 
chungen (1)  za  Folge 

0/>=+;r,  = 

MP=       2i   = 

sein  soll.  Ferner  nehme  man  auf  dem  elliptischen  Quadranten 
CA'  einen  Punkt  N  an,  welcher  den  auf  diesem  benachbarten 
Quadranten  gelesenen  INabelpunkt  vorstellen  muge,  und  falle 
das  Perpendikel  ~NQ  auf  OA',  so  ist  den  Gleichungen  (2)  zu  Folge 


OQ  =  ~x^ 


T   «*  — c* 
*   ar — c* 
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Es  besteht  also  die  Gleichung 

OPxMP=OQxNQ, 

oder  die  Proportion 

0IQ:MP=:0P:NQ. 

Dies  sind  aber,  wie  allgemein  bekannt  ist,  die  charakteristi- 
schen Relationen ,  welche  zwischen  den  Coordinaten  der  Endpunkte 
zweier  conjugirter  Diameter  in  der  Ellipse  Statt  finden;  wir  haben 
also  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  man  einerseits  den  auf  dem  elliptischen 
Quadranten  |^'S4  gelegenen  Scheitel  eines  kreisför- 
migen Seh  nitts,  andererseits  den  auf  deip  benachbar- 
ten Quadranten  |~|W  gelegenen   Nabelpunkt  mit  dem 

Mittelpunkte  des  Ellipsolds  y  erb  in  de  t,  soistdereine 
dieser  Semidiameter  mit  dem  andern  conjugirt. 

Mit  Anwendung  dieses  Satzes  würde  man,  sobald  es  darauf 
ankäme^  die  Formeln  (2)  für  die  Coordinaten  eines  Nabelpunkts 
möglichst  bequem  zu  reproduciren ,  und  wenn  man  auch  die  For- 
meln (1)  erst  entwickeln  mfisste^  folgende  einfache  Rechnung 
zu  machen  haben.    Da  der  durch  die  Axe  26  und  den  Punkt  M 

fehende   Schnitt  des  Ellipsoids  ein.  Kreis  sein  soll»   so  muss 
>ilf»=6«,  d.  h. 


V  +  z,«  =  Ä«, 


aber  auch 


seiD.    Hieraus  erhält  man 


«ri-U  =  *!_ 


'.'(^b) 


C« 


1, 


also 


.2 


V6«— c 
; 
a^ — c 

aad 


also 
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Nqd  i«t  zu  Folge  der  bekanDtea  Eigenschaft  cettjogirter  Dia- 
fiieter  und  ohne  Rficksieht  aof  das  Yorzelcheo  der  Coordinaten 

j^:  ZiZiza:  c, 
Xi',  z^=z  a:  c; 

folglich 

welches  die  verlangten  Formelo  sind 

Dem  vorher  gefundenen  Lehrsatze  iSsst  sich  jedoch  auch  noch 
eine  andere  Seite  abgewinnen.  Alle  das  Eilipsoid  schneideDde 
Ebenen,  weiche  nicht  durch  den  Mittelpunkt  Ogehen,  aber  iiaral- 
lel  zu  der  durch  26  und  M  gelegten  Ebene  sind,  liefern  hekaont- 
Üch  lauter  kreisffirmige  Schnitte,  und  da  die  an  die  Ellipse  AC2t 
im  Punkte  TV  zu  construirende  Tangente  vermöge  der  Eigenschaft 
conjugirter  Diameter  parallel  mit  OM  läuft,  so  muss  offenbar  die 
in  iv  an  das  Eilipsoid  zu  legende  tangirende  Ebene  mit  den  Ehe* 
Den  der  gedachten  kreisförmigen  Schnitte  gleichfalls  parallel  ans- 
fallen.  Deshalb  steht  ein  in  j^  auf  diese  tangirende  Eoene  enrich« 
tetes  Perpendikel  senkrecht  auf  allen  diesen  kreisförmigen  SchnHteB, 
und  man  kann  daher  sa^en:  ein  Nabelpunkt  auf  dem  ElNp» 
soid  ist  zugleich  ein  solcher  Punkt,  dessen  Normal- 
linie  perpendikulär  auf  den  kreisförmigen  Schnitten 
steht,  welcher  Satz  sich  auch  umkehren  lässt 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  man  für  den  Krämmongs- 
halbmesser  an  einem  Nabelpunkte  de«  Ellipsoids  den  einfachen 
Ausdruck 

ac 
flndet. 


KW, 


■  Bestimmung  der  ^röHsten,  in  ein  f^e^e- 

benes  Dreieck  zu  besclirelbenden 

£lllpse. 


Herrn  Wilhelm  Mösta, 

Stud.  ^r  MhÜi.  SU  Mnrbiirg. 


zweiten  Theile  dieses  Archivs.  Seite  400.,  so  wie  im 
vtcrteD  Bande.  Seite  373.,  t'iDil  vod  Herrn  Ij.  Mossbrugger 
~  _i  Au%aben,  die  Lehre  vom  Maximum  uuil  Minimum  hetref- 
tenA,  gelöst  norden,  unter  welulien  sich  auch  folgende  ßndet: 
die  erilsste  Ellipse  in  ein  gegebenes  Purallelogramm  zu  beschreiben. 
Mit  aieser  Aufgnbe  verwandt  ist  die  Bestimmung  der  grilssten,  in 
ein  cegebeoes  Dreieck  zu  beschreibend  cd  Ellipse,  welche  ich 
auf  lolgeadem  Wege  versucht  habe- 


§■   1- 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  15.)  .^ßC  das  gegebene  Dreieck,  dessen 
Seiten  a,  b,  c,  und  die  diesen  gegenüberliegenden  Winkel  n,  ß,  y 
Geissen  raligen.  \Vir  wollen  die  verlangte  Ellipse  auf  recht- 
winklige Coordinaten  beziehen  und  nehmen  desshelb  AB  als  Ab- 
scissenlinie  und  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an. 

Die  Lage  der  gesuchten  Ellipse  wird  bestimmt  sein,  wenn 
die  Coordinaten  der  Jterithrungspunkte  der  Ellipse  mit  den  Selten 
des  Dreiecks  und  somit  auch  die  des  Mittel  |iunktes  O  derselben 
bekannt  sind.  Die  Berührungspunkte  seien  M,  N,  Q  und  Ihre 
Coordinaten  beziehungsweise : 


Unser  nächstes  Ziel  ist  r 
den  VFir  mit  Z  bezeichnen  iv< 
!  dinaten,  nämlich 
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Z  =  f(a;i,  x^y  y^,  .i?3>  ^s) 

darzustellen. 

Verbiuden  wir  den  Halbirungspunkt  K  der  Sehne  QM  mit  A, 
4o  liegt,  wie  mau  leicht  einsehen  wird,  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  der  Verlängerung  dieser  Linie  AK.  Dasselbe  gilt  von  der  Linie 
BSt  welche  durch  den  Halbirungspunkt  der  Sehne  MN  gezogen 
worden  ist ;  daher  wird  sich  der  Mittelpunkt  O  der  Ellipse  als  der 
Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden  ergeben. 

Die  Gerade  AK  geht  durch  die  Punkte 


und 
daher  ist  ihre  Gleichung 


Ebenso   ergibt  sich  für  die  Gerade  BS,    da  sie  durch  die 
Punkte 

und  ^ 


y  =  o  y=     f 


gebt,  die  Gleichung 


y  =  .,+g-2c^"-''> <2) 


Xuü  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  resultirt  für 
die  ('of/rdiimieu  Aen  Durchschnittspunktes  O : 


iya(^i+aJ3)-:y3(^i+^  — 2c)f    ...  (3) 

y«(^i+^— y3(^i+«a— 2c) 

I^Vrfiltr  liiidiiri  wir  leicht: 


AfK 
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Wird  Dan  AO  bis  E  verlängert,  so  erkennt  man  anf  der  Stelle, 
das8  DE  ein  der  Sehne  QM  zugeordneter  Durchmesser  ist.    Da- 
her  erhalten  wir,   wenn  die  conjugirten  Diameter  mit  H  und  ^ 
werden,  folgende  Ausorücke: 

^^=      OK  ^ '^^^ 

Setzen  wir  hier  flir  ilOund  OJ^die  in  (4)  gefundenen  Werthe. 
so  ergibt  sich: 

2[y,(a:i+;r3)--y8(^i+^a--2c)]» 

q^>^  gya(y8'+(^i-^8)^)  (7) 

2  [y«(arji+ar|)— ysC^i  +^  — 2c)  J 


Es  ist  ferner 


daher 


tangÄ^ilf  =  -^; 


Aus  dem  Dreieck  AKM  folgt  weiter: 

jTi :  MK  ^  BlnAKff:  smMAK, 
woraus 

Bin  AKM  =^.  sinMAK, 
d.  i. 

i»Sf>>iÄrif=       .,  ^>y»  —  ...  (8) 

D^r  Inhalt  einer  Ellipse  wird   nun  bekanntlich   ausgedrückt 
durch 

Z^Z.^.n.slnAKM, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (6),  (7),  (8): 
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wo  der  Kürze  wegen 

■   • 

;^(^i+^a)-^ya(^i+^— 2c)  =  iV 
gesetzt  i«t. 

i-  2. 

In  diefler  Formel  fflr  Z  kammeD  vor  die  Grössen :  Xi,  x^^  y^, 
^Zf  .Vs*  1^^  ^''^^  ^^^  Inhalt  der  Ellipse  bestimmt  wird  durcB 
zwei  beliebifl^e^  jedoch  von  einander  unabhängige  von  diesen  fänf 
Grössen,  weil  die  Lage  und  Gestalt  einer  in  ein  gegebenes  Drei- 
eck zu  beschreibenden  Ellipse  schon  durch  ipvel  Berdjbruiigspiinkte 
vollkommen  determinirt  ist,  so  kommt  es  jetzt  darauf  an j.  Zi  als 
Function  von  zwei  indcpendenten  Variabeui,  etwa  Z=^f(a:i,y^ 
darzustellen.  Hierzu  sind  drei  neue  Gleichungen  zwischen  jenen 
fQnf  Grössen  erforderlich i  welche  man,  wie  folgte  erhält. 

Verbinden  wir  Ay  B,  C  mit  den  gegeDüberüegcnden  BerQh- 
runffspuiikten  N,  Q,  M  der  Ellipse ,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Verbindungslinien  nach  einem  Dekanaten  8at«e  in  einem  Punkte, 
und  man  hat  die  Relation: 

AM.  QC.BN=  AQ.  CN.BM, 

d-  I. 

.T|(6-:r3sec«)^=a-3  seca  {a—^(x--Xi)  •  •  •  (10) 

Ausabnlem  haben  wir  noch: 

»3=*»tangtt  ) 

ya  Ä  (c^x^  tang  ß  S 

AuM  (10)  ergibt  »M\ : 

(Sjpi— r) j|it  fa  (c^-vTi) sm ^ 


daher  au«i  (U): 

.    ^  A»Ti¥tsln«  ^^ 

*^      (a.r|-c)^+«(c^-cri)sinj5  "^    ^ 

;i^Ä  r— jn  K^^i$ß (14) 

Inderm  wir  dl«»  Werthe  Rtr  jr^.  3^»  y^  aus  (12) ,  (13)»  (14)  in 
(9)  »ubsttUuir^ii .  «MrhHitrn  wir: 

X      4»«oii»u«  ||.j  t*^-^r|)3^ (15) 

wo  V^^*jri«lii#-s«^jf«  und  IV  — 4^jfi  f  6«Mia(e-^ar|). 
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§.   3. 

Damit  nun  dieser  Ausdruck  ein  Maximum  werde,  müssen  die 
Gleichungen  bestehen: 


|l.  Im  Dach  gehöriger  Entwickdung: 


i6c«-in«[(c-x,),..i^(|D-^.y.-|-^,(c-.,)y.Qn 

=  0, 

oder  einfacher: 


Nun  ist  aber: 

Daher  iSsst  sich  die  erste  der  beiden  gefundenen  Bedingungs- 

ßeichungen  durch  ü,  die  andere  durch  or^  dividiren,  und  man  er- 
litt sobald  mit  IF  muitipiicirt  worden  ist^  die  Gleichungen 

2^1  ya—  *(c — ^i)  s^n a  =:  0, 
2^1  ya  +  26  (c — ^a?i)  sin  «  =  3cy2- 

Wird  die  erste  mit  2  muitipiicirt  und  zur  andern  addirt^  so 
ergibt  sich  sofort 


^1  —  o  ' 


sisdann  ist 
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daher  aus  (14):  Tf=c  —  ^  cos^. 


»> 


>» 


(13):  ^3  =  ^sina, 

(12) :  ^3  =  5-  cos  ß. 


Wir  haben  somit  das  interessante  Resultat  gefunden >  das« 
die  erusste  Ellipse,  die  in  ein  Dreieck  beschriebe 
werden  kann,  die  Seiten  desselben  in  ihrenMitten  hm 
rührt,  und  dass  ihr  Mittelpunkt  in  Folge  dessen  mit  dem  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  zusammenfällt. 

Der  Inhalt  dieser  Ellipse  selbst  ergibt  sich  aus  (15),  indem 
man  für  Xi  und  ^2  ^1®  ^^^^  gefundenen  Werthe  substituirt^   als: 

J  =  5— :ä Ä<? 3t  sin a. 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  ist  aber  =  ~^  sin  a.  Daher 
besteht  die  Proportion : 


2 


Dreieck  :  Ellipse  =  -^  sin « :  5 — ?, b,c.nBma 


*)  lieber  die  Bestimmane  der  g^össten  in  ein  gegebenes  VicOEtt^  wm 
beschreibenden  Ellipse,  womit  die  in  dem  obigen  Anfsatie  «ofgclftd^ 
Aufgabe  begreiflicherweise  nahe  zusammenhängt,  da  ein  Viereck  is  «fai 
Dreieck  übergeht,  wenn  man  eine  Seite  desselben  Terschwinden  liast^ 
••  m«  ehie  treffliche  Abhandlung  Ton  Gauss  in  der  mopatlidieji. 
Correspondenz.  Band  XXII.  S.  112.  und  Aufsätze  Ton  'Pfmt£ 
Mollweide  und  Schumacher  ebendas.  S.  223.,  S.  227.  und  S.  WtS 
auch  eine  Abhandlung  Ton  mir  in  dem  ersten  Theile  meiner  Beitrftj^# 
lur  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Brandenbarr« 
1838.    4.  6. 


%*J 


I 
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V. 

AnflSsiinir  der    quadratisdien   Olei 

chnniTcn   mit   imaginären 

€oefllcienl«n. 

t 

Von 

dem  Herausgeber. 


1 


Zur  Uebung  der  Anfänger  in  der  Rechnung  mit  imaginären 
Grössen  scheint  mir  folgende  Auflösung  der  quadratischen  Glei- 
chungen mit  imaginliren  CoefHicienten ,  die  ich  dem  Wesentlichen 
nach  aus  den  Exercices  de  Mathömatiques  par  Cauchy. 
4'»«  et  41'"*  Livr.  p.  79,  entlehne^  recht  zweckmässig  zu  sein. 

Wir  wollen  zuerst  die  reine  Gleichung  des  zweiten  Grades 

1)  a:2z=a  +  6V'Iir 

auflosen,  wo  a  und  b  reelle  Grossen  bezeichnen,  und  setzen  zu 
dem  Eode 

2)  x  =  p  +  qV^^, 

WO  p  und  g  ebenfalls  reelle  Grossen  bezeichnen.  Führen  wir 
diesen  Aasdruck  von  x  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  erbalten  wir 
die  Gleichnng 

ans  der  sich  zur  Bestimmung  der  Grossen  p  und  q  die  beiden 
folgenden  Gleichungen  ergeben: 

4)  p^  —  q^  =  ay  2pq  =  b. 

Wegen  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  Glei- 
chung 2)  hat  man 

oder 
Thell  Vm.  * 
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») 


^=2^  +  9V-] 


<jiitt(lrlrt  man  aber  die  beiden  Gleichungen  4)  und  addirt  sie 
(Innn  ku  einander ,  mo  erhält  man 


7) 


p'^^q^  —  ^fa^^U^y 


Ä*: 


HO  natflrIic'Ji,  weil  yf^X-q^  stets  eine  positive  Grosse  ist^  cBe 
(jiiadraiwur/el  poMÜiv  genommen  werden  miiss.  Aus  den  beide» 
Glfilrbiingon 

li«— j«  =  *,  p«+9«  =  VoHÄ* 
erglelit  Nich  nun  auf  der  Stelle  durch  Addition  und  Subtraction 


H) 


_  \fa^'\b^  I-  a       a  —  V"«H&^— « 


r= 


AIho  \A 


») 


iimi  naoh  5)  uiul  (i)  orhiilt  raun  daher  fiir  d:  die  beideo  Wothe. 


I0> 


r      I 


\^\  ii«  1 6«  I  «)* 


I 


•ii 


«Hi 


\tx 


Kii^r  A-    0   uml  «^iu  |H%siiiv<^  4  litHTert  die  Gleicbng  Ifl) 


.1: 


»-^^ 


4r  r=  I  ¥r\ 


(>\^(    >     0  \uul  ^)»  »<^Alu^^s  4  lieiVft  dH^  Gleichvi^  11) 


^s^ 


i" 


»   V      ^   '^  1 


Ifl) 


U^ 


.v;v.-\v  , 


^N9^ 
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15)  «=±(0  (1  +  %c:T). 


•^  Ffir  a=0  uod  ein  negatives  6  liefern  die  Gleichungen  10)  und 
11)  die  beiden  folgenden  Werthe  für  x: 

16)  x  =  ±j(-|)'-(-.*)V^j. 
der 

17)  a:=±(-|)*(l-V-l). 

Man  hat ,  um  alles  dtesos  richtig  zu  verstehen ,  nur  stets  f est- 

nhalten,  äass  nach  dem  Obigen  Va^-fö^  jederzeit    positiv   zu 
ehmen  ist. 

Oie  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 

18)  x^  =  V^ 
ind  also  nach  14)  und  15): 

19)  x=±(^^  +  A^V^^l) 
der 

Die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 

21)  a:«  =  —  V^ 

End   dagegen  nach  16)  und  17): 

f        23)  ^=±^_^'. 


Xr 


'^     Haben  wir  nun  die  Gleichung 

-  '       24)  ar*  +  24a:+  ß~0 

ifkulosen,  so  iSsst  sich  dieselbe  bekanntlich  auf  die  Form 

25)  0^  +  2")  ^T"" 

5  * 
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briDgeD,  und  nun  ganz  wie  die  Gleichung  1)  auflösen,    welc 
wir  durch  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

26)  a:2_(5^4y:ZI) -j;+6.|.8Vr3=0, 
so  bringt  man  dieselbe  zuerst  leichjt  auf  die  Form 

d.  i.  auf  die  Form 

15 
Setzt  man  nun  im  Obigen  a^— -j,  6=2,  so  ist  nach  1 

27)  ^-(|+2V^)  =  ±(|+2V^), 
und  folglich 

28)  X  =  1+ 2 V^  ±  (i  +2^:=!).  '  _, 


*"»» 


Also  hat  die  Gleichung  26)  die  beiden  folgenden  Wurzeln: 

X  =  |+2V^:n[-(|.  +  5fV^l)=  2, 

29)     ^         i-  _      1  _ 

a;  =  J + 2  V^-1  +  (i  +  2  V^l)  =  3 +4  V-1 ; 

von  denen  die  erste  reell,  die  zweite  imaginär  ist. 

Dieses  Exempel  ist  deshalb  lehrreich,  weil  man  aus  d4 
selben  sieht,  dass  eine  quadratische  Gleichung  mit  imaj^^iilB 
Coefßcienten  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Wurzel  haben  Ifel 
da  bekanntlich  im  Gegentheil  die  Wurzeln  einer  quadratisdbi 
Gleichung/  deren  Coemcienten  beide  reell  sind,  immer  entiwi 
beide  reell,  oder  beide  imaginär  sind. 

Eine  ähnliche  Ausführung  für  die  cubischen  Gleichungen  ■ 
imaginären  Coefficienten  wird  eine  gute  Uebung  für  Schüler 'i|p 


i ' 
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VI. 

Ver^randliingr  der  irrationalen  OrSsse 
^A  in  einen  Kettenlirucli. 

Von 

Herrn  P.  Seeling, 

£leinenterlelirer  lu  Häckeswagen  im  Regierangsbezirk  DÜMeldorf. 


L     -  §1. 

I  Vermittelst  der  Kettenbrüche  kano  man  aus  unvoliständi^^en 
utben  die  Wurzel  ziehen.  Dieses  soll  zuerst  an  einem  Beispiele 
EZahleD  gezeigt  und  dann  auch  aligemein  dargestellt  werden. 

^      Es  sei  or  =  VlO. 

Die  gr5sste  in  VlO  enthaltene  ganze  Zahl  ist  =2.    Also  ist 

Brach  -      ,         ist  kleiner  als  1.   Man  setze  denselben  =  —j ; 

1 


x'= 


VlO— 2 


gvrttr  dS'^1-    Um  den  Nenner  rational  zumachen,  inqltipliKir« 

3  3 

Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  VlOO-f  2\/10-|-4  i). 
in  erbSit  derselbe  die  Form: 

V100+2V10+4  _  V100+2V10+4 
ia="8  2 


1)    Weil  («—*). (««+«^+^'*)=ö'—Ä= 
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3 


Die  grusste  in  VlOO  steckende  ganze  Zahl  ist  4,  und  die  grosste 
in  2VlO  steckende  ebenfalls  4.    Demnach  ist  die  grusste  in 

V100+2V10+4 


enthaltene  ganze  Zahl  =6^  und 

V100+2V10+4 


" '  'jki" 


ist  also 

_A  ■  V10Q+2V10-8 

Diesen  letzten  Bruch  setze  man  =-^^  so  ist 


x^i  = 


2 


V100+2V10— 8 


Um  den  Nenner  rational  zu  machen  ^  multiplizire  man  Zähler 
und  Nenner  dieses  Bruches  mit 

(Vl00)2  +  (2v'10)a+82— Vl00.2vlO+8.VlOO+8.2vlO  «) 

=  12V100+26V10+44. 
Dann  erhält  man : 

n—  2(12Vl00-^26Vl0+44)  _  6vl00+13vl(H-22 
"^    ~       100+80-512+480  37  * 

Die  grösste  in  diesem  Bruche,  den  man  auch  so  seh  reiben  kann: 

V21600+V21970+22 
37  ' 

enthaltene  ganze  Zahl  ist 

27+28+22 


37 
Demnach  bt 


=  2. 


M  -  9  .  6V100+13V10-52 


'  2)    Weil  (a+*— <?).(««+*'+«"— «*+ac+«0  =  «'+*'— c'+3«*<;. 
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Setzt  man  diesen  Bruch  =r  — Ti}>  so  ist 


a:ni=-^ ^ 


ö\/100+13VlO-52 


Um  den  Nenner  rational  zu  machen^  multiplizire  man  Zähler 

aod  Nenner  mit  48lVl0af  1036v'l(Hl^'24  (siehe  Anmerkung  2). 
Dann  erhfilt  der  Bruch  die  Form : 

37(481V\0Q+1036i/10+1924)  _13v^l00+28vl0+62 
21600+21970-140608+131080 ""  IS 

Die  grOsste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ist 

60+60+52  _  Q 
18 ^• 

In  dieser  Weise  Icann  die  Berechnung  der  Quotienten  beliebig 
weit  fortsetzt  werden. 

Die  WurzelgrSsse  VlO  ist  also 

=  2+J— ^ 


6  + 


2+^ 


9  +  U.  8.  w. 

Die  NäheniDgswerthe  dieses  Kettenbruches  sind: 

Kettenbnichsnenner :  2  ,  6 ,    2  ,    9 ,   u.  s.  w. 

ranx.  ^L  1    2     13    28    265 

Nabemngsfrerthe :      g,  =-,  -g,  j^,   ,^3»  ^'  **  ^• 


5.  2. 

Um  das  Verfahren  übersichtlich  darzustellen ,  werde  hier  noch 
eia  Beispiel  aufgelSset. 


Es  sei: 


«  =  v..=2+(i3»r?=J,). 


[         ,  1     .  _t/361+iv'19+4_,  .  /v'361+-2v'19— 7_  J  \ 
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rMrr. 


11 

V3fl]H2vl9— 7 

• _  » 


_  V30l+3V19+1_„.  /V361+3V19— 15_   1   \ 
8 ^+V 8 TPUJ' 


w 


Ul 


8 


V*U  f  3V19-15 


_  «v'aOl  I8V19+21      ft,  ,  /3V361+8V19— 42_    1    \ 
i ^+  i^ i Päij' 


_pll„_ 1  _  190  V361 +507  V194-13Q8  _  j 

3v'3«U+8v'19-4-2  '-^^^ 


U..S.  w. 


Mt 


Die  NlilicrungMU'erthe  von  Vl9  werden  demnach  sein: 

Kettenbruch^nonner :  2,  1,   2,  63,    1,     u.  s.  w. 

MKk       ..      •♦!.         12     3     8     507    515 
Ni(herung8\^'erthe :      j,  -,  j,  j,  j^,  j^,    u.s.  w. 


§.   3. 

Obifff^s  Verfahren  soll  nun  allgemein  dareesteUt  weiden.    Es 
A  f\w^  gaiMC  Zahl*  aber  kein  Toilständiger  Kabvs.    Fer—t. « 


9^t\  die  gr(i«ste  in  \  A  enthaltene  ganie  Zahl  =  a.    Dann  Ist 


IHeee«  Bruch  $etie  man  :=  — <p  «    so  Ut 


X« 


Man  aeta»  «l**«' 


1 

_  \  .<*f  «\  j+«* 

%  A — « 

-*— ' 

.  $v^  Ut 

^=>- 

(s^ 


L). 
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oder 9  wenn  man  a^b^a^zsc  setzt. 


x'=ai  +  - —^ 


Setzt  man  diesen  Brach  =  ^-n,  so  ist 


x"  =  - 


X' 

b  _b  [(g'+c)  V^H(-^+«c)  V.4-I-C»-  aA\ 

VA'+aVA-c  AHa'A-c'-l^Ac 

(siehe  Anmerkang  2.) 

_  a^VAH(o^^+l)VA+a^^b--2a^ai-a 

_  a^VAH(aa^+l)VA+a^*A--a(aa^+l)^    ^ 

(aaHl)»— a^M  ^ 

Man  setze  (aa^+l)^^a^^A=::d,  so  ist 

^n—  a^VA'^+(aa'+l)VA+aJ^A-^a(aa^+l)^ 
X 2 

Die  grUsste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  sei  o^^.    Dann  ist 

o:    ^a    +  2 , 

oder^  wenn  man  a^^d+a(aa^+l)*— a^*il  =  c  setzt , 


Setzt  man  diesen  Bruch  =  -777 ,  so  ist 


3)  ,  Man  wird  sich  von  der  Bichtigkeit  dieser  und  der  folgenden 
Redac^oaen  nberzengen,  wenn  man  für  die  Grössen  b,  c,  d^  e  nach 
einander  ihre  Werthe  ebsetzt. 


n 


+ 


t       ^ 


I   I 


QMtie« 
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Die  Grosse  S  A  ist  demnach  gleich  dem  Kettenbnicbc : 

1 


a  + 1- 


a'+ 


a'H 


1 


a^'H 


Die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbniches  sind: 
Kettenbmehsnenner :  a,  a'«     a^^    ,  a'^',   u.  s.  w. 

Näherungswerthe:      q>  r>   7—»  —  ^  ^y   ^      ,    u.  s.  w. 


§.  4. 


Es  seien 


P      P    P' 

— -  >    —  s    — V ,   U.  S«  W. 


einige  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  von  V  i^f .     Die   zu 
denselben  gehörigen  (sie  ergänzenden)  vollständigen  Quotienten  seien 

QoyA+P^^A+Jo    QVA^+P^A+J     Qiy  A^P^y  A+J'  ,^  _„ 
50  '  "5  '  ]Di  '"•»•^• 

and  die  hierin  steckenden  grossteo  ganzen  Zahlen:  m^,  m,  m^, 
u.  8.  w.    Dann  ist 

\    p^z=zmp+p^,  q^=mg+q^;  p^^^izin^p^-t-p,  ^''=m^y^-f-gf;  u.s.w. 

Betrachtet  man  nun  genau  die  Berechnung  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  so  wie  auch  die  gefundenen  vollständigen  Quotienten, 
und  vergleicht   man  letztere  mit   den    ebendaselbst  berechneten 

NSherungswerthen  für  VA,  so  findet  man  Folgendes: 

1.  Jeder  vollständige  Quotient  lässt  sich,  nachdem  man  den 
Nenner  rational  gemacht  und  die  nöthigen  lleductionen  vorgenom- 
men,  durch  das  Quadrat  des  früheren  Zählers  aufheben. 

2.  Es  ist  allgemein  (so  weit  die  Berechnung  in  §.  3.  reicht)  ^=0^,  - 
Pszp;  J  abwechselnd  =  +  (ü^^^--^*'^*^!)  und  -—  (p^p^--^^a^A); 
und  D  abwechselnd  =  — (}>^^5^)  und  +(/?^ — tA)\  übernaupt 

.,)  _  QV  ^HPy  A^^J  _  qi  AHpV  A±(pOp^qOq^A) 
^ S  T(p^—g^A) 

wobei    die    obern   Zeichen    für   die   Näheningsbrüche   ungerader 
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Ordnung,  und  die  untern  fflr  die  Nähemngsbrüche  gerader  Ordnung 
gelten,  wenn  man  j-  als  den  ersten  Näherungsbruch  ansieht. 

Die  Richtigkeit  dieser  beiden  Sätze  in  Beziehung  auf  die  3 
ersten  voiiständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  §.  3. 
hervor.  Soli  also  ihre  allgemeine  Gültigkeit  bewiesen  werden,  so 
ist  nur  noch  darzuthun,  dass,  wenn  sie  für  irgend  einen  beliebi- 
gen vollständigen  Nenner  gelten,  dies  auch  für  den  nächstfolgen- 
den der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:  dass,  wenn   ^  ,    2,    -£> 

drei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  fiir    V^   sind,    und 
wenn  der  zu  ^  gehurige  vollständige  Quotient 

^>,.  -  gV  ^'-fy  V  A  ±  (p>a-y  V J) 

ist,  alsdann  der  folgende,  zu  ^  gehurige ,    vollständige    Quotient 
ist    Dies  soll  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden. 


§.  5 


-(.)  _  gVA»+pVA±  (p-p^-y^M) 


.  _t.  /gV  A*+gV  A  ±  (p"p*-^'>g*A)±m(p^-q'A)_  _l_\ 

T  (p'-q^'A) 


aK»fi)= 


9  V  A*+pV  A  ±  {p"p^—q-q*A)  ±m  (p^—q^A) 


Der  Nenner  dieses  Bruclies  wird  rational  gemacht  nach  der 
Formel : 

(a+6±c) .  (o«+*Hc*--o*T«cT*c) = nH6'±c'+3a6c. 
Man  erfaSit  dann: 
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.N 
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Ehe  wir  zur  Reduction  dieses  Braches  schreiten^  bedenken 
wir,  dsLSS  im  vorliegenden  Falle  (siehe  Egen's  Handb.  d.  allgem. 
Arithm.  Tbl.  I.  §.  269.)  pg^^—p'^q^Tl.    Daraus  folgt: 

1)  p^-^^p^g^Tp^ 

;'*+pVy=TpV  •    .    •    ^ W 

2)  pq''q^A—p''q^A=Tq^A 
pq^'f/A-^^'q^A  ±  q^A  =0 

q^A±pq''q^A—±pq^A (») 

3)  /iV^-/^Vy"9^*'V=+l (I) 

—>>pyq^q—l  =— /?«7*^^«  V 
'^2p''p^q"q\4'-^qA=-'p^q^^qA'-p"^pq^A (€) 

4)  Aus  (I)  2/>>7V+l=/'*^/"Hi»*^V  (m't  T3w/i*^^  multiplizirt) 

5)  2p>g«i/+l  z=p^q^Hp''^^  (mit  ±3/w/?^4^2  multiplizirt) 

■ 

6)  p^q^^-Spp^q"^q+Sp''^pq'*q^-^''^q^=Tl (II) 

(I)  mit  3p®^  multiplizirt,  gibt: 

3/>  V7»2y--6p«2;>7  V+3^^  V— 3p"y  =0  ...(ni) 

(II)  +  (lll)  ;?3y»H2p"  V"~3p'^/>^"7*--3p*'^  =  Tl 

3/?">(y«^H3/>  •^Tl^/'^y^H^p^^y^  (mit  +/?M  mult) 

+3po2p4^«^2^^p3;,o^3^^_,^3^|_.:p^6^oS^:f2p«ap3^5^...(© 

7)  (l)  mit  3/?7«  multiplizirt  gibt: 

3,^3^ O3_^^^o^2y02^_,.3^  :9pq0^2^^^o ^ Q  ...'(IV) 

(IV)  —  (II)  '2p\^^+p^^q^—^y^q''^q—Spq''  =  ±1  i 

3py\'^q+dpq  ±l='}p^q'^+p''Y  (mit  ±^V*  mult)     i 
db3pV^/'V^^±3/^V*!/^-^H7^^^=±2;^^y"^y3i42±p«V^*-.(®)    ■ 

4 

Man  entwickele  nun  die  einzelnen  Grossen  im  Zähler  und  \ 
Nenner  des  obigen  Bruches  (Z) ,  indem  man  jedoch  den  Faktor  "  i 
ij:  (pX^^A)  für  sich  bestehen  lässt.    Dann  setze  man :   in  •  den     I 

Coefficienten  von  V  ^^  »tatt  des  Isten  Theils  der  obigen  Gleichung     j 

S2C)  den  2ten  Theil  derselben;  in  den  Coefficienten  von  ^A  statt  : 
les  Isten  Theils  der  Gleichung  (®)  den  2ten  Theil  derselben;  in  I 
den  rationalen  Theil  des  Zahlers  statt  des  Isten  Theils  der  Glei- 
chung (S)  den  2ten  Theil  derselben,  und  endlich  in  den  Nenner 
statt  des  Isten  Theils  der  Gleichungen  (15),  ((5),  (g)  und  (®) 
den  2ten  Theil  dieser  Gleichungen.  So  erhält  man  einen  Bracpi 
von  folgendem  Zähler  und  Nenner: 
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Dieser  Bruch  leduciit, «ich  auf: 

■  "*     ''    '  lT(in'»'+'-!i"p'yHp'>-"'V^-2»tV^-'/"?,^i 

_  (»!?+?•)  V  AH(.mp-^p)  vAf  rp(i»p+y)'-}(iii;+0'^ 

i     ~^        ±0"'-,»j)       ■""■ 

Uod  dieses  ivar  zu  betreisen. 
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§.  6. 

Aus  der  Berechnung  in  §•  3.  und  §.  5.  geht  unmittelbar 
hervor 9  dass  D  und  J  iinmer  ganze  Zanlen  sind.  i>  Ist  aber 
auch  immer  positiv.    Denn : 

1.  Ist  ^  ein  Näherung[sbruch  ungerader  Ordnung^  so  ist 
/)= — {p^ — q^A).  Alsdann  ist  aber  (da  der  erste  NlHierungsbruch 
^  zu  klein  ist)  2^<V^;  folglich  ^<^,  und  />3<^M;  also  D 
positiv. 

2.  Ist  hingegen  ^  ein  Mäherungsbruch  gerader  Ordnung «  so 

ist  />=  +  (p3— ^M).    Dann  ist  auch  ^  >  V  J;   folglich  ^  >  ^1, 
und  p'>^'^;  also  D  wieder  positiv. 

Anders  verhält  es  sich  mit  J. 

1.  Ist  ^  ein    Näherungsbruch    ungerader    Ordnung  y    so    ist 

£-  S  £;  also  ü°>  22-,  und  ^  >  5L  .      Dieses,    multiplizirt  mit 
q         9  9  P    ^9 

p^'^q^Ä  (siehe  oben),  ^ihi  p^ p^  =  q^ q^ A. 

2.  Ist  2  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung ,  so  ist  ^  <2  ; 

also  ü®  <J^y   und  £-<?-.    JDieses,  multiplizirt  mit  »'  >  ö'-^l, 
9         ^    P       9 

gibt  wieder  p^p^  =  q^  q^  A, 

Da  nun  J=^4:ip^p^ — q^q^A),  so  kann  /  in  beiden  Fällen  po- 
sitiv, oder  =0,  oder  negativ  sein  ^). 


§.   7. 

3 

Der  die  Grosse  VA  ausdrückende  Kettenbruch  ist  nie  ein 
periodischer.  Denn  dap^>jo,  p^^^p^,  u.  s.  w.,  und  q^^q, 
^^^>  qty  u.  s.  w. ;  so  kann  nicht  derselbe  vollständige  Quotient 
zweimal  vorkommen.  Auch  können  nicht  2  vollständige  Quotienten 
einander  gleich  sein,    Denn  wenn  etwa 


4)  In  allen  Zahlenbeispielen,  die  ich  bisher  auflöste,  fand  ich  nur 
im  zweiten  vollständigen  Quotienten  J=zO,  und  dieses  auch  nur  dann, 
wenn  A  von  der  Form  (;;— 1);;^.  Es  gelang  mir  indessen  noch  nicht, 
diesen  Satz  als  allgemein  gültig  zu  erweiten. 
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■q^A) 


TO» 


T(?'/-9/4) 


sein  sollte,  so  müsste  letzterer  Bruch  sich  so  Terkleineru  lassen^ 
dass  er  die  Form  des  ersteren  erhielte.  D«a  aber  (s.  Egen.  6.2710 
pj  and   q^  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben  ^  so  sind  auch 

^,  und    p?>  und,  da  f^^A  ein  Vielfaches  von  q^,  auch  ^.  und 

j9  3 — qfr^^  iBCommensurabel.    Obige  2  Brüche  sind  demnach  nicht 

auf  einerlei  Form  zu  bringen,    können  also  auch  nicht  einander 
gleich  sein. 

Aus   diesem  Allen  folfft,  dass  nicht  eine  gewisse  Reihe  von 
Ketten bruchsnennern  periodisch  wiederkehren  kann. 


§.   8. 

Das  in   §•  1*   dargestellte  Verfahren  wird  jetzt  bedeutend  ab« 

gekürzt   weraen   können,    wenn   man  gleichzeitig  die  Näherungs- 
rQche  entwickelt.    Etwa  auf  folgende  Weise: 


TheQ  Vm« 


1 


II     II 


s 

L 

8  "* 

1 

5 
+   !t 

+ 

+    w 

+ 

"J„  y»  S.I-  Ij-  "d-  1:!-  «1- 


S      !3      S 


II  II 
+  I 

|| 

Ü 
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II  II 

+ 
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:gs 

kf 

1   »' 

gi_ 

iii 

f:i 
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11 

M 

S 

to^  b^  b^ 
II  II  II  II  II  II 
\  +  +i   I  + 


!£   ££ 

41 

1^  if: 

II  * 

SiT  '"^ 

"11 

II  II 


^r 


Die  grüsste  Schnierigkcit  bei  dieser  BerechDuog  ist,  die  tu 
QV  A^  und  in  PyA  entlialtenen  grüssten  ganzen  Zahlen  zu  finden. 

Es  ist  aber,  wenn  £  ein  Näherungsbruch  ungerader  OrdnoDe, 
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v'^«_Hl-i<|l^.  und  ,U^-pU<'^- 

I 

Ebenso  wird  bewiesen^  dass 

8  3 

Da  nun  ^^^>  y^,  7^^^>V^^,  u.  s.  w. ;  so  ist 

3  3  .1  .1 

^  A     \  A      \  A  ^  A 

^i/  qi        fjtii       qii 

folglich  werden  die  Unterschiede  zwischen  Q\  A'^  und  P\' A, 
abgesehen  von  den  Zeichen ,  innner  kleiner.  Dah^r  werden  die  in 
diesen  beiden  Grössen  enthaltenen  grnssten  ganzen  Zahlen  gar 
bald  einander  gleich  sein  (in  ohiger  Jierechnung  z.  13.  schon  bei 
^'Oj  wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  eine  derselben 
zu  suchen  und' dieselbe  doppelt  zu  nehmen  hat. 


Man   kann    die  irrationale  Grösse  VA  noch  auf  eine  andere 
Weise    in    einen    Kettenbruch    verwandeln.      Setzt  man   nändich 

a;^=V  A',  so  ist  .r'*=^l,  und  .r^ — ^=0.  Vervollständigt  man 
diese  Gleichung  durch  die  Glieder  iO..^^  und  4:0..t;  so  kann 
dieselbe  diese  4  Formen  erhalten: 

Die  Iste,  2te  und  4te  dieser  Gleichungen  enthalten  jede  2  Fol- 
gen und  eine  Abwechselung  der  Zeichen;  die  3te  aber  3  Abwech- 
selungen. Dieser  Widerspruch  deutet  auf  imaginäre  Wurzeln.  Dem- 
nach hat  die  Gleichung  o:»  — J=:0  (Egen.  Tbl.  11.  §.  404.  Folg. 
2.  und  4.)  nur  eine  reelle,  und  zwar  eine  ])ositive  Wurzel.  Sucht 
man  die.se  (welche  im  vorliegenden  Falle  irrational  ist)  näherungs- 
weise nach  der  Methode  von  Lagrange  (Egon.  §.  458.  flf.) ;  so  wird 

dadurch   die  Grösse  V  A  in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Angenommen,  die  Gleichung: 

(I)    Ex^^Fx'^^Gx^II^Q 
habe  nur  eine  reelle,  und  zwar  irrationale  Wurzel,  und  diese  sei  ent- 

halten   zwischen   r  und  r  -J- 1.     Setzt  man  dann  :?:  =:  r  -f  — -   (wo 

x^ 

x^^  1    sein   wird) ,  und  ordnet  den  Werth  der  Gleichung  (I)  nach 

den  Potenzen  von  x^i  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(11)    E^x^^  +  F^x^^  +  G^x^  +  //J=  0. 

6  * 
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Durch  wirkliche  Berechnung  findet  man: 

* 

Fi=z3Er^  +  2Fr+G, 
G'  =  3Er  ^  F, 
Hi=E. 

Der  Coefficient  E^  drückt  den  Werth  der  Gleichung  (I),  r  für 
a:  gesetzt,  aus.  Da  nun  r<j:.  so  wird  E^  stets  negativ  sein. 
Soll  also  In  der  abgeleiteten  Gleichung  (II)  das  erste  Glied  positiv 
werden  >  so  muss  man  alle  Zeichen  derselben  in  die  entgegenge- 
setzten umändern. 


§.  10. 

3 

Nach  dieser  Methode  soll  nun  V4  in  einen  Kettenbruch  ver 
wandelt  werden.    Man  hat  also  die  Gleichung: 

Hier  ist  £=1,  F=0,  G=0,  H=z — 4,  und,  da  x  zwischen  1 
und  2  liegt,  r  =  l.  Demnach  ist  (§.  9.)^£:'=— 3,  F^=3,  G^=3, 
H^=.\.  Die  abgeleitete  Gleichung  wird  also  sein ,  nachdem,  man 
die  Zeichen  verändert : 

3a:l3  — 3ar^2  — ar^— 1=0, 

» 

Durch  Tatonniren  findet  man  leicht,  dass  x^  zwischen  1  und  2  ent- ' 
halten   ist.    Sieht  man   nun   diese  Gleichung  wieder  als  die  erste 
an  und  setzt  also  J5J=3,  F=— 3,  G  = — 3,  H=: — 1  und  r=::l; 
sjo  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die  zweite  abgeleitiete  Gleichung: 

4i;i/3__ea;^i— 3=0. 

So  fortfahrend  gelangt  man  nach  und  nach  zu  folgenden  Resultaten : 

1 


ar3— 4  =  0  X      =1  + 


xi 


^1   .     1 


x^i 
1 


3^/3_3^/2__3ar^_l=:0  x^    =1  + 

4a;//3— 6a:^^-.3=0  x^i  =1+    „, 

5;j;///3_6^///2_  12^:^/1-4=:  0  x^i^  =2  +  -1 


X 


IV 


12a:/^3_24a:^r2_24ri^— 5=0  x^V  =2  +  -1, 

53a:^3_24;r^a_48-jr_i2r=0  .r^=l+    ^ 


X 


VI 
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31a:^J»— 63a;"a_i35a;f'/_53=0  a:"z=3+    * 


x^i' 


18&F"«— 324a?^'«— 216ar' "— 31=0     «^  "=2  +  --Irr, 


u.  a.  w. 

Es  ist  also 

i  1 

V4=l  +  — 


1+i 


1+i 


2  +  i 


2  +  i 


1  +  1 


3  +  i 


2+  u.  s.  w. 

Dasselbe  Resultat  wurde   schon  in    §.  8.  auf  andere  Weise 
gefunden. 


§.    11. 

3 

Es  sei  allgemein  ar  =  V^,  also  a;^  —  ^=0.  Ferner  sei  x 
zwischen  a  una  tt-|-l  enthatten.  Dann  ist  E=l,  F=0,  C=rO, 
H=—Ay  und  r  =  a;  folglich  (^.9.)  £^  =  «3—^,  F^  =  3a^ 
Cr^=3a,  W-=z\,  Demnach  ist  die  erste  abgeleitete  Gleichung, 
oachdem  die  Zeichen  geändert  worden: 

Angenommen,  x^  sei  enthalten  zwischen  a^  und  a^-\-\.  Man  be- 
trachte ferner  die  Gleichung  in  x^  wieder  als  die  erste,  und  setze 
also  E=zA—a^y  F=Sa^,  G=—Za,  H=--l,  und  r  =  a^. 
Dann  erhält  man  ebenso  die  zweite  abgeleitete  Gleichung : 

[l+3aaH3a2a'2_(j_o3)  rt/3]^/i3_  [3(^_ß3)  a/2__öa2«/— 3a]a:^^2 

—  [3(J— a3)  a^-3a2]  ar^^— (^—«3)  ~  q. 

Diese  reducirt  sich  auf  folgende : 

— 3[a^(^— a3)  — a2]a:^i— (^-a3)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  abermals  als  die  erste  ansehen, 
indem    man    annimmt,    dass    x^^   zwischen  a'^  und  a^^  +  1  liege. 
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3 

u.  s.  w.    Dadurch  wird  die  Grosse  ^  A  sieh  verwandeln  in   den 
Kettenbruch : 


a^  +  i 


ai 


a^^  -f-  u.  s.  w. 


Vergleicht  man  die  in  §.  10.  ^i^efundenen  abgeleiteten  Glei* 
chungen  der  Reihe  nach  mit  den  vollständigen  Quotienten  in  §.  8., 
so  wie  die  abgeleiteten  Gleichungen  in  §.  11.  mit  den  voÜständigeD 
Quotienten  in  §.  3.;  so  ßndet  man  (die  in  §.  4.  und  §.  9.  ange-. 
nommene  Bezeichnungsweise  beibehalten)  Folgendes: 

E=D,  F=z^SJ,  G=:— 3(mOD«— J«),  H=—D^. 

• 

Die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Sätze  für  die  2  ersten  voll- 
ständigen Quotienten  und  die  2  ersten  abgeleiteten  Gleichungen 
geht  aus  §.  3.  und  §.  11.  unmittelbar  hervor.  Soll  nun  bewiesen 
werden,  dass  sie  für  alle  Quotienten  und  Gleichungen  allgemein 
gültig  sind,  so  ist  nur  noch  darzuthun,  dass,  wenn  sie  für  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  und  die  mit  demselben  correspon- 
dirende  Gleichung  gelten,  dies  auch  bei  dem  nächstfolgenden 
Quotienten  und  der  nächstfolgenden  Gleichung  der  Fall  sei.  Mit 
andern  Worten :  Sind 

n5  />^ 

zwei  zunächst  auf  einander  folgende  vollständige  Quotienten ,  und 
m  und  m^  die  in  denselben  enthaltenen  grössten  ganzen  Zahlen ; 
sind  ferner 

die  diesen  Quotienten  entsprechenden  abgeleiteten  Gleichungen; 
ist  endlich 

so  muss  bewiesen  werden,  dass  auch 

Ei=Di,  Fi=-~3JJ,  G'——Z{mD—J),  Ht=-D 

t 

sei. 

Nach  §.  5.  ist: 

D=T(p^'-q^A),  und' Di=±(pi^^q'J^A); 
--^ajzrzT^ip^p^—q^Q^^)^  und  '-3Ji=±3(pp^^-'qql^A); 
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—  3  (mD^J)  =  ±  3;;i  (;>'— f/M)  ±  3  (ji^p^—q'Uj^A) ; 

—  Z>«=T(p"^"'J),  und  —  Z>=±(;,3_^8^). 

Nach  unserer  obigen  Annahme  ist  also  auch : 

Hieraus  folst  nun  nach  §.  9.    (da  die  Grosse  r  daselbst  im 
yrliegenden  Falle  ^^zm  ist) : 


Diese  letztere  Gleichung  lässt  sich  reducircn.    Denn  es  ist : 

m"/>^  +;|0«=;> ,  und         m^g"^  +  q^<^  =  (/ 

(mit  3m/)**2  multiplizirt)  (mit  Ziiuf^  multiplizirt) 

3m**mp'^^+3mp^op''^=Smp^*p     3m<>?/i^**3+3/w70o^"«=3/rt<^**2|/. 

Hiemach  verwandelt  sich  die  Glefchung  (a)  in  folgende. 
E^  =±  (m3y>3-H>//i2;>t>^>2+3mp"2p4.^o3) 

£'=  ±  (7np+p^)^±(mq+fj^)^A , 
ÄV=±(/,/n-,,/3J), 


±3|W'»(;>"3— f/«3^l)±3(/>o«/>«2__^oo^"2j)    i 

+  3(wi2y3+2//'^/'V/*+w'V/«Hv""^^^)-^      ) 
Es  ist  wieder: 

m  p^+p'''=p,        und        m®^'^  +  ^<»«  =  7 

(mit  />"*  multiplizirt)  (mit  y«^  multiplizirt) 

,,|0^^o3  +p^^'poi=po2p  ^       m'^q''^+q'''q''^  =  q^^^q^ 


iß) 


5)  Man  Torgcssc  hier  nicht,  dass,  um  da«  Ute  Glied  der  neu  ahp;v- 
siteCcn  Gleichung  positiv  zu  machen,  iillc  Zeichen  in  die  cntgcgen^c- 
Bftsten   verwandelt  werden  raÜMtcn! 
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Hiedurch  redncirt  sich  die  Gleichung  (ß)  auf  folgende : 

F^  =  +  3p  (»np^^•)2  T  3g  (Tny+v")*^ , 
F'  =  ±  3  (pp^2  — 97'*  A 
Fi  =  — 3JI. 

III.  6?'  =  +  3m  (/>»— y»^)  ±  3  (pY^—q^q^A) , 
G^=— 3(m/>— J). 

IV.  Ä'=±(p3_yM), 
W  =  -  D. 


vn. 

Heber  f^ewisse   bei  einer  besondere! 
Klasse    astronomisclier   Au%alben 
bänfl^  in  Anwendung  kommende 

Oleichung^en. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Zuerst  will  ich  die  bekannten  Grundformeln  der  spJiSrischod 
Astronomie  bloss  mit  Hülfe  der  Principien  der  analytischen  Gren 
metrie  entwickeln ,  und  werde  mich  dabei  y  so  wie  überhaapt  fa| 
diesem  Aufsätze^  der  folgenden  Bezeichnungen  bedienen : 

Polhohe q) 

Hohe  eines  Gestirns h 

Zeuithdistanz : 

Azimuth  .  .  - co 
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■ 

Stundenwinkel    o 

DeclinatioD ö 

Polardistanz p 

Rectascension    cc 

Alle  diese  Elemente  werden  auf  die  aus  der  A8tronoiiiie  all|(e- 
mein  bekannte  Weise  genommen.  Nur  rücksichtlich  des  Azinuiths 
ma^  bemerkt  werden,  dass  dasselbe  im  Folgenden  immer  von 
■Sfiden  durch  Westen  hindurch ,  d.  i.  im  Sinne  der  täglichen  Be- 
wegung der  Sphäre,  von  0  bis  IHM*  gezählt  werden  soll. 

Um  nun  die  zwischen  den  genannten  Elementen  Statt  finden- 
den Relationen  in  vrdligcr  Allgemeinheit  zu  entwickeln ,  nehmen 
^'ir  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  als  den  Anfang  zweier  rechtwink- 
ligen Coordinatensysteme  der  a^yz  und  ^'y^'  an.  Die  Ebene  der 
jry  soll  die  Ebene'  des  Horizonts,  und  aie  positiven  Theile  der 
Axen  der  x  und  y  sollen  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  respec- 
tive  nach  Süden  und  nach  Westen,  der  positive  Theil  der  Axe 
der  z  aber  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  nach  dem 
Zenith  gerichtet  sein.  Die  Ebene  der  .r  ?/  soll  die  Ebene  des 
Aequatofs  sein,  der  positive  Theil  der  Axe  der  j-'  sei  die  Durch- 
schnittslinie der  Ebene  des  Aequators  mit  der  Ebene  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  *) ,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y'  soll 
vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  Westen,  der  positive  Theil  der 
Axe  der  z  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  dem  Nordpolo 
gerichtet  sein.  Dies  vorausgesetzt,  ist  offenbar,  wenn  die  (  oor- 
dinaten  jp,  y,  z  und  ;r',  y,  z  sich  auf  denselben  Stern  in  demselben 
tt  Zeitmomente  beziehen,  und  der  Halbmesser  der  Sphäre  immer  der 
Ijängeneinheit  gleich  gesetzt  wird,  in  völliger  Allgemeinheit: 

IX  =  cos  Q)  cos  h , 
y  =  sin  09  cosA, 
z  =  sin  A 

\     und 

Ix^  =  cos  a  cos  d , 
y  =  sin  a  cos  6, 
i'  =  sin  h. 

Mach  der  Lehre  von   der  Verwandlung   der  Coordinaten    hat 
man  aber  otFenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

xzrzaf  co%  (00'^  —  9)  —  2'  sin  («K)«  -  q>) , 
z  =  a:'sinCK)"  — 9))  +  2' cos  0)0"  —  9) 


[  41)     Der   Meridian  wird  durch  die  Woltaxc  in  zwei  Hälftrn  gcthcill, 

i      von  denen    die,   in  welcher  Siid«*n   liegt,    die  südliche,   die,   in  welcher 
liegt»  die  nördliche  Hälfte  des  Meridians  genannt  wird. 
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oder 

Ijj  =:  a/  5in  q> — z  cos  q> , 
z-=.x'  cos  9  +  2'  sin  g) ; 

aus  denen  sehr  leicht  auf  dem  Wege  gewöhnlicher  algebraischer 
Elimination  mit  Hülfe  einer  bekannten  goniometrischen  Gleichung 
umgekehrt 

|a:'=      o?  sin^-f  z  cosg), 
2'  ==  — X  cos  tp -{- Z  fSiW  tp 

erhalten  wird. 

Führt  man  nun  In  diese  beiden,  Systeme  von  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  x ,  y,  z  und  x'y  y\  z  die  aus  dem  Obi- 
gen bekannten  Ausdrücke  dieser  Coordinaten  ein,  so  ergeben  sich 
sogleich  die  beiden  folgenden  wichtigen  Systeme  von  Gleichungen : 

Icos  CO  cos  h  rr  cos  (S  cos  8  sin  tp — sin  8  cos  9, 
sin  G>  cos  h  =:  sin  a  cos  6, 
sin  A  =:  cos  tf  cos  d  cos  9) -hsin  j  sin  9 

und 

Icosacosd=     cos<9  cosA  sin^-f-sinAcosq), 
sin  iS  cosd  =     sin  co  cos  A« 
sin  8  = — cos  00  cos  h  cos  (p-[-s\iih  sin  q>, 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  des  ersten  Systems  durch  die 
zweite  Gleichung  dieses  Systems,  so  erhält  man 

-      cos  C  sin  (p  —  tang  8  cos  q> 

cot    («I     —  , •  y 

sm  (S 


und  hieraus 


.        p      cos  (^  sing? — smacotco 

tans  0  = ^ . 

cos  9 


Dividirt  man  auf  ähnliche  Art  die  erste  Gleichung  des  zweiten 
Systems  durch  die  zweite  Gleichung  dieses  Systems,  so  erhält 
man 


-     cos  CT  sin  g?  -f  tang  h  cos  cp 

COl  O   ■!■■  ■■  s  J 


SIUCT 

und  hieraus 


.        •       cotcrsiuCT — cosaism<p 

tang  h  = ^ . 

"  cos  g? 
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Also  hat  man  noch  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Glei- 
choDgeD  : 


7) 


und 


8) 


.      CO«  g  gjn  y — tang 6  cos  q> 

sin  tf 

,        w cot  ff  sin  CO  — '  cos  co  sin  y 

cosy 


X  ^     ,  cos  CT  sing?  -|-  tangA  cosy 

sin  CT 

cos  ff  sin  y  —  sin  ff  cot  ct 


tangd 


cosy 


Führt  man  in  die  vorhergehenden  vier  Systeme  statt  der  Hühe 
und  Dedination  die  Zenithdistanz  und  Polardfistanz  ein ,  so  werden 
dieselbea : 

I  cos  CO  sinz  =  cos  ff  sinjp  siny — cos/7  cosy, 
sin  CT  sin  z  =  sin  ff  s\up, 
cos  z  =  cos  ff  sin/7  cos  y  -|-  cosp  sin  y  ; 

Icos  ff  sin/>  =      cos  ct  sinz  sin y -|- cos z  cos y , 
sin  ff  sinp  =      sin  ct  sin  z, 
cos /?=:—•  cos  CT  sin  z  cos  y  ~h  cos  z  sin  y ; 


-       cosffsiny — cot/>cosy 


7*) 


smff 


8*) 


j,           cot  ff  sin  CT  —  cos  CT  sin  y 
cot  z  = ^ ; 

cosy 

.       cos  CT  sin  y  -{•  cot  z  cos  y 

sm  CT 

.  cos  ff  sin  y  —  sin  ff  cot  ct 

cot  p  = ^ — . 

cosy 


Diese  Entwickelung  der  Grundformein  der  sphärischen  Astro- 
nomie scheint  mir  viel  einfacher  und  der  Sache  angemessener, 
jiIb  die  gewöhnliche  Entwickelung  derselben  mit  Hülfe  der  sphäri- 
jBcben   Trigonometrie. 


§.  2. 

Es  giebt  nun  eine  gewisse,  vorzüglich  zuerst  von  Gauss  her- 
vorgehobene Klasse  interessanter  astronomischer  Aufgaben,  bei 
denen  vorausgesetzt  wird,  dass  drei  Sterne  unter  solchen  Umstän- 
den beobachtet  worden  sind,  dass  gewisse  gleichnamige  Elemente 
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derselben  einander  gleich  sind,  indem  man  diese  Sterne  z.  B.  In 
gleichen  HöheDy  oder  in  gleichen  Azimuthen,  oder  bei  gleichen 
Stundenviinkeln,  u.  8.  w.  beobachtet.  Eine  Tollständige  Behand- 
luDie:  aller  iiiriglichen  Aufgaben  dieser  Art  ist  nicht  ohne  Interesse« 
M'ürtde  jedoch  im  Archive  einen  zu  grossen  Raum  für  sich  in  An- 
spruch nehmen ,  wenn  ^ie  mit  der  erforderlichen  Ausführlichkeit 
gegeben  werden  sollte.  Diesen  Aufgaben  liegen  aber,  wenn  man 
Me  unter  allgemeine  (iresiclitspunkte  fasst«  hauptsächlich  gewisse 
Uelationen  zum  Grunde,  welche  ich,  weil  dieselben  auch  an  sieh 
interessant  sind,  im  folgenden  Paragraphen  im  Zusammenhange 
«ütwickelu,  und  von  denselben  vielleicnt  späterhin  weitere  An- 
Mendungen  machen  werde. 


§.  3. 

1.  Zuerst  wollen  wir,  die  Polhohe  wie  früher  auch  jetzt 
immer  durch  qi  bezeichnend,  annehmen,  dass  den  DeclinatioocHi 
A,  ^'j  d"  und  den  Azimuthen  co,  co',  g}";  oder  den  DecliDatioDen 
d,  6',  6"  und  den  Stundenwinkeln  a,  <f,  is!'\  oder  den  Azimuthen 
ta ,  {&',  to"  und  den  Stuhdenwinkeln  «r,  a',  tf  dreier  Sterne  die 
gleichen  Hohen  //. ,  //,  h  dieser  Sterne  entsprechen. 

Dann  hüben  >vir  zuvörderst  nach  6)  die  drei  Gleichungen: 

sin  «y  =  sin  //  sin  9  —  cos  co  cos  h  cos  97, 
sin  ^  =3  sin  h  sin  9  —  cos  fo  cos  A  cos  cp , 
Nin  d"=  sin  h  sin  (p — cos  ta"  cos  h  cos  9. 

Multlplb^irt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

COM  w'  —  cos  w" ,  cos  cö"  —  cos  00 ,  cos  CO  —  cos  ©' , 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man,  weil 

(cos  ca'-— cos  w")  I  (cos  co"— cos  w)  -(-  (cos  o) — cos  a>')=0, 
cosa)(coN(i)'-    roMw")  |  coscö'(cosa)" — cosco)+cosa)''(cosa) — C08(o')=d0 

ist,  die   folf«ende,   h  und  (p  gar  nicht  mehr  enthaltende  Relation  * 
zwischen  den  Declinationen  ()\  cü',  ^"  und  den  Azimuthen  o,  co'^  ta": 


»») 


sin  tf  (cos  cö'  —  cos  w") 
I  sinö'  (coscö" — cosci)) 
1  sin  6"  (cos  Q) — cos  m') 


oder 


10) 


cosw  (sind' — sind")  \ 
-|  cos  w'  (sin  i"  —  sin  d)   [  =  0 
|-  cos  fof*  (sin  d — sin  d') 


oder 
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II)         ainS  sifii  (»'+0")  sinj  («'— »'0 

+  8ifid'  8iDi  (»"+0))  Hin«  («"— w)  f  =  0. 
f  810  ö"  sin  i  (ü)  4-  co')  Hin  i  (w  —  co') 


oder 


12)         cos  0)  cos  i  (S'  +  6'0  sin  1  (5'  —  ö")  j 

+CO8C0'  cosi  (6''  i-ö)  sinj  (5"— 5)  I  =  0- 
+ cos  w''  cos  i  (Ä  +  6')  sin  i  (d— 6')    ' 

Ferner  hat  man  nach  5)  dic  drei  Gleichungen: 

sinA  =  sin^  sing?  -I*  coscr  cosd  cos  9, 

-  sin  k  =  sin  8'  sin  q)  j-  cos  (/  cos  8'  cos  <p, 

sin  A  :=  sin  d"sin  q)  +  cos  a"  cos  6"  cos  9. 

Maltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sind' — sind",  sind" — sind,  sind — sind', 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  dic  Gleichung: 

13)        costf  cosd  (sind' — sind")\ 

+  cos <y' cos d' (sind" — sind)  >   =0, 
+  cos <y" cos d" (sin d — sind')  ^ 

oder 

14)         cos  a  cos  d  cos  i  (d'  ^  d")  sin  i  (8'^8'')\ 

+  cos  G*  cos  d'  cos  »  (d"  +  d)  sin^  (d" — d)   |  =z  0. 
+  cos <y" cosd" cos i  {ö  +  ö')  sinj  (ö-^ö')     ' 

Endlich  hat  man  nach  7)  dic  drei  folgenden  Gleichungen: 

cos  <p  tang  A  =  cot  6  sin  w  —  cos  co  sin  g> , 
'  cos  (p  tang  Ä  =  cot  ö'  sin  w'  —  cos  ©'  sin  9 , 

cos^tangA  =  cota"sin()i)" — cosco^sing?. 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
cos  a  —  cos  w" ,  cos  0"  —  cos  od  ,  cos  o)  —  cos  w' , 

»    nnd  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

I 

L  15)  cot  c  sin  w  (cos  w' — cos  w")  1 

im  m 

+  cot  ö'  sin  cö'  (cos  co" — cos  co)  |  =  0 
j  -f  cot  a"  sin  co"  (cos  a — cos  w')    ^ 

'  oder 
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16)        cot  6  sin  CO  sin  {  (co'  +  co")  ein  J  (o'— «o'O 

+  cot  ö'  sin  »'  sin  J  (öi''+  co)  sin  l  («"— w)  f  =  0. 
+  cot  ö'' sin  «"sin  |  (w  +  w')  sin  J  (o— «') 

II.  Ferner  wollen  wir  annehmen  ^  dass  den  Declinationen 
8,  d',  d'*  und  den  Höhen  A,  Ä',  Ä";  oder  den  Declinationen  ^,  d',  6*^ 
und  den  Azimuthen  w,  «',  w'';  oder  den  Höhen  h,  K,  h"  und  den 
Azimuthen  n,  w',  ca"  dreier  Sterner  die  gleichen  8tundenwinkel 
CT,  c,  a  entsprechen.  \ 

Dann  haben  wir  zuvörderst  nach  5)  die  drei  folgenden  Glei-   1 
chungen: 

sinÄ  =  sind  sin 9)  + cos tf  cos d  cosgo^ 
sin  /i  =  sin  d'  sin  9  -f-  cos  ö  cos  d'  cos  9? , 
sin  h"  =  sin  d''  sin  9)  -|-  cos  a  cos  6"  cos  9. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin(d'— d'O,  sin(d''— d),  sin(d— d') 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man 5  weil^   wie  sich 
leicht  zeigen  lässt^ 

sin  ö  sin  (d'-^'O + sin  8'  sin  (d''— d)  +  sin  d"  sin  (8-^8')  =  0 , 
cos  d  sin  (d'— d'O  +  cos  d'  sin  (8''--8)  +  cos  d''  sin  (8---8^)  =  0 

ist,  die  Gleichung 

17)     sin  h  sin  (8'— 8")  +  sin  Ä'  sin  (8"-^) + sin  Ä"  sin  (8^8')  =  0.  . 

Ferner  hat  man  nach  8)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

cos^tangd  =  cos  (f  sin  9 — sinacotco, 
cos  (p  tang  d'  =  cos  6  sin  9?  —  sin  a  cot  ©' , 
cos  9?  tangd"  =:  cos  a  sin  97  —  sin  ö  cot  o'^ ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

tangd'  —  tai»gd'',  tangd" — tangd,  tangd — tangd' 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

18)  cotw  (tangd'  —  tangd'O  \ 
+  cot  w'  (tang  d"—  tang  d)    |  =  0 
+ cot  G)"(tang  d — tang  d')    ' 

oder 

19)  tangd  (cotw'  — cotw'O  ) 
+ tangd'  (cot«'' — cot©)    >  =  0, 
+  tang  d"  (cot  © — co t  ©')    ' 
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20)  cot  CO  )rj f^  . 

cos  o'  cos  0   j 

+  cota> ^,7 L  \  —  0, 

coso'  COtJO 


,      4.    „  sin  (8 — 8') 


er 


cosd  cos  J' 


•21 )  ,    cot  w  cos  8  sin  (a' — 8") 

+  cotG}' cos  8' sin  {8"— 8)1  =  0. 
+  cot  ©"  cos  d"  sin  (d — 8') 


ler 


sin  0)  sin  o'^ 
Sin  a>   sin  co 


sHico  Sin  CO 


der 


'23)  tangd  sino)  sin(ca' — w'Oj 

+  tang  d'  sin  o)'  sin  {a" —  ©)  [    r:=  0. 
-|-tangd''siD(o^sin(a)  —  co')  ' 

EndliGlr  ist  nach  7) 

'  cos  9)  tang  A  =  cot  (7  sin  CO  — coso)  sin  97, 
cos  9)  tangA'  ==  cot  <s  sin  w'  — cos  co'  sin  9?, 
cos  q>  tang  A"=  cot  a  sin  w" — cos  w"  sin  9. 

MoltipKcirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin  (cd' — co"),  sin((ü"  —  w),  sin(ü)  — w') 

■d    addirt    sie    dann  zu  einander,    so  erhält    man    die  folgende 
ileichuDg: 

54)  tang/i  sin  (00' — w'O  v 

+  tang  //  sin  (w"  —  «)    |  =  0. 
+  tang  /*''  sin  (w  —  co')     ) 

III      Den  Decünationen   8,  8',  8"  und  den  Höhen  A,  A',  A''; 
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oder  den  H5hen  h^  h\  h"  und  den  StiiDdeDwinkelD  c,  dj  o^  dreier 
Sterne  mugen  jetzt  die  gleichen  Azimuthe  o,  co»  cd  entsprechen. 

Dann  ist  zuvorderst  nach  6): 

sin^  =  sinA  sing) — coscocosA  cosg); 
sin  d'  =:  sin  h*  sin  go — cos  g>  cos  A'  cos  9« 
sin  h"  =  6in  ä"  sin  9 — cos  co  cos  h"  cos  g>. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sin(Ä'-Ä'0*  sin(Ä"— Ä),  sin(Ä— Ä') 
und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  die  Gleichung: 
25)     sin  d  sin  (A'— A")  +  sin  5'  sin  (A"— Ä)  +  sin  ö"  sin  (Ä— Ä')  =  0. 

Ferner  ist  nach  8) : 

cos 9  tang^  =  cos<y  sing)  —  sinff  cotco^ 
cosg?  tangd'  =  cos<?'  sin  g)  —  sin  a'  cot  oo, 
cos  qp  tang  ^'  =  cos  ö"  sin  9  —  sin  0"  cot  w. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin  (</—(;"),  sin(ö"— <y),-sin((y— 0') 

und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  die  Gleichung. 

26)  tang  5  sin  (a'  —  ö")  j 

+tangd'sin(ö"— 0)    (=0. 
+tangö"sin(<y— tf')    ' 

Endlich  ist  nach  7) : 

cos  97  tang  A  =  cot  <s  sin  cd  —  cos  od  sin  9  ^ 
cos  9  tang  A'  =  cot  d  sin  od  —  cos  cd  sin  fp^ 
cos  9  tang  A"  =  cot  0"  sin  cd  —  cos  cd  sin  9. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
cotö' — cotof',  cotö" — cotcy,  cotcr — cotc/, 

und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  die  Gleichung 

27)         '   tangA  (cotö'— cotOj 

+tang A'  (cotö"— cot<y)  |  =  0 , 

+tangÄ"(cota— cot<0  ' 
oder 


•^ 


97 


od«r 


oder 


oder 


oder 


28) 


29) 


30) 


31) 


32) 


cota  (tangA'  — tang/i")] 
+  cot  er'  (tangA" — tangA), 
+  cot  ^  (tang  A — taog  A') 


=  0, 


tangA 


sinCo' — O 


sin  tf'  sin  ^ 
■  A       ut  sin(<T" — <y) 

+  *"■»*  liOTiT« 

+  taDgA"45fc4 
°      Sin  tf  sin  o 


=  0 


tangA  sintf  sin(0^ 
-f  tang  K  sin  o^  sin  ((T" 
-h  tang  A"  sin  (T^sin  ((T  • 


-cy)    =  0, 


cot  0 


8in(A^  — A") 

cos  K  cos  A" 

,      ,   ,sin(A"  — A) 

+cotö' \ji f- 

cosA  cosA 

,      A  ^t  sin(A — A') 
cos  A  cos  A' 


=  0 


coto  cosA  sin(A' — A") 
+  cotö'  cos  K  sin  (A" — A) 
+  cot  ö"  cos  A"sin  (A— A')  '  * 


=  0. 


IV.  Endlich  wollen  wir  nun  auch  annehmen ^  dass  den  Hohen 
A,  A%  hT  und  den  Azimuthen  co,  co^  o" ;  oder  den  Höhen  A,  A',  K' 
und  den  Stunden  winkeln  (T,  d^  &';  oder  den  Azimuthen  a,  (o\  (o' 
und  den  Stundenwinkein  a,  (/,  &'  dreier  Sterne  (oder  eines 
Sterns)  die  gleichen  Declinationen  ö,  d,  d  entsprechen. 

Dann  ist  zuvörderst  nach  6) : 

sin  j  =  sin  A  sin  g> — cos  ai  cos  A  cos  g> , 
sin  d  =  sin  A'  sin  (p — cos  ta  cos  A'  cos  q> , 
sin  2=:  sinA^'singo — cos  co'' cos  A" cos  97. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
BiuK — sinA'^  sinA" — sinA^  sinA — sinA' 

Theu  nn.  7 


98 


und  addirt  sie  dann  zu  eiDaoder,  so  erhält  man  die  Gleichnng: 

33)  coscö  cosÄ  (sinA' — sinA")\ 

-f-  cos  w'  cos  h!  (siD  A" — sin  A)  |  =  0 
+ cos  od"  cos  A"  (siD  Ä — SlD  A') ' 

oder 

34)  cos  o  cos  A  cos  i  (A'+A")  sin  J  (A'— A")j 

+  cos  ö'  cos h'  cos  \  (A"+A)  sin  i  (A"— A)  |  =  0. 
+  cos  q"cos  A"cos  \  (A+A')  sin  \  (A — K)  ^ 

Nach  5)  ist  ferner  • 

sin  A  =  sin  ^  sin (p  -{-  costf  cos i  cosq), 
sin  h'  z=z  sin  8  Hiutp  •\-  cos  o'  cos  d  cos  q> , 
sin  A''  =  sin  £  sin  9  -f-  cos  o''  cos  d  cos  9>. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cosö'— cosö",  cosö" — cos  05  costf — coso^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  die  Gleichung. 

35)  sinA  (cos(^ — cosö") 

-f-  sin  h'  (cos  0" — cos  a)  [  =:  0 
+  sin  A"  (cos  tf — cos  c') 


oder 


36) 


oder 


cos<f  (sinA' — sinA") 
-f-  cos  <y'  (sin  A" — sin  A) 
+  cos  ö"  (sin  A — sin  h') 
I 


=  0 


e 


37) 


oder 


sin  A  sin  i  (a'+O  sin  |  (0'— O) 
+  sin  A'  sin  |  (ö"+<y)  sin  J  (0"— <y)  j  =  0, 
+  sin  A"  sin  J  (ö+ö')  sin  i  (<y— er ')  * 

38)  cos<y  cosUÄ'+A")sini(A'— A")i 

+  cos  g'  cos  \  (A"+A)  sin  i  (A"— A)  |  =  0. 
+  cos  ö"  cos  i  (*+*')  sin  J(Ä—A')  ' 

Nach  8)  ist  endlich : 

cos^tangd  =  cosa  sing? — sintfcotco» 
cos  (p  tang  S  :=  cos  a'  sin  q>  —  sin  o"  cot  o'^ 
cos9>tangd  =  cos  o^' sin  9)-^  sin  o^' cot  d»''. 


ili. 
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Maltiplicirt  man  diese  Gleichangen  nach  der  Reihe  mit 

cosa' — coscT,  cos<r — costf,  costf  —  cosa' 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhült  man  die  Gleichung 

39)  coto)  8in<y  (cosö' — co8ö")\ 

+  cot  w'  sin  a'  (cos  ö" — cos  o)  |  =  0 
+  cot  0)"  sin  &*  (cos  0 — cos  a')  ^ 


oder 


40} 


cotw  sina  sinj  (<y'+0  »ml  (tf' — o")] 
+  cot  w'  sin  a'  sin  i  (a"4  a)  sin  i  ((f'—a)  [  =  0. 
•^Gotco^sin  (j"sin  i  (ö+(y')  sin  \  (a — a') 


Dien  sind  die  Relationen,  deren  kurze  Entwickelung  der  Zweck 
des  vorliegenden  Aufsatzes  war. 


llelber  eine  astronomische  An%alie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Dass    man    aus    den  in  demselben  Azimuth  etwa  mit  einem 

Theodoliten  gemessenen  Hohen   zweier  Sterne^  deren  Positionen 

auf  der    Sphäre,  d.  h.  deren   Rcctascetisionen   und  Declinationen, 

ibekannt  »ind»  die  Polhöhe  und  die  Zelt  bestimmen  kann^  ist  hin- 

lichend  bekannt.    Bezeichnen   wir  nHmlich  die  Polhdhe  durch  q), 

Je  in  den  Azimnthen   q>,  a',  welche  von  Süden  an  nach  Westen 

in    von    0  bis  380^  gezählt  werden    sollen,    gemessenen    Höhen 

■ireier   Sterne>  deren  Declinationen  ö,  S'  sind,   durch  h,  h';    so 

ai»en  wir  bekatfntiich  nach  den  Fundamentalgleichungen  der  sphä- 

%Ghen    Astronomie  die  beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Glei- 

nmgen: 

7* 


im» 

.         ^  niiKf  =  Hinh  mnqf — €08ai  cosA  co»q)s 
f  «in  6*  —  «in  A'  «in  tp — cos  «'  cos  k'  cos  9. 

S^rtzen  wir  nun  »'^^»-|-(ci' — cd),  so  wird 

Min  6'     ■■  sin  k'  .«ein  g? —  cos  (fi>' — o)  cos  o  cos  A'  cos  91 

-f-  sin  (ta' — 0)  stn  es  cos  A'  cos  qf 
=:  sinA'  sinqp  —  cos  a  eo»kf  cos  9 

-K  2sin  l  (a — m)*  cos  la  co»A'  cos  q^ 
-f  2sin  \  (f^' — fl>)  cos  l  (a' — o)  sin  01  cos  A' rot 
—  sin  A'  sin  ^ — cos  a>  cos  A'  cos  91 

K2sin  i  (ö)' — cd)  sin  i  («'+»)  cosA'  cos  9, 

lind  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

«in 6  cos  Ä'  —  sind'  cosA 
-  «in  (A — U)  Htnq> — 'isinj  (00' — ta)  sin  2  (»'-fcs»)  cosA  cos  A'  cos^, 

nl«o 

...      ,             »In  Ä  cos  A' — sin  d'  cos  A 
'2)    «In  (jp  =: 


sin  (A-A') 

'2  sin  i  (w — w')  «in  i  (w+o')  cos  A  cos A' 

8in  (A — A  ) 

Sind  nun  die  beiden  Sterne  in  demselben  Azimuth  beobacht 
^vnrden.  so  Ist  fl):=s(o\  also  o)  —  q)'=0^  und  folglich    ' 

,i.      ,  sind  cos  A'  —  sind' cos A 

»I)      «In  ff  = ;-77 rjr 

sin  {h—h') 
Ist  uloht  ^^\\l^\\  ik»  —  co'=0.  so  i$t  nach  2)  ^ 

^2«ln  J^w — w')  sin  4  (ctf+tt')  ^osh  cosA' 

. r--T iTj ■ COS^ 

sin  (A — A  ) 

di^v  iVhli^r«   mit   welchem   sin  g^  behaftet  ist,    weon 
tu      «M      0  «elKt.  xvorsins  man  sich  leicht  Regetn  abetrabi 
wie  die  He^^KA^Hlifimiren  ,im  Tortheilhal^este«  aiutvsMIeB 
dem  m,^n   7.  W,   sK^vs^eich  übersieht«    dass  der  Fehler 
\^>M><ew  kA*m.  wt^n  nahe  rfa(A — A'>  =  0  ist,    was 
x-ermeidew  hÄbe*^  x^ir^l. 

^V^^  mAvi.  xx^ena  m^n   die  P^dhrdie  cefuade«  bat.  dasD 

ti*^^h  d.is  \7im>)th.  die  ShwdentH inlel  der  Sterne,  nd 
miiteUi   ,W  KeWaYirite«)   Kectaifs^^nsionen  der  Stenw  die  Zeit 
stimmen  k^nn .  iy4  Avis  defi  FiAmeaten  der  Astraamaie 
KeiMy>n< .  «nd  hedÄrf  hier  keiner  wTeiteron  Krlaotenmc- 

Nroh<  !«e  bekannt  «ie  das Vorbefitpebende  duzAe  es 
man .  vi^enn  man  mi<  den  M^^ssuneen  der  H<Aicia 


] 


m     •• 


•  •  • 


•       •      •    « 
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Sterne  in  demselben  Azimutli  noch  die  Messung  der  Hoho  eine» 
dritten  bekannten  Sterns  in  einem  von  dem  vorhergehenden 
Asimuth  um  180^  v e r s oh i e d e n e n  A z i ni u t h  vorliindet ,  \sws 
bekanntlich  bei  der  Anwendung  des  Theodoliten  nur  eine  Drehung 
des  Fernrohrs  um  den  unverrnckt  stehen  gebliebenen  Höbeiikreis 
erfordert,  ausser  der  Poihohe  auch  noch  den  (•ollimationsfehier 
des  Instruments  bestimmen,  oder  vielmehr  die  Polhöhe  unabhängig 
von  dem  Collimationsfehler  des  Instrumentes  erhalten  kann,  was 
mir  in  praktischer  Rücksicht  nicht  ganz  unwichtig  und  uninteres- 
nt  zu  sein  scheint 


\  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Dedination  und  die  gemessene 
HShe  des  dritten  Sterns  respective  durch  b"  und  A",  so  haben 
fiir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Ssind  =  sinA  sing) — cos  es»  cos  A  cos  9, 
sin  d'  =  sin  A'  sin  9 — cos  co  cos  IC  cos  9, 
sin  S*  =  sin  li  sin  9  -f-  cos  co  cos  K*  cos  9. 

Mnltipliciren  wir  nun  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe 
mit 

sin  (A'+A'O ,  sin  (A+A") ,  sin  (A— A') , 

und   ziehen  dann  die  zweite  und  dritte  von  der  ersten  ab,  so  er- 
halten wir 

;  sin  i  sin  (A'+A")  —  sin  S  sin  (A+A")  —sin  ^  sin  (A-A') 

^=  \m%hwi{)J\K')'-^\\iK  sin(A+r)  — sinA"  sin(A-A')|Hin(p 
;  —  { cos  h  sin  (ä'-|-A") — cos  A'  sin  (A+A")  -f-cosA''sin  (Ji—h')  \  coso  cos^. 

•  Es  ist  aber,  wie  man  durch  leichte  Entwickelung  findet: 

J  sin  A  sin  (A'-f  *")  —sin  A'  sin  (A+A")  -  sin  A'  sin  (A-A')  =  0 , 

■  ^     r  cosAsiD(A'+A")  — cosA'  6in(A+A")+cosA"sin(A-A')  =0; 

\ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

0)     siD  d  sin  (A'+A")  —sin  8'  sin  (A+A") — sin  d"  sin  (A-A')  --  0. 


> 


Hierbei  sind  die  gemessenen  Hüben  A,  h',  A"  sämmtlich  als 
jahlerfrei  vorausgesetzt  worden.  Ist  aber  das  Instrument  mit  einem 
Jollunationsfehier    oder    Indexfehler    i  behaftet,     und    sind    also 

yi,  A'+t»  A"+t  die  wahren  HOhen  *),  so  hat  man  natürlich 

,tt  der  Gleichung  0)  die  Gleichung 

|i:  sind  sinj(A'+i)  +  (A"+t)|j 

—  sin  d'  sin  l(Ä  +  i)  +  (A"+t)  j  [  =  0, 

—  sind" sin {(A  +  O  —  CA'+O)  ' 


a'Wobei   Toraa«ge«otxt  wird,    das»  die  gcme«8cncn  Hohen  woj^cn 
fracCion  gehörig  corrigirt  sind. 
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..       (  sind  =  sidA  8\ng>  —  coso  cosA  cosg), 
i  sind' =  sinA'singo — cos  «'cos Ä' cos 9. 

Setzen  wir  nun  co'  =  ö>  +  ((;j' — o),  so  wird 

sind'  =  sinA'  sin  g> — cos(ci)' — w)  cos  cd  cosä'  cosg? 

+  sin  (u)' — ca)  sin  co  cos  h'  cos  q> 
=  sin  A'  sin  9> — cos  o  cos  A'  cos  (p 

-f-  2sin  i  (©' — ca)*  cos  0  cos  A'  cos  g> 

+  2sin  i  (ca' — o)  cos  4  (o'-^g»)  sin  co  cos  A'  cos 
=:  sin  A' sing) — cos o)  cos  A' cos 97  > 

+  2sini(a)' — w)  sin  ^  (w'+w)  cosA'  cos  q>, 

und  folglich^  wie  man  leicht  findet: 

sind  cos  A'  —  sind'  cosA 
=  sin  (A — A')  sing) — 2sin4  (co' — w)  sin  i(a)'+o})  qosA  cos  A'  cos^» 

also 

£x.      .  sind  cos A' — sind' cos A 

2)    sm  (p  == 7—Tj — TR 

^  sin(A— A) 

2  sin  i  (o — G)')  sin  4  (oo+o}')  cos  A  cos  A' 

sin  (A — Ä  )  ^ 

Sind  nun  die  beiden  Sterne  in  demselben  Azimuth  beobacUi 
worden^  so  ist  0=0)%  also  oa  —  (ozzzO,  und  folglich    ' 

ov      .  sind  cos A'  —  sind' cos A 

fi)      sm  (p  =  ;— Tj TTT . 

sm  {h—h') 

Ist  nicht  genau  o  —  q>'=0^  so  ist  nach  2)  ' 

2 sin  |(ca — 0')  sin  i (w+co')  cosA  cosA'  ,j| 

; — TT F7\ ■ '■  *^®s  ^  "^ 

sin  (A — A  )  ' 

der  Fehler^  mit  welchem   sin  (p  behaftet  ist^    wenn   mao 
CO  —  od' =0  setzt  9  woraus  man  sich  leicht  Regeln  abfitrahirea' 
wie  die  Beobachtungen  am  Tortheilhaftesten  anzustellen  «iad,' 
dem  man  z.  B.  sogleich  übersieht >    dass  der  Fehler  sehr  ^ 
werden  kann,   wenn  nahe  sin(A — A')=:0  ist,    was  man  aleo 
vermeiden  haben  wird. 

Wie  man,  wenn  man   die  Polhuhe  gefunden  hat»  dann  h 
noch  «das  Azimuth,  die  Stundenwinkel  der  Sterne,  und  aus  dii 
mittelst  der  bekannten   Rectasccnsionen  der  Sterne  die  Zeit 
stimmen  kann,  ist  aus  den  Elementen  der  Astronomie  hinrei 
bekannt,  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Nicht  so  bekannt  wie  das  Vorhergehende  durfte  es  seil», 
man,  wenn  man  mit  den  Messungen  der  Hüben  zweier  benfls 


•        •      • 


•        •      * 
•  _ 


TOT 

Sterne  in  demselben  Aziinutli  noch  die  Messung  der  Höhe  eines 
dritten  bekannten  Sterns  in  einem  von  dem  vorhergehenden 
Asimuth  um  180^  verschiedenen  Aziniiith  verbindet^  was 
bekanntlich  bei  der  Anwendung  des  Theodoliten  nur  eine  Drehung 
des  Fernrohrs  um  den  unverri'ickt  stehen  gebliebenen  liiihenkreis 
erfordert,  ausser  der  Polhöhe  auch  noch  den  (^ullimationsfehler 
des  Instruments  bestimmen ,  oder  vielmehr  die  Polhöhe  unabhängig 
von  dem  Collimationsfehler  des  Instrumentes  erbalten  kann,  was 
mir  in  praktischer  Rücksicht  nicht  ganz  unwichtig  und  uninteres- 
nt  zu  sein  scheint 


^  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Declination  und  die  gemessene 
Huhe  des  dritten  Sterns  respective  durch  ö"  und  A",  so  haV>cn 
wir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

!sin^  =  sinA  sin  9 — cos 09  cos  A  cos^)» 
sin d'  =  sin h'  sing) — cos  co  cos h'  cos 9, 
sin  dT  =  sin  W  sin  (p  -f-  cos  o)  cos  h"  cos  q>. 

Mnltipliciren  wir  nun  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe 
mit 

sin  (A'+A'O ,  sin  (A+Ä") ,  sin  (A— A') , 

und   ziehen  dann  die  zweite  und  dritte  von  der  ersten  ab^  so  er- 
halten wir 

sin  *  sin  (A'+A")  —  sin  ö'  sin  (A+A")  —sin  ÖT  sin  (A-A') 
I'  =  I  sin  A  sin  (A'^-A") — sin  K  sin  (A+A'')  —  sin  A"  sin  (A-A')  |  sin  9 
—  ( cos  Asin  (A'-|-A") — cos  A'  sin  (A+A")  -|-cosA"sin  (A— A')  j  coscn  cos^. 

Es  ist  aber 4  wie  man  durch  leichte  Entwickelung  findet: 

( sin  A  sin  (A'  -f  A")  -^in  A'  sin  (A  f- A")  -  sin  A"  sin  (A~A')  =  0 , 
^     r  cos  Asin  (A'+A")  — cos  A'  sin  (A+A")  +  cos  A"  sin  (A-A)  =  0; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

0)     sin  d  sin  (A'+A")  —sin  8'  sin  (A+A") — sin  d"  sin  (A-A')  -  0. 

Hierbei  sind  die  gemessenen  Höhen  h,  k',  A"  sämmtlich  als 
fehlerfrei  vorausgesetzt  worden.  Ist  aber  das  Instrnment  mit  einem 
Collimationsfehler  oder  Indexfehler  i  liehaftet,  und  sind  also 
k+if  ^'"t:^»  A"+t  die  wahren  HOhen  *)y  so  hat  man  natürlich 
[statt  der  Gleicluing  0)  die  Gleichung 

sind  sint(A'+i)  +  (A"+7:)|j 

—  sind' sin l(A  +  i)  +  (A"+«) !{  :^0, 

—  sin  r  sin  { (A  + 1)  —  (A'+i) )  ' 

*\     Wobei    Toraa«ge«otxt  wird,    das»  die  gcnicMsencn  llölicn  woj[*;<mi 
er  RefrocCion  gehörig  corrigirt  sind. 


•-     •  • 


•  .  •  •      • 

» •  •  •    ,  • 


••••••    •  • 
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d.  i. 


7)  sio^  sin(A'  +  A"  +  2i)  j 

—  sin  ö' sin  (Ä  +  Ä"  +  2i)  [  =0. 

—  sind"  sin  (Ä~AO  f 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht: 

{ sin  d  sin  (A'+A")  —  sin  S'  sin  (A+A") )  cos  2i )         .    «^  .    »     » #v 
-f  t  sin  0  cos  (A  +A  0  —  sin  o  cos  (A+A  )}  sin  2t  9 

und  folglich,  wenn  man  die  Hülfsgrossen  fi,  O  mittelst  der  Glei- 
chungen 

J  sin  ö  sin  (A'+ A")  —  sin  S"  sin  (A+ A")  =  f*  sin  0 , 
^      I  sin  d  cos  (A'+ A") — sin  d'  cos  (A+Ä")  =  ft  cos  ö 

berechnet,  was  keine  Schwierigkeit  hat: 

9)  II  sin  (0+2i)  =  sin d"  sin  (A— A') , 
also 

10)  sin  (0 + 2t)  =  -"'"  ^'  ^'"  ^^-^'> . 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  den  Collimationsfehler  be- 
stimmt,  so  kann  man  wegen  desselben  die  gemessenen  Hohen 
sämmtlich  ccrrri«^iren ,  und  muss  dann  natürlich ,  wenn  man  mittelst 
der  Formel  3)  die  Polhühc  bestimmt^  in  diese  Formel  die  wegen 
des  Collimationsfehiers  gehörig  corrigirten  gemessenen  Höhen 
einführen. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden ,  dass^  wenn  man 
in  demselben  Azimuth  die  Höhen  dreier  bekannter  Sterne 
gemessen  hat,  und  die  Refraction  den  Tangenten  der  scheinbaren 
Zenithdistanzen  proportional  zu  setzen  berechtigt  ist ,  die  Refraction 
bestimmen  kann,  onne  den  Collimationsfehler  des  Instrumentes 
gerade  mit  völliger  Genauigkeit  kennen  zu  müssen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  hat  man  nämlich  die  drei  folgenden  Gfoi- 
chungen : 

/sind  =  sinA  sin^)— «cosco  cosA  cosg), 

11)      J  sin  d'  ==  sin  A'  sin  tp  —  cos  o  cos  A'  cos  €p . 

'  sin  d"  =  sin  A"  sin  (p  > —  cos  od  cos  A"  cos  g>. 

Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin(A'— A"),  sin(A"— A),  sin(A— A'); 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,    weil,  wie  man 
durch  leic^tte  Rechnung  findet: 
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- »      (  sin  A  sin (A— A*^  +  sin  K  sin (A"— A) + sin  A"  sin  (A— A')  =  0 , 
'    (  cos  A  sin  (A'— A") + cos  K  sin  (A"— A)  +  cos  A"  sin  (A— A')  =  0 

M,  die  Gleichung: 

13)    sin  *  siD  (A'— Ä")  +  sin  S  sin  (Ä"— Ä)  +  sin  d"  sin  (A— A')  =  0. 

Hierbei  sind  die  Hohen  als  fehlerfrei  vorausgesetzt  worden. 
Setzen  wir  aber  die  Refraction  den  Taugenten  der  scheinbaren 
Zenithdistanzen  proportional^  so  sind,  wenp  p  eine  constante  Grosse 
bezeichnet«  die  wegen  der  Refraction  corrigirten  Höhen: 

A— -^  cotA,  A' — ^cotAS  A"  — ^cotA"; 
und  die  Gleichung  13)  nimmt  also  eigentlich  folgende  Gestalt  an: 

14)  sin*  sintA'— A"— ^(cotA'— cotÄ'')) 
+  sin  V  sin  { A"—  A— p  (cot  A''— cot  A) }  [  =  0 
+  sin  «"  sin  { A — A'—  ^  (cot  A— cot  K)  \ 

oder 

15)  sln«sinJA'-A'+p?|Eg:=^] 

(  sinA'  smÄ  ] 

+  «ind'sin|A''-A+Ät^|(  =  0. 
\  Sin h'  sin A  J  ( 

+  sinysu.JA-A'+gf"^*7^2 
(  ^  siuA  sinA' ' 

Da  die  Differenzen  A — A',  K — K\  h" — A  von  dem  Collima- 
tloDsfehler  unabhängig  sind  und  q  immer  eine  sehr  kleine  Grosse 
,  ist ,  so  wird  die  Rlcntigkeit  der  vorhergehenden  Gleichung  nicht 
\  vresentlich  gestört  werden ,  wenn  wegen  des  nicht  mit  völliger 
^.Genauiglceit  bekannten  Collimationslehlers  eine  nur  unvollkommene 
'iCorrecuon  der  gemessenen  Höben  möglich  gewesen  ist. 

Da  die  Grössen 

^  ein  (A^— A^O   Rin(Ä^—A)   sin  (A--A') 

'  sin  A'  sin  h"^     sin  h"  sin  A '  sin  A  sin  h' 

t 

meistena  der  Null  sehr  nahe  kommen  werden  y  so  giebt  die  Glei- 
'     cfiuD^   15|)  nach  gehöriger  Entwickelung  die  folgende  näherungs- 
weise richtige  Gfeichung: 

«in S sin (A— A")  +  sin S sin (A"— A)  +  sin d"  sin (A— A')  ^ 
f8iDJ8in2(A^--A")  .  BJn^ sxfj-liji—h)      sin6^^8in2(A— AQ)  {  :=0, 
+  * ^  r  sin  A' sin A'  "*■   sin h" sin A   ^   sin  A sin A'  «  ' 

also 
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si D S  BJP (k'~h")  +  »in S  Bin (A" — h)  '-f  sin i"  sin \,h — h) 

~süiJi8ini>(A'— A"J       läuS  siWi{h"—li)      sind"  Biw2(A— A') ' 

Bin  A'  sin  li"      ^       sin  A"  sin  A  sio  k  sin  A' 


Hat  man  mittelst  dieser  Formel  einen  ersten  NSherungBTverth 
Ton  p  gefunden,  so  wird  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  15)  diese 
Grösse  mittelst  der  bekannten  Näherungsmetboden  auch  leicht 
genauer  linden  künnen. 

Fasset  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  wird 
sich  überhaupt  i'olgende*Metho(le  zur  Bestimmung  der  PolhÜhe  *) 

In  demselben  Azimuth  messe  man  die  Hüben  dreier  Sterne, 
deren  Positionen  auf  der  Sphäre  bekannt  sind,  und  in  einem  von 
dem  vorhergehenden  Azimuth  um  180^  versebied^en  Azimuth  die 
Höhe  eines  vierten  Sterns,  dessen  Position  auf  der  Sphäre  eben- 
falls bekannt  ist,  wobei  man  sich  am  besten  eines  Theodoliten 
oder  auch  eines  mit  einem  zweckmässig  eingerichteten  Stativ  ver- 
sehenen Sextanten  bedient.  Ist  nun  durch  eine  der  verschiedenen 
hinreichend  bekannten  Methoden  der  Collimationsfehler  des  In- 
strumentes anniihernd  bestimmt  worden,  so  corri^ire  man  wecen 
desselben  die  gemessenen  Höhen  der  drei  ersten  Sterne,  und  be- 
stimme hierauf  die  Kefraction  mittelst  der  Formeln  IC)  und  15). 
Dann  corrigire  man  die  gemessenen  Höhen  des  ersten,  zweiten 
und  vierten  Sterns  wegen  der  Refraction,  indem  man  immer  (was 
freilich  auch  nur  näherungsweise  richtig  ist)  die  Refractionen  den 
Tangenten  der  scheinbaren  Zenit hdislanzen  proportional  setzt,  und 
bestimme  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  10)  den  Collimations- 
fehler. Nun  corrigire  man  endlich  die  schon  ivegen  der  Refraction 
corrigirten  gemessenen  Unhen  des  ersten  und  zweiten  Sterns  noch 
wegen  des  jetzt  genau  ermittelten  CoHiniationsfehlers ,  und  be- 
stimme die  Polhohe  mittelst  der  Gleichung  3).  Dass  man  sich 
übrigens  bei  diesem  hier  nur  im  Allgemeinen  skizzirten  Verfahren 
aucJi  der  sogenannten  Methode  der  successiveu  Näherungen  be- 
dienen  und  dasselbe  dadurch  zu  grösserer  Genauigkeit  erhebeofl 
kann ,  versteht  sich  von  selbst. 
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VeirangTsauff^alben  fßr  Schftler 


Anfl  der  Gleichung 

durch  Rechnung  den  Ausdruck 

4Va(»— a)(«— 6)(»--6-)' 
wo  «  =  i  (a-|-A-|-c)  ist 4  herzuleiten. 


Ein  Dreieck  durch  eine  gerade  Linie  so  in  zwei  Theile  zu 
theileDj  dass  die  beiden  Theile  in  einem  gegebenen  Verbältnisse 
XU  einander  stehen,  und  die  ihre  Schwerpunkte  verbindende  ge- 
rade Linie  auf  der  Theiiungsiinie  senkrecht  steht. 


Die  vier  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  der  drei 
S5hen  der  vier  Dreiecke ,  welche  von  den  Seiten  und  den  beiden 
DiAffonalen  eines  in  einen  Kreis  beschriebenen  beliebigen  Vierecks 
gebudet  werden ,  liegen  jederzeit  auf  dem  Umfange  eines  dem 
fiLreise«  in  welchen  &&  Viereck  beschrieben  ist«  gleichen  Kreises. 


Wenn  A  und  B  die  Flächenräume  zweier  um  und  in  einen 
Kreis  beschriebenen  regulären  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl 
sind  9  so  ist  die  Differenz  A — B  der  Fläche  eines  regulären  Po- 
lyirons  von  derselben  Seitenzahl  gleich«  welches  entweder  um 
odter  in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  dessen  Halbmesser  im  ersten 
Falle  der  halben  Seite  des  Polygons  J3,  im  zweiten  Falle  der 
halben  Seite  des  Polygons  A  gleich  ist. 


IM  ^ 

0«a  Inhalt  des  Körpers  zu  bestimmen,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  regulüres  Polygon  — ein  reguläres  Dreieck,  Viereck, 
Fünfeck,  Sechseck,  u.  e>  w.  —  sich  um  eine  i^einer  Seiten  her- 
umdreht. 

Bezeichnen  wir  die  Seite  de«  regulären  Vielecks  durch  a,  den 
kurperlichen  Inhalt  des  durch  Umdrehung  desselben  um  eine  seiner 
Seiten  entstandenen  Kürpers  durch  V;  so  ist 

für  das  reguläre  Dreieck :  V  =  W**; 

ffir  das  reguläre  Viereck  :  V  =  na^; 

für  das  reguläre  Fünleck:  V—  i7ia,^{^-{-2Y^\ 

für  das  reguläre  Sechseck:  F  =  sjta^; 

für  das  reguläre  Ächteck:  V  =  2wa3(3+2|^2); 

für  das  reguläre  Zehneck:  V  —  .5«o*(5+2*^5); 

für  das  reguläre  Zivulfeck:  V  =  liTtu^Q+iY^)- 

Alan  kann  diese  körperlichen  Häume  auch  sowohl  dun 
Halbmesser  des  um ,  als  auch  durch  den  Halbmesser  des 
reguläre  Vieleck  beschriebenen  Kreises  ausdrücken-  Bezf 
z,  B.  r  den  Hulbmesser  des  umschriebenen  Kreises,  so  ist 

für  das  reguläre  Dreieck:  V  = 

für  das  reguläre  Viereck:  V  = 

für  das  reguläre  Fflnfeck:  V  = 

für  das  reguläre  Sechseck:  V  = 

fflr  das  reguläre  Achteck :  V  = 

för  das  reguläre  Zehneck :  V  = 

für  das  reguläre  Zwülfeck :  V  = 


I 


fa  den 
in  das 
lehnet 


Unter  allen  Prismen  von  derselben  Grundfläche  und  Höhe  I 
das  gerade  t:*risma  die  grüsste  Oberfläche. 


Wenn  m?u  aus  einem  Punkte  O  in  der  Verlängerung  eiJ 
Durchmessers  All  eines  Kreises  eine  denselben  in  den  beiqf 
Punkten  M  und  lii'  schneidende  gerade  Linie,  und  nach  d 
Punkten  Üf  und  jtf'.die  Halbmesser  CM  und  CM'  des  Kreij 
sieht,  so  soll  man  beweisen,  duss  das  Prodnct 


eine  constante  Grösse  ist,    welche  Lage  man  aucli  der  von  i 
Punkte  Ü  aus  gezogenen  Secante  des  Kreises  geben  mag. 
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Wenn  rosn  auf  eine  feste  serade  l<iftie  i 
i^abel  vaa  den  EndnuDkten  m,  AI'  eiaer  durch  den  Brennjiunbt 
J"  labenden  Chorde  derselben  die  Perpendikel  MN,  jtf'JV  fällt, 
so  ist,  was  man  auch  der  durch  den  Brennpunkt  f  gebendsu 
Cborde  MAI'  für  eine  Lage  gehen  mag,  die  8ui 


e  constante  Grösse. 
In  jeder  I'arahel  »teht  die  Summe  der  Entfernungen  der 
ponkte  einer  jeden  durch  den  Brenniiunkt  gehenden  Sehne  r 
Brenn|uinbte  zu  dem  l'roductc   dieser  Entfernungen  in  t 
stanleti  Verhältnisse. 


Den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels 
KU  b«i«t)inmen,  dessen  Schenkel  auf  einem  gegebenen  Kegel:scliiiitte 
senkrecht  «teben. 


Wenn  zwei  Kreise,  der  eine  mit  constanlera,  der  andere  mit 
verSnderllchem  Halbmesser,  sich  «von  Aussen  berühren,  und  an 
diese  beiden  Kreise  eine  gemeinschaftliche  Berührende  gezogen 
wird,  BO  liegen  die  sämmtlichen  Berährungspunktemit  dem  Kreise, 
,<1e8äen  Halbmesser  als  veränderlich  angenommen  wird,  in  einer 
Citjtioide. 


m  i  8  c  e  1 


_k.asKilg  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Schiilraths 

3.  It. T.  Wliiller,  Directors  des  Uealgyinnasinms  zu 

WiesbadcD,  an  den  Herausgeber. 

Da  Sie  jetzt  durch  zwei  Abhandlungen,  weicheich  mit  vielem 
Moteresse  gewesen,  dieAufmerksonikeitituf  die  kubischen  Gl eicfaungen 
r  vrieder  hingelenkt  haben,  so  erlaube-  ich  mir  die  Bdiandlungs weise 
t  io  Erinnerung  zu  bringen,  deren  sich  Kramp  in  seiner  Arithme- 
I  tiquc  universelle  (von  der  ich  vor  Jahren  eine  Üeberaetzung 


J 


t»8 


ä «fertigt,  die  aber  uicht  erschienen  Ut)  bedient  hat  und  diectarnm 
er  Vergessenheit  entrissen  zu  werden  verdiente ,  »»eK  sie  auf  die 
^yegschuffang  des  zweiten  Gliedes  verzichtet  und  eine  tiefe  Ein- 
sicht in  den  ganzen  (iang  der  Untersuchung  gewährt.  Derselbe 
geht  von  der  einfachsten  Gleichung  x' — 1  —  0  aus  und  bezeichnet 
sehr  passend  die  verdoppelten  beiden  imaginfiren  Wurzeln  der- 
selben — 1  f  tV3  und  — I— iV3iiiit2y  unfTSJ".  Daran  »chliosst 
sich  unmittelbar  die  Gleichung  j:^— C=0,  die  für  C  =  A'  die 
Wurzeln  A,  W,  W  sieht.  Hierauf  behandelt  Kramp  den  Fall 
^* — 'iAx'*\^ZA^x — C^O,  worin  die  drei  ersten  Glieder  Best and- 
theiie  eines  vodständigeu  Kubus  sind,  so  daes  man  für  C— ^1^=A» 
die  drei  Wurzeln  ^+A,  A^kJ,  A\hJ"  erhält.  Nach  ErJlrternng 
einiger  anderer  Fälle  geht  derselbe  zur  Aufsuchung  der  BeillD^n- 
gen  über,  welchen  die  Coeflicienten  der  voUstJindigeu  allgemeinen 
Gleichung 

x^—Ax'^-yBx—C^Q 

zu  genügen  haben,  damit  1)  eine  der  Wurzeln  das  arithmetisclu 
Mittel  zwischen  den  beiden  übrigen ,  2)  die  zweite  Wurzel  gleicj 
der  dritten ,  3)  nur  eine  Wurzel  reell  und  4)  keine  Wurzel  v  ' 
einer  andern  giejch  noch  auch  imaginär  sei. 

1.    Für  a,  j3,  y  als  Wurzeln  der  Gleichung  und  23^«+ y  e 
hflit  man  313=^«+^+/=^,  algo  ß=\A  aU  zweite  Wurzi ' 


x^-Aa!^-\-Bx—C=i{x-ß){x'i 


lßx-^ß*+B)-i-{-2ß^  +  Bß-C^' 


ist,    so  siebt  der  zweite  Factor    des   ersten    Gliedes  die  beiden 
übrigen  Wurzeln  3j;  =  .J±V3 -V  (.-<*— 3ß)    und  der  Divisionsrest  ^ 
—  Üp^  +  ßß—C,    welcher    unter   der    obigen   Vorauswetzung  ve^" 
schwinden  muss,    dte    Bedingungsgleicbung    für    diese  Annahnieij 
nämlich 

2.     Sind    a,ß,  ß    die    drei    Wurzeln,     sc    muss  «+2/3=4 
'2aß+ß'  =  B,   uß^^C  sein.     Durch  EMminirung    vim   a  aua  tf 
Isten  und  2ten  Gleichung  erhält  nuin,   wenn   der  schon  in  ' 
kommende  Ausdruck 


jiesetzt  wird,  Sß  =  A  +  r  und  3«  =  .l=f  2r.  Durch Multiplicuüon  desM 
Quadrate  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  mit  der  zweiteHfl 
erhält  man 

■2J'— *l.lß+  27C^T■2r^ 

und  wenn   beiderseits  <;|uadrirt  wird,  die  Bed'mgungsgleichung 
zwei  gleiche  gleicbstimniige  Wurzeln.  Rümlich 

(2^i*ÖJÄ+27C)"  =  4  (A'-3B)\ 
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3  Sind  cfi-ei  Wurzeln  caf^eordoete  complexe  Aasdriicke,  al«o 
die  drei  Wurselo  a,  A-|-t>,  ilr-i>;  so  Ist  u+'2l—As  ^aH^H^^^"^» 
a(i^f&*):=  C,  woraus  man 

il«— 3B=(a— X)«— 3^«,  also  il«— 3Ä>(«— il)« 
lud 

also 
(2^«— 9^Ä+27Cy-^4( J«-3fi)3 = i  6(«-A)a  ft  V3+6^  V3i^  >  0 

erhält.    Hieraus  flndet  man 

5L|3-.9JÄ  +  27r+Ä=2(a-A+fiV3)3=2p3, 
2^»— 9^Äh27C—Ä=2(o{—A—ftV  3)3=27», 

so  das«  /»  und  q  bekannt  sind.    ' 
Werden  die  beiden  Gleichungen 

« — k — |[i^3  =  7 

durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  und  zieht  man  die  frü- 
here Gleichung  o-(-2il=yl  hinzu,  so  ergebt  sich  Zuzr^A+p-i-q, 
GJi:=2A — P'-^q»  öfi=(/i— ^)V3.    Es  sind  demnach 

Ä  \  p  +  q, 
A  +  pJ'  +  qJ", 
A+pJ^+qJ' 

die  dritten  Theile  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  a:*^Ax^+Bx^C 
=0j  ^'enn  die  oben  angegebene  Bedingung  statt  findet. 

4.  Zur  Betrachtui^  endlich  des  Falles  dreier  ungleicher  reeller 
W^urzeln  bahnt  sich  Kranii/  den  Weg  durch  die  V^erglcicbung 
de«  Productes  der  Unterschiede  zn-ischen  den  drei  kreisfiirmig 
geordneten  Wurzeln  x,  x*\  x'"  des  in  3.  untersuchten  Falles. 
£s  ist  nämlich 

(x'-^x")  ix"-^")  {x^'^-x')  =  Ä .  3i  V3 , 

woraus  er  folgert,  dass  R  imaginär,  also  B^  negativ  sein  muss, 
wenn  die  drei  Wurzeln  reell  und  ungleich  sind ,  d.  h.  dass  in 
diesein  Falle  stets 

(3^3— 9.4Ä+270*  <4(J^^-3i?)» 
Ist.     Demnach  wird  jetzt 

2il»— 9.4Ä  f  27C+  iÄ=2p3, 
2^»— 9^JB+27C— iß=2y3. 


110 


Setzt   man,    was    erwieacDermasscn   erlaaW   ist,    P  =  i+fy. 
5  =  1 — it/,  so  er[>ielit  sieb,  dass  die  Oei^tinimuiiK  der  Wertbe  v»n 
z  und  y  iviederuni   auf  die   Aufliisung  einer  kuhiflclieii  Cleicbutis 
von    derselben  liesuliaffetibeit  führt,    als  die  gegebene  Gleii-htn 
nar,  und  langt  so  zuletzt  bei  dem  Casus  irreduciDilis  an. 


Bemerkung  zu  der  Aufgabe  des  Herrn  A.  Ritmri! 

(ThI.  VI.  S.  330,  lies  ArrliWs.) 


Tun 


]  He 


:.  T.  Wi  t 


1  Ha 


Es  ißt  das  Achsen dreietk  eines  (scbiefen)  Kegels 
und  in  einer  Seitenlinie  desselben  ein  Punkt.  Man  soTl  "doj 
diesen  Punkt  Ebenen  normal  zur  Ebene  des  Achsen  drei  ecks  1^ 
und  den  geometrischen  Ort'der  Brenn(iunkte  aller  d&dd 
entstehenden  KegeUchiutte  angeben, 

Der  gegebene  Punkt  sei  der  Pol  eines  Polarcoordinaten-I 
stems,  und  r  der  Radius  veclor  der  gesuchten  Cnrve,  so  bat  n 
bekanntlich 

wenn  a  und  b  die  beiden  Halbachsen  .irgend  eines  Kegelscbnd 
—  die  erstere  in  der  Ebene  des  Acbsendreiecks,  die  zweite  red^ 
winklig  darauf  —  bezeichnen  und  die  Ellipse  als  (irundfonn  ( 
Schnitte  angesehen  wird.  Hier  sind  a  und  b  veränderliche  Grüssi 
deren  Ausaruck  durch  den  veränderlichen  Winkel  des  ^  -1 
und  die  gegebenen  Constanten  wir  jedoch  nicht  hersetzen  wolM 

Nun  giebt  es  bekanntlich  im  schiefen  Kegel  zwei  Schmj| 
durch  den  gegebenen  Punkt,  welche  Kreise  sind;  in  beiden  i  . 
also  b^=a,  folglich  auch  r=a,  und  mithin  vereinigen  sich  iii] 
jedem  dieser  Schnitte  die  beiden  j^rme  des  gesuchten  genmet^ 
sehen  Orts  in  Einen  Punkt.  Zwischen  beiden  Schnitten  aber  wir^ 
wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Rechnung  überzeill 
fi>a,  folglich  r  imaginär;  es  findet  mithin  hier  keine  Curvo  1 
der  Ebene  des  Acbsendreiecks  statt,  und  damit  pflegt  man  j 
VFühniicb  eine  derartige  Betrachtung  abzuschliessen. 

Indessen  künnen  wir  auch  selbst  in  diesem  Falle  der  Gleichung 

welche  alsdann  die  Form  annimmt 


eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen.  Denken  wir  uns  nSnt'^ 
lieh  «fie  Schniftebene  als  "Ebene  der  complexen  Zahlen,  und  inj 
ihr  die  Achse  der  reellen  Zahlen  zasanuneniallend  mit  der  Acht 
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die  Achse  der  itnaginüren  Zahlen  Techtninldig  darauF,  so 
w«d«u  wir  den  cumiilesen  Radius  fector  cnnstruiren,  indem  wir 
'oa  der  >lilte  der  A<:hse  2a  aus  uns  Techtninklig  von  der  Ebene 
des  Achsen  drei  ecks  erbeben,  und  zwar  «xiivohl  nat-h  der  einen  als 
pach  der  andern  Seite  hin,  um  eine  Enirernune  ^V^6* — o".  Und 
^  der  That,  nenn  b  die  grosse  und  a  die  kleine  Halbachse  einer 
Ellipse  bezeichnet,  so  liegt  der  ürenn[)unkt  auf  der  Halbachse  b 
Wi  einen  Abstand  =  \^ti^ — a'  vom  Mittelpunkte;  folglich  gelangen 
wir  durch  jene  Corjstruction  ivirkTich  zu  den  ausserhalb  der  Ebene 
des  Achse ndreiecka  liegenden  Brennpunkten.  Es  enthält  mithin 
dl«  tileicbung 


FOlIständig  den  geometrischen  Ort  aller  Brennpunkte, 

weiche  in  den  gegebenen  Schnitt  ebenen  enthalten  sind; 

selbst  diejenigen  eingeschlossen,  welche  ausserhalb 
der  Ebene  des  Achsendreiecks  fallen. 

VftT  haben  diese  kurze  Notiz  vorziigltch  desshalb  nicht  anter- 
drficJien  wollen,  weil  hier,  wie  es  uns  scheint,  durch  eine  schlft' 
eeude  Thatsache  die  Coincidenz  unserer  geometrischen  Inleqtreta 
^OD    der    coniplexen   Zahlen    mit     der    Natur    der    geometrischen 

■rOseenbeziehungen  selbst  dargetban  wird. 


■  Fridcririauuiu 


In  dem  Archive  ThI.  VI.  8.  333.  wird  die  unbeschränkte  Gül- 
igbeit  des  Satzes:  „Wenn  ^e  Sinus  der  Winkel  eines  ebenen 
>reiecks  eine  arithmetische  Progression  bilden,  so  bilden  auch 
ederzeit  die  Cotangenten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine 
rltbmetische  Progression,"  in  Zweifel  gezogen,  indem  dieselbe 
B  die  Bedingung  geknüpft  wird,  dass  cotg  gw-cotgi  ^=:ä  sei. 

Der  Zweifel    ist    leicht   als    unbegründet  aufzuzeigen.     Denn 

sinn  +  siny^^sin^  folgt 


1) 


•Itm-iti  CO»  ?=?  = 


ÄccÄ. 
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3)  Ssio^mn  1=008^008^, 

folglich  auch 

4)  3  =  cotg|  cotg|. 

Da  dies  eine  nothwendige  Folge  der  Voraussetzung  i 
HO  kann  e«  keine  BeschräDkong  der  ßonauptuDg  iDvolviren. 

Es  erglebt  sich  die  Richtigkeit  derselben  auch  sehr  einii 

aus  2)y  wonach  man  hatte 


cos— ;r^=  2cos-^  , 

2  2 


d.  I. 


cos-— t —  cos-^=  cos-ijt. 


oder 


2sin|sin|  =  sin|. 

Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung 

sin^ij^:^  cos^ 


durch  die  eben  erhaltene,  so  folgt 

sini±i: 

-■  =  cotg  c , 

«nd  wenn  man  die  ZXhIer  entwickelt  nnd  den  Dividoo  «flsüifaf 

co^l  +co^|  =  2cotg|, 
was  kthauptet  mirde. 


Heber  die  Theorie  der  Proportionen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Lehmann  zu  Berlin. 


§.  1.    Lehrsatz. 

Wenn  von  4  Grossen  die  Iste  mit  der  2ten^  und  die  3te  mit 
der  4ten  gleichartig  ist,  und  ein  Vielfaches  eines  aliquoten  Theiis 
der  Isten  Grosse  ist  gleich  der  2ten,  und  das  Ebensovielfache  des 
ebensovieisten  Theiis  der  3ten  Grosse  gleich  der  4ten ,  so  ist  jedes 
andere  Vielfache  jedes  andern  aluiuoten  Theiis  der  Isten  Grösse  Z 
(d.  h.  grosser  oder  ebenso  gross  oder  kleiner)  als  die  2te  Grösse, 
Je  nachdem  das  Ebensovielfache  des  ebensovieisten  Theiis  der  3ten 
^Grosse  ZI  ist  als  die  4tc  Grösse. 

Beweis.    Es  sei  von  den  4  Grössen  a,  ö,  c,  dy  unter  denen 

AI 

o  mit  b  gleichartig,  und  c  mit  cZ  gleichartig  ist,  6  =  —  a  (wo  7n und 

n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten),  und  €/=  -e;  dagegen  sei  b 

auch  =  5^  a  (wo  q  und  p  wiederum  beliebige  ganze  Zahlen  sind), 
P  m 

0Q  Ist    iLar=2.a,    also  (beiderseits  das  mX;> fache   genommen)  ' 

npa'=^fnqa,  also  (weil  np  und  mq  zwei  gleiche  ganze  Zahlen  sind) 
anch  np€=^mqc,  also  (wenn  man  beiderseits  den  7;iX;iten  Theil 

nimmt)  -c=Slc,  d.i.  rf=:?^c. 

Es  sei  aber  nun  b^  —  a,   und  €/=  — c;  dagegen  sei  b^^a 

m  in  °  ^  p 

^gnd    <.  2i.  o,  so  ist  —  a  >  2-  a  und  <  2x_ a ,  also  w/>a>  qma  und 
""  p  rn        p  p  ' 

^^g-t-l^may  also  (weil  np,  qm  und  (f/+l)m  ganze  Zahlen  sind) 
anch  npc^gmc  und  <(5r-fl)mc,  also  ^c'^^c  und  <^3JL-Cy  d.i. 

iV^c  und  <2z.c.    Ist  aber 
^p  P 
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6>S^ftund  <?±i«,       rf>9Lc  und  <S±lc; 
P  P  P  P 


oist  um  so  mehr 


q-\ 


P  P 

b-^SZ^„,b^Sd3a: 

P  P 

u.  s.  w.        n.  s.  n°. 


/'  P 

p  P 


§.  2.    Lehrsatz. 

Zu  3  Grossen  9  wovon  die  Iste  der  2ten  gleicbartig,  ist  alle- 
mal eine,  aber  auch  nur  Eine,  vierte,  der  3ten  gleichartige 
Grosse  möglich,  von  der  Art.  dass  jedes  Vielfache  jedes  aliqooten 
Theils  der  Isten  Grosse  'Z.  ist  als  die  2te.  je  nachdem  das  Eben- 
soviel fache  des  ebensovielsten  Theils  der  oten  Grosse  "Z.  ist  als 
die  4te  Grosse. 

Beweis.  Die  3  ersten  Grossen  seien  o,  6^  r.  Nun  haben 
enti^eder  a  und  b  einen  aliquoten  Theil,  der  in  beide  aufgeht  («id 
gemeinschaftliches  Maass),  oder  nicht. 

Haben   a  und    ö   ein  gemeinschaftliches  Maass«  ist  Dflmlich 

6=— a,  so  hat  die  -ite  Grosse  d=i  —  c  nach  dem  vorigen    Pan- 

graphen  die  verlangte  Eigenschaft. 

Haben  aber  a  und6..  falls  das  möglich  ist,  kein  gemeinschaft-  | 
liebes  Maass.  so  nehme  man  einen  beliebigen  aliquoten»  deo  mtcii,  ! 
Theil  der  Grosse  a  von  6  so  oft  weg.  als  es  angeht;  es  sei  defli- 

nach  b^  —  a  und  <-2La.     Man  nehme  zwischen ^a  und  *  '  »Ma^ 
'   «I  »I  m  —    ^ 

d.  i.   zwischen  ^  a  und  ^t"" "  ^  •  ^*^  Mitte,  '^^    a ,  so  liest  6 

2m  i/zi  ihn  ^ 

weder    zwischen 


mlv 


>M  ,    In+l  ,  .    ,        2ii+l 

^  -  a  und   — —  av.    oder  zwischen 


"im 


.IM 


:sm 


*>< 


2if+2 


a :  im  Isten  Fall  schreibe  man  p  statt  2» ,  im  2ten  Fall 


/i  statt  ihn  \^l .  so  kann  man  in  jedem  Fall  ss^:en,  6  liegt  zwii 

-/'-  d  und  ^^  <z.    Fährt  man  so  fort,  die  aliquoten  Theile  von  II 


z:m  zm 

zu  halbiren.  so  sei 


/»  ^  —  a    undv— ^ff- 
m  m 

b^  l   a  und  V ^-r-  « < 

b  ^  /   a   und  V  ?r^  «  • 
4m  4m 

U.  S.  w.; 


Mi 
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auf  diese  Art  wird  die  Entfernuns  der  beiden  Grenzen  von  einan- 
der 5  zwischen  denen  b  ein^eHcIiiossen  ist,  mit  jedem  folgenden 
Schritte  auf  die  Hälfte  reducirt.     Diesen  Grenzen 


m 
P 


«, 


m 


q  r/+l 

4//1  4m 

u.  8.  w. 


entsprechen,  wenn  man  von  der  Grosse  c  die  ebensoviclstenTheile 
ebensovielnial  nimmt,  die  Grössen 

n  71+1 

—  c.      -— c; 

m  m 

2m '^'      2m  ""V 

4m  4m 

u.  s.  w. 

i  'Da  nun  auch  hier  der  Unterschied  mit  jedem  folgenden 
!  Schritte  auf  die  Hfilftc  reducirt  wird.,  so  kann  er  kleiner  werden 
;  als  jede  gegebene  mit  c  gleichartige  Grösse ;  folglich  gicbt  es  Eine, 

.  aber  auch  nur  Eine  Grösse  dy  weiche  "> -^  c  und  <?lt  eist,  und 
'  4m  4m 

welcher  sich  die  Grössen  —Cy^Cy-J-c,  u.  s.  w.    in  ihrem  ali- 

m       2m      Am 

filicen  Wachsen,  und  die  Grössen  — i— c,  t^-^-'»  ^—  c,  u.  s.  w. 

^  m  2m         4m 

In  ihrem  allmhligen  Abnehmen  immer  mehr  nähern,  ohne  sie  je- 
mals genau  zu  erreichen. 

Wir  beweisen   nun  erstlich,  dass  c  und  d  kein  gemeinschaft- 
liches Maass  haben.    Hätten  c  und  il  ein  gemeinschaftliches  Maass, 

so  sei  d  =  —c.    Dann  wäre 

^c>^c   und  <2±?c 
|L  m  m 


r.c>^cmiA<,Vßc 


V 


27lt 


2m 


v^>  /cund<2+lc 


4iit 

u.  s.  w. 


4m 


also  auch  —  a  >  — a    und  <      —  a 


m 


m 


2m 


—  o>  f-  a    und  < 


a 


V 


'im 


-  a  >  -/-  «    und  <  V—  « 
ft  4m  4m 


u.  s.  w. 


Da  aber  der  Unterschied  zwischen  —  a  und  — t.  a  doppelt  so 
Toss  ist  als  der  Unterschied  zwischen  ^^a  und  ^^  Uy    dieser 


8* 
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aber  wieder  doppelt  so  gross  als  der  unterschied  zwischen  ^  a 

uDcl  tt-a,  u.  s.  w.,    so  wird  der  Unterschied  <  als  jede  gege- 
4m 

bene  mit  a  gleichartige  Grösse;  der  Grenzwerth  ist  also  —  a.  Vor- 

her  aber  sahen  wir,  dass  dieser  Grenzwerth  =6.  Folglich   wäre 

b=—a,  und  folglich  hätten  a  und  b  ein  gemeinschaftliches  Maass» 

gegen  die  Voraussetzung.    Folglich   ist  die  Annahme  falsch,  und 
c  und  d  haben  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Man  nehme  nun  einen  beliebigen  aliquoten,   den  fiten,  Thell 
der  Grosse  a  von  b  so  oft  weg,  als  es  angeht;   es  sei  demoach 

6>  — a  und  <^^^a,  so  beweisen  wir,  dass  d  nicht  <  — c     imd 
L_e  sein  könne. 


nicht  > 


/* 


V 


Es  sei,  wo  möglich,  d<^c,  so  wäre 

(^ 

—  c>d  und,  wie  wir  gesehen  haben,  rf>— c; 
(i  ^  m 


99 


-c>d, 
—  c>rf,    „ 


35  99 


» 


99  55  55 

U.     8.     W. 


also  um  so  mehr  —  c  >  —  c ;    also  auch  —  a  >  —  er  r 

(11         7/1  fi         m 


>j 


5« 


>»  .■•• 


>>  55 


»5 


55 


V 


t>m 


c  >  f    c : 


fi         4m 
u.  s   w. 


fft         4jn 


Da  nun  die  Grossen  —a,\~a,  ?-a,  u.  s.  w.  in  ihrem 

m      2m      4m 

ligen  Wachsen  sich,    wie  wir  gesehen  haben,    immer  mebr'^ 

Grosse  b  nähern ,  so  dass  das  noch  Fehlende  kleiner  wird  ab 

gegebene  mit  a  und  b  gleichartige  Grosse,  so  kann  —a  niclit" 

fi 

sein,   da  doch  vorausgesetzt  war,  dass  wirklich  6> — a.    d.< 

V 

—  a  <  6  sei.    Da  dies  sich  widerspricht,     so    ist    die    Ai 
f* 

falsch,  und  d  kann  nicht  <  -  -c  sein. 

Es  sei  aber  nun,  wo  müdich,  rf>  ^^i-c,  bo  wäre 


\\ 
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-i-c<d,  und,  v?\e  wir  gesehen  haben,  €£<-^c; 


C^U>f  ff  >9  y^  yy  ,,  '^  %     "rt  ^  1 


— —  C%tt,  99  99  9«  99  9«  ^  %  **i ^5 

u  4m 


U.      8.      W. 


also  nm  so  mehr^^  c<  -i-  c,  also  auch  —£-«<  -i-a; 


9f  »9         99  99 


II  im  (i  4m 


u.  s.  w. 

Da  DUO  die  Grössen  ^i-  «9  ^r-a,  2X-  a,  u.  «.  w.  in  ihrem 

m  2m         4m 

ailmäligen  Abnehmen  sich ,  wie  wir  gesehen  haben ,  immer  mehr  der 

GrOsseA  nähern,  so  dass  der  Ueberschuss  kleiner  wird  als  jede  gege- 

beDe  mit  a  und  6  gleichartige  Grösse ,  so  kann  — ^  n  nicht  >  b  sein, 

da  doch  voransgesetzt  war,  dass  wirklich  ^i<— ^a,  d.  i.  -^  a>6 
sei.  Da  dies  sich  widerspricht,  so  ist  wiederum  die  Annahme 
tetlsch,  und  d  kann  nicht  >  ^-^c  sein. 

Da  also  d  nicht  =— e  und  nicht  <  —  c,  desgleichen   d  nicht 

=   y  '   ■  c  und  nicht  >  -£-  c,  so  kann  d  nur  >  —  c  und  <— —  c 

sein.     Die  Grösse  d  hat  folglich  die  vorlangte  Eigenschaft. 

Es  mögen  nun  a  und  />  ein  gemeirischafUiches  Maass  haben 
oder  nicht,  so  beweisen  wir,  dass  nicht  zwei  verschiedene  vierte 
Grossen,  d  und  e,  von  denen  e'^d  ist,  die  verlangte  Eigenschaft 
hliaben  können. 

'C'*  Man  nehme  an,  dieses  sei  möglich;  dann  nehme  man  einen 
jdiqaoteD  Theil  der  Grösse  c,  welcher  <<;  —  d  ist,  den  7/iten,  so 
"nft  von*  e  weg,  als  es  angeht,  so  wird  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des   Theiis  —  c   zwischen    d   und    e  liegen;    es    sei  demnach 

m 

J^c^d  und  ^e,  so  müsste,    weil  sowohl  d  als  e  die  verlangte 

Eigenschaft  hat,  —  a>6  und  </>  sein.  Da  dies  sich  wider- 
spricht, so  ist  die  Annahme  falsch  .  und  es  giebt  zu  a,  6  und  c 
nur  Eine  vierte  Grösse  von  der  verlangten  Eigenschaft. 
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§.  3.    Lehrsatz. 

Wenn  4  Grössen  die  im  vorigen  Paragraphen  angeführte  Eigen- 
schaft haben  ^  und  man  nimmt  von  der  Isten  und  3ten  beliebige 
Gleichvielfache,  und  von  der't^ten  und  4ten,  wenn  auch  Diclit 
Ebensovielfache,  doch  unter  sich  Gleich  vielfache ,  so  ist  allemal 
das  Vielfache  der  Isten  "Z.  als  das  Vielfache  der  2ten,  je  nach- 
dem das  Vielfache  der  3tcn  2  ist  als  das  Vielfache  der  4ten. 

Beweis.  Die  4  Grössen  seien  a,  b.  c,  d,  so  wollen  wir  be- 
weisen^ dass  na'Z.mb  (wo  n  und  m  beliebige  ganze  Zahlen  be- 
deuten) ,    je    nachdem   nc  ZI  nid.      Nach    der    \  oraussetzung   ist 

—  ii'Z.by  ie  nachdem — c'Zidy    also   (wenn    man  beiderseits  das 
m  m 

mfache  nimmt)  na'Z.inb,  je  nachdem  nc'Z.md, 


§.  4.    Lehrsatz. 

Wenn  4  Grössen  die  in  §.  3.  angeführte  Eigenschaft  habeo, 
so  haben  sie  auch  die  in  §.  2.  angeführte  Eigenschaft. 

Beweis.  Wenn  die  4  Grössen  a,  b,  c,  d  so  beschaffen  sind, 
dass  na'Ziwb,  je  nachdem  nv'Z.nid^  welche  ganze  Zahlen  man 
auch  für  m  und  n  setzen  mag.  so  ist  (wenn  man  beiderseits  den 

mten  Theil  nimmt)  —a'Z.b,  ie  nachdem  —  c'Z.d,    d.   h.    die  4 

m  m 

Grössen  a^  b,  c,  d  haben  die  in  §.  2.  angeführte  Eigenschaft. 


§.  5.    Zusatz. 

Da  wh'Zna  (d.  h.  mb  kleiner  oder  ebensogross  oder  grusser 
als  mo) .  je  nachdem  7ia'21mb.  und  ebenso  md'Z.nc^  je  nachdem 
nc'Z.'ind.  so  folgt,  dtiss  man  die  4  Grössen  a^  b^  c,  d  auch  in 
der  Ordnung  b.  a.  r/.  c  schreiben  kann.  Dass  man  a,  b,  c,  d 
auch  in  der  Ordnung  r.  d.  a,  b,  desgleichen  b,  a,d,  c  auch  !■ 
der  Ordnung  //,  r,  6,  a  schreiben  kann,,  versteht  sich  nach  dem 
bisher  Entw-ickelten  von  selbst. 


6.  6.    Erklärunc* 


■» 


i 


Von  den  4  Grössen  a.  ^.  r,  d,  welche  die  bisher  beschriebene 
Eigenschaft  haben,  sagt  man.  dass  sie  in  Proportion  stehen 
oder  eine  Proportion  bilden,  oder  dass  sich  a  xa  b  verhalte 
wie  r  zu  d,  oder  b  zu  n  \^io  d  zu  r.  oder  r  zu  c£  wie  a  zu  A» 
oder  €?  zu  c  w\o  b  zu  //,  und  schreibt: 

a:b=:c:d.  oder  b:a  =  d:r  ^  oder  c:d=za:b,  oder  r/:r=6:a. 


Die  Iste  und  "lio  Grösse  hoisson. 
stelh,    das    vorangehende    Verhaltniss,   ,.< 
Grösse  aber  das  nachfolgende  VerhiiHniss 


auf  diese  Art  zusammen^ 

die   3te   und  4le 

und  man  sagt 
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a6  8  sie 
[iu8  ei  II Olli 


von  3  Verhältnissen,  welche  eine  Proportion  bilden,  cl; 
einander  gleich  seien.  Jedes  VernliltniHs  besteht  au 
Torangehenden  und  einem  nachfolgenden  Gliede.,  und  in  Jeder  Pro- 
portion heissen  die  Cvlieder  Eines  Verhaltnisties,  oder  auch  das 
TOiangehende  Glied  des  einen  und  das  vorangeliende  Glied  des 
andern  Verhältnisses,  oder  «auch  das  nachfolgende CiHied  des.  einen 
■nd  das  nachfols;endo  Glied  des  andern  Verhältnisses,  gleich- 
■amise  (homologe)  Glieder,  die  beiden  mittleren  Glieder  aber 
oder  nie  beiden  äusseren  ungleichnamige  Glieder.  Ein  Ver- 
bfiltniss  heisst  dagegen  grosser  als  ein  anderes,  wenn  das  Istc 
Glied  des  Isten  Verhältnisses  sich  zum  2ten  (ilied  des  Isten  Ver- 


m  * 


hiltnisses  verhSlt  wie  eine  Grosse,    welche  >  ist  als  das  Iste 
Glied   des  2ten  Verhältnisses,  zum  2teii  Glied  des  'iten  Verhält- 

^S0B^ke*  ««nJ       ww%t%w\       Ci<klk«M!l>4i     Sm      ^Üa..«»*»      ITnil       AwA>»k      M  t  /•     iin/1      d»  •   gl     fllA 


Kleiner  ais  ein  anaeres,  wenn  aas  isie  uiiea  ues  lsi^u  Tvruuii- 
nisses  sich  zum  2ten  Glied  des  Isten  Verhältnisses  verhalt  wie 
eine  Grosse,  welche  <  ist  als  das  Iste  (vlicd  des  2teii  Ver- 
hältnisses, zum  2ten  Glied  des  2ten  Verhältnisses,  und  man  schreibt 
in  diesem  Fall  aib^cid. 

§,  7.    Zusatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  3  Glieder  der  einen  den  3  ent- 
sprechenden der  andern  einzeln  genommen  gleich  sind,  so  sind 
auch  die  noch  übrigen  Glieder  (mögen  dies  nun  der  Ordnung  nach 
die^  Isten  oder  die  2ten  oder  die  3tcn  oder  die  4tcn  sein)  einander 
gleich  ,  d.  i. 

a:b=zc:d        a:b=c:d        a:h  =  c:d        a:b::=zc:d 

e:b:=^c:d         a:e  =  c:d        a:b  =  e:d        a:b^=ic:e 

azz.e  bz=ze  c=e  )t/=e.  . 


§.  8.     Lehrsatz. 

Vi^enn  in  zwei  Proportionen  2  Glieder  der  einen  den  beiden 
entsprechenden  der  andern  einzeln  genommen  gleich  sind,  so  sind 
die  noch  übrigen  Glieder  der  einen  Proportion  entweder  den  ent- 
sprechenden der  andern  einzeln  genommen, gleich ,  oder,  wenn  es 
1^1  eich namige  Glieder  sind,  in  der  einen  Proportion  grosser  als  in 
der  andern,  nnd,  wenn  es  un«;leichnamige  Glieder  sind,  das  eine 
der  beiden  übrigen  Cvlieder  in  der  einen  Proportion  grHsser  als 
in  der  andern,  und  das  noch  übrige  Glied  in  der  ersten  Proportion 
kleiner  als  in  der  andern. 

Beweis.  1)  Wenn  die  Isten  und  3ten  Glieder  in  beiden  Pro- 
portionen gleich  sind.  Es  sei  nib^-^cidj  und  aie^rzcifj  und 
e^6><so  beweisen  wir,  dass  auch  f'*>d.  sei.  Man  nehme  einen 
aliquoten  Theil  der  GrOsse  a,  welcher  <r  —  b  ist,  den  7/itcn,  von 
e  0O   oft  weg,  als  es  angeht,   so  wird  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des   Theiis  —a    zwischen   b   und   e    fallen  ;    es   sei   demnach 

m 
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— a>6  und  <6,   so   ist  nach  dem  Begriff  der  Proportion  auch 

711 

—  c>  d  und  </",  folglich  um  so  mehr  />►  rf. 

5!)  Wenn  die  Isten  und  2ten  Glieder  in  beiden  Proportioneo 
gleich  sind.  Es  sei  a:b=zc:d,  und  a:6=6:/,  und  «>c,  so 
beweisen  wir ,   dass  auch  /*>  iZ   sei.    Es  mugen  erstlich  a  und  6 

ein  gemeinschaftliches  Maass  haben;  es  sei  6  =  —  a,  so  ist  nach 
dem  Begriff  der  Proportion  auch  d^ —  c,  und/=  — e.     Da  Dm 

7/1  J» 

e>C9  SO  ist  auch — e>  — e«  d.  i.   fSd.    Wenn   aber  a  und  6 

mm  ' 

kein  gemeinschaftliches  Maass  haben  ^  so  sei 

6  >  — «und  <  ^t_a  rf>  —  cund  <2jL  ^  />  —  e  und  <<    ■ 
m  mm  m       •'       m 


6>^  auDd  <^  «  .d>.P.cuni  <^c/>f  eond  <^ 
2i«  2iB      ;       2»»  '2m     f      im  2m 


6>  /-  a  und <5±?  a  !rf>  /-  c  uod  < 2+1« '/>  ;f  e  nnd  K^e". 

Am  ^  Im  im  4m      r       4«  .   4iii    •? 


4}R  4l7» 

u.  s.  w. 


U.   S.   IV. 


u.  s.  w. 


so  ist,  weil  e^c,  und  die  Unterschiede  durch  for^esetzte  Ehl^' 
bimng  kleiner  werden  als  jede  gegebene  Grosse  derselben  Al^ , 
/"wenigstens  nicht  kleiner  als  d.  Es  kann  aber  auch  /nicht': 
=  d  sein^  weil  sonst  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  e  =  c  winni 
gegen  die  Voraussetzung.     Folglich  ist  auch  in  aie«em  Fall  f^A 

3)  Es  sei   a:b=c:d,  und  a:e=f:g,  und  e^6,  ond  f^C» 
so  ist  (nach  ^iro.  1)  und  Nro.  2))  um  so  mehr  ^>cf. 

4)  Wenn  die  mittleren  Glieder  in  beiden  Proportionen  gleich 
sind.  Es  sei  aibzizcidy  und  etb^cif,  und  e^a,  so  befreisen  ^ 
wir,  dass  f-^d.  Erstlich  kann  /nicht  =d  sein,  weil  sonst  93agM 
r=a  wäre,  gegen  die  Voraussetzung.  Femer  kann /nicht  >-Ä 
sein,  weil  sonst  aus  den  Proportionen  c:d=:za:b  und  r^=e:l 
nach  Nro.  3)  folgen  würde  6>6,  welches  ungereimt  ist.  rolgüdi 
ist/<f2. 

5)  W^enn   die    2ten    und  4ten   Glieder  gleich    sind.      Es  ssl   j 
a:b  =  ctd.  und  eib=fidy  und  e>a,  so  beweisen  wir,  dassaach    ' 
f^e.     Aus    a:b^=c:il  folgt  durch  Unikehning  bza^dic^   ai0 
e:b=fzil   aber  b:e  =  €l:f,   aus    bza^tlic   und  biez=zdif  ahlg  ^ 
nach  Nro.  1)  />  r.  ^4 

6)  Wenn    die   3ten    und   4ten  Glieder  gleich  sind.     Es  sdf  jj 
a :  6  =  r :  i2 ,  und  e :/~  c :  (2,  und  <?  >  a .,  so  beweisen  wir,  dass  auch'  m 
fyb  sei.     Aus  a:o=zc:d  folgt  c:rf=tt:6.    aus  e:/=  cid  all«(J 
c:d=e:f,  aus  c:i/=a:6  und  c:«/  =  e:/aber  nach  Nro.  2)  /  >  i. 


7)  W^nn  die  äusseren  Glieder  gleich  sind.   Es  sei  a:A=e:4 
und  a:e=f:d,  und  e> 6,  so  beweisen  wir,   dass  /<r  sai.    Ajä 


I 


=c%d  Tolet  b'.a^=d:c,   aus  a:e=f:d  aber  e:a^il:f,   t 
Utx^d'.c  ana  f:a=^d:f  aber  nach  Nro.  A)  f  <i,c. 


a<f/:c,    deegleicheo   c:d^ 


WenD  a:6>r;f/,  so  u 
1  wiederum  //:c>i:i 

weis.    WeuD  a:b'>c:d,  und  a:A=e:<',  so  ist  nach  ^ 
Aus  a:Ä=«:r/  folgt  t>:a  —  d:e.    Macht  man  nun  b.a  = 
wt,  ire'il  c-^e,  nach  J.  8.  auch  f<,d,  folglich  b:a<td:C' 
[>ä=£=^r:r2  foiijt  e:d=a:6.     Macht   man   nun   c:»/— 7:/»,    ; 

Seil  c^e,  nach  S.  8.  auch  ff^a,  also  c:(I^a:6.     Aus  c:ri  = 
Igt  durch  Umkenrung  d:c^=l/:i/.    Macht  man  nun  d:c^^h:a 

""  3  weil  a*>i/,  nach  §.  8.  auch  h'^b,  uUu  f/:c^ö:«. 


g.  10.     Erklärung. 

Eine  Proportion,  worin  die  mittleren  Glieder  gleich  simi, 
icisst  eine  stetige,  eine  solche  aber,  worin  die  mittleren (ilieder 
);Ieich  sind,  eine  discrete.  In  einer  stetigen  Proportion 
.  das  mittlere  Glied  die  mittlere  Proport ionale  Kwischen 
beiden  äusseren  Gliedern.  Wenn  in  einer  Reihe  gleichartiger 
•seti  die  Iste  sich  zur  'Jten  verhält  wie  die  '2te  zur  Uten  ,  die 
Zar  3ten  wie  die  3te  zur4ten,  ».  h.  w.,  so  heisst  die  Reihe 
^■»e  genmetrische  Reihe,  und  die  zwischen  dem  Isten  und 
letzten  Gliede  derselben  enthaltenen  Glieder  die  erste,  zweite, 
('^i  tte  ...  mittlere  stetige  Proportionale  zwischen  dem 
id  letzten  Gliede. 


ist. 


g.    11.     Lehrsatz. 

Zwischen  jeden  zwei  gleichartigen  Grössen  lindet  allemal  eine, 
Qt  auch  nur  Eine  mittlere  Proportionale  statt,  und  diese  ist, 
na  die   beiden   äusseren   Glieder  einunder  gleich  sind,  eben  eo 

i,  wenn  aber  die  üusseren  Glieder  ungleich  sind,  grösser  als 
*  Ideinere  und  kleiner  als  das  grösisere  von  beiden  Gliedern. 


Be 


Man  las!< 


Werl  he 
9  der  Proportion  kl; 
r>«isl,  aus  §.  8. 
.     Lässt  man  au 
T*nzen  hinaus  wachsen 


f  die> 


,  bei  nngeändertem  Isten  Gliede  11,  das 
a  an  stetig  wachsen,  so  ist  aus  dem 
ir,  doss  diis  letzte  Glied.  anfanL's  =a, 
aber,  dass  auch  das  letzte  Glied  stetig 
Weise  dus  mittlere  Glied  über  alle 
wächst  um  so  mehr  das  letzte  ober 


"^  Grenzen  hinaus.  Lässt  man  dagegen  das  mittlere  Glied  Ton 
*"M  Werthe  a  an  stetig  abnehmen,  soist  das  letzte  Glied,  anfangs 
,  nachher  <a,  und  nimmt  stetig  ab.  Läss  man  auf  diese  Art 
**  mittlere  Glied  kleiner  werden  als  jede  gegebene  GrOsse  der- 
>elbcn  Art,   so  wird  um  so  mehr  das  letzte  Glied  kleiner  als  jede 

!«bene  Grosse  derselben  Art.     Aus  allem  diesen    folgt  das  zu 

Weisende  von  selbst. 
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§.  12.     Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grosse  doppelt  so  gross  ist  als  eine  andere  ^  so 
hat  die  mittlere  Proportionale  zwischen  beiden  mit  keiner  von 
beiden  ein  gemeinschaftliches  Maass. 

Beweis.  Es  sei  a: 6=  6:2a.  Gesetzt,  a  und  ö  hätten  eio 
gemeinschaftliches  Maass,   und  es  sei  6  =  — a,    so    wäre    auch' 

2a=— Ä=i: — a,  also  2mma=nna,    also  2mm=:nn.     Es  wird 
m         mm 

hierbei  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  nicht  zugleich  gerade  Zahleo 
sind;  wäre  dieses,  so  konnte  man  —  in  ,^   -  verwandeln,  und  mit 

diesem  Aufheben  des  Bruches  so  lange  fortfahren, -bis  %venigsteiw 
Eine  von  beiden  Zahlen  ungerade  geworden  ist.  Es  können  aber 
auch  7/1  und  n  nicht  zugleich  ungerade  Zahlen  sein ;  sonst  wäre 
27?im  eine  gerade  Zahl,  und  nn  ungerade,  also  2mm  nicht  =nn» 
Es  kann  auch  nicht  m  gerade  und  n  ungerade  sein;  sonst  vränfj 
wiederum  2mm  gerade,  und  nn  ungerade.  Es  kann  endlich  auch 
nicht  m  ungerade  und  n  gerade  sein;  sonst  wäre  mm  ungerade^ 
und  i  nn  gerade ,  also  mju  nicht  =  {nn ,  und  2mm  nicht  =  juk 
Folglich  ist  die  Annahme  falsch,  und  a  und  6  haben  kein  gerne»* 
schaftliches  Maass. 

Gesetzt,  b  und  2a  hätten  ein  gemeinschaftliches  Maacus,  M 
müssten  nach .  dem  Begriff  der  Proportion  auch  a  und  b  ein  ge- 
meinschaftliches Maass  haben.  Da  dies  nicht  ist.  so  haben  auch 
b  und  2a  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

§.   13.    Erklärung. 

Zwei  gleichartige  Grossen,  welche  ein  gemeinschaftliches 
Maass  haben,  heissen  com  mensurabel,  zwei  gleichartige  Grossen 
aber,  welche  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  incommeih 
surabel.  Zwei  commensurable  Grossen  stehen  zu  einander  ii 
einem  rationalen,  zwei  incommensurable  Grossen  aber  in  eineiÜ 
irrationalen  Verhältniss. 


§.   14.    Lehrsatz.  ui 

Wenn  2  gleichnamige  Glieder  einer  Proportion  gleichviehut 
vervielfältigt,  oder  statt  dessen  gicichvielste  aliquote  Theiie  g#^ 
nommen  werden,  so  bleibt  die  Proportion  richtig.    Wenn  di^ 

von    ungleichnamii^en    Gliedern    das  eine  vervielfältigt,    statt 

andern  aber  der  ebensovielste  Theil  genommen  wird,  so  bleibt  Atj 
Proportion  richtig. 

Beweis.    Es  sei  a:6:=c:f^,  so  beweisen  wir  erstlich ,  daMi 
wenn  m  eine  boliebisce  ganze  Zahl  bedeutet,  ma:b=^mcid. 
a:6=:c:c£  folgt  nach  dem  Bec^riff  der  Proportion,  dass 
je  nachdem  wnc'Z.pd,  und  hieraus  wieder,  gleichfalls 
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Begriif  der  Proportion ,  ma :  b^^mr :  tL  Aus  aib=zcid  folf^t  ferner 
ma'Z.npbyje  nachdem  mc'Z.npti,  und  hieraus  axpb^.cxpd.  Aus 
aib^=cid  folgt  ferner  tntia'Z.  nipb ,  jo  nachdem  jiitic'Z.inpfh  d.  i. 
je  nachdem  nc'Z.pd ,  und  hieraus  ma:  mb=zc : d.  Aus  a : b  =:  c : // 
folgt   ferner  cid-^aib ,   hieraus  aber  itic:md-=a:b ,   d.  i.   a:b 

Es  sei  a:b^=cid,  und  -  -:b=ze:dy  so  foli;t  aus  der  letzteren 

Proportion 

a:b  --^meid 
a:b  =  c  :d 
iiiez=zc    (nach  §.  7.), 

also  e  =  — ;  also  kann  man  statt    '\b=eid  schreiben  -  -:6=^---:r/. 
?/i  m  m        m 

Ans  a:6=c:rf  folgt  lerner  6: a—d:c,  also   — :a=i—:c,    also 

m  m 

h  d.  n 

a :  —  :=:  c :  — .    Aus  a:b==:c:d  folgt  ferner,  wenn  man  — : « ~  c : rf 
TU  m  7M 

macht  (woraus  sich  a:7ne=c:d ergiebt)  ine  =  b,  also  e  =  — ;  also 

kann  man  statt  — ie^='Cid  schreiben  —  :  ~-=-c:d.  Aus  aib=2c:d 

m  m     m 

folet  ferner  c:rf=a:6,  also  —  :  — =:a:6,  d.  i.  a:6==-'. :  --. 
°  m    m  m    fn 

£s  sei  a:b=^c:d,  und  wa:b  =  c:e,  so  folgt  aus  der  letzteren 
»    Proportion  nach  dem  Bisherigen  a:  —  ^=  c  :  e.       Ans  a:b  =  cid 

folgt  aber  auch 


b 

d 

a: 

m 

c : 

m 

e 

d 

m 

1 

Also    kann  man  statt  ma:b=2c:e  schreiben  7/ia : 6 = c :  — .      Aus 

7/1 

az6  =  cid  folgt  ferner  cd^aib,  und  hieraus  vfc:d=^a:     ,  d.i. 

°  /// 

ai  '^  =  nicnL     Aus  a:&=:c:<Z  folgt  auch  —  :6  =  — :rf,     d.    i. 

Hl  '  771  TU 

•^:6  =  r:<2m.    Aus  aibzucid  folgt  endüch  a:6  =  —  :~^9    und 
m  ^  7»    7« 

hieraus  aimb^  —  'd, 

m 


§.  15.    Zusatz. 

Also  kann  man  in  jeder  Proportion  auch  gleichnamige  Glieder 
■it  einerlei  JBruch  multipliciren,  oder  von  ungleichnamigen  Gliedern 
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üim  oiiic  mit  einom  Bruch ,  und  das  andere  mit  dem  umgekehrteo 
Wcrtho  dioNO«  Drache«;  man  kann  also  statt  a:b=c:d  schreibeB 


M  M  n 


m 


m 


m 


:c:— rt,  — a:— 6  =  c:a,  a:o 
n        n       n 

c:— a,  a: — b^-^cia, 
m  n  m 


: — c:  — a, 


§.   16.    Lehrsatz. 

\Vmin   xwci  Vorh«Hltni$se  einem  dritten  gleich  sind,  so  siad 
«ie  (simpliciter  ex  aequo)  auch  einander  gleich. 

liewois.     Fssei  (i:ft=::r:<f.  und n : 6  =  e :/*.    Ist  nun  — c 


in 


?«^>  ist  «uch       II HÄ:  ist  aber  --a'Z.by  so  ist  —  <rZ/.       Folejidi 
m  m  m         '  °         I 

lÄt       cZZfi'.  je  nachdem  — rZ/.    Folglich  verhät  sich  czd=e:fm  } 

M  IN 


$.  IT.    Zusatz. 

WeVYT)  «^in  VerhÜltniss  einem  antlem  sleich.  aber  >  ist  jja 
^in  dn(ie>i,  so  ist  Aiirb  dns  :^e  VcrKhltniss  >  als  das  3te.  CmI 
iM  «Mn  \  erh^ttniss  einem  andern  irfeicb .  aber  x  &'$  c^ni  diittei^ 
VA  \}*i  ikm-h  <ljis  ""^tr  >  orbhitniss  v  ^l^  da$  dritte.  Wenn  ein  Tcr- 
bJ^lttiisx  V  ist  a)n  ein  anderes,  iin^  dieses  ^  als  ein  dies,  cm  ist 
«im  NO  mebi  iUn  Iste  N  orbhltni^s  ^  als  das  3te.  Und  wenn  ch 
XerbfiNnivv  v  '«"^^  aIn  ein  Anderes,  ihm)  <!iesc*s  v  <ds  ein  Stes,  m 
iwl  lim  «lo  mebi  das  InI-o  N'erb^lriiiss  v  als  das  äte. 


jj.    IS,    l.eljrsftt».. 

WoMh  in  '^  IVnportiniMM)  dn>  Cfo  t^hoT  der  IsTen  und  dasblt 
IOi^mI  «I<m   '*(oii  4«ii>!iiMKM   i'-K»','lj  sim  .  4i:i>  4.rr  Glior  der  Isten 
diMn  .'iloti  «loi    *fiMi .  »»floi  n*4»nf  ii;»N  Isfi'  (iiii*r  der  Isten  den 
l^hod  diM    '*(oii   4rli>h*li    iv(    pimI   i)mn  'Mv  t^lie«^  doT  Isten  den 
l^hivl  diM  '*Nmi    x'o  hih)on  ^«*i*«)iitM((ir  r\  :«oonfr  niirh  die  4 
t»lN«d4M   i»Hi'K  il^M   <^i»«lii»tnv  i»li»^  i'!i'l»fic*'  P*f»n»»rti«ii*. 

I  ;  ■ .  sn  verhSh 


\i%*\\   1*  I*?  1'»      *:Ol     II      / 


IHM:    ^ 


iiM«'li  (    1-1       x\oli-li«-    i*'iM-i'    V'mIiIoi'  iit-ii    .Hi.'t    nninr  ni  und  ft  WB>! 
^N^ltoti   fii>tv      •^tf  f       **'•    '      tH««i   /    >«.       •    »!•.    Isi  nun  Mft^^ia^' 


MO    bflt     1IIMI)    /•  .  IMri 


*»       V 


.    mKi« 


•»»« 

r 

V 

» 

■  1«  f  • 

f    ■ 

..», 

p 

»•»• 

•# 

»N^ 

-s 
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Ist  aber  mayne.f  so  nehme  mao  einen  aliquoten  Theil  der 
Grösse  b,  welcher  <  ist  als  ma-^ne,  den  pten  Tneil,  von  ma  so 
oft  weg^  als  es  angeht,  so  giebt  es  wenigstens  £in  Vielfaches 

des   Theils  —b,  welches  zwischen  nta  und  7ie  liegt;  es  sei  dem- 
Dsch  J^b^ma  und  >7i6.  Aus  ma:b^=Tnc:d  und  b:ne^=^d:nffolg^ 

Er 

nach   6.  15,  inax  i-ft  =  mc\  ^-d^  und  ^  h  \ne  =  ^d\nf.    Da  nun 

P  V  V  V 

ma  >—  6    und  £  6>it6,  so  ist  auch  7nc  >  ^rf,  und  ^tC^nf,  also 

um  so  mehr  mcy-nf.  Ist  endlich  inw^ne,  so  wird  auf  ähnliche 
Art  bewiesen^  dass  tucK^nf*  Da  also  ma'21ne,  je  nachdem  mc2Lnf, 
welche  sanze  Zahlen  man  auch  statt  m  und  n  setzen  mag,  so  ver- 
hält sich  a:e^=c:f.  Es  sei  nun  a:fp  =  c:d  und  e:a:=f:Cy  so 
uit  bia^=ä:c  und  a:e=:^c:f,  also  b:e=^d:f* 


§.  19.    Lehrsatx« 

Wenn  in  zwei  Proportionen  die  ersten  Glieder  einander  und  die 
3teo  Glieder  einander  gleich  sind ,  oder  auch  die  2ten  Glieder  ein- 
ander und  die  4ten  (vlieder  eincindcr«  so  liilden  (was  man  auch 
ordinatim  ex  aequo  nennt)  die  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung 
eine  richtige  Proportion. 

Beweis.    Es  sei  a  :  &  =  c:/^,  und  aiez^cif,  so  ist  auch 

e  ;  g  r=  /  ;  c 

TTb=z fxd   (§.  18.) 

Es   sei  dagegen    a\h-=-  c  \  dy    und  eib-=f\df  so  ist  auch 

b  i  e  =  dit 
a:  e  =  c  :f  (§.  18.) 


§.  20.    Lehrsatz. 

Wenn  iu  zwei  Proportionen  das  2te  Glied  der  Isten  gleich  Ist 

jdem  Isten  der  2ten9  und  das  3te  der  Istcn  ^  dem  4ten  der  2ten, 

oder  wenn   das   Iste  Glied  der  Isten  gleich  ist  dem  2ten  der  3ten 

lind  das  4te  der  Isten  =  dem  3tcn  der  2ten,  so  bilden  (j)crturba- 

«tim  sx  aequo)  auch  die  4  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung  eine 

'fichtige  Proportion. 

Beweis.    Es  sei  a:b  =  cul^  und  bte:=^f:Ci  so  ist  nach  S.  14. 

auch  iiia:6:^c:—  und  btne=^f-tc.    Ist  nun  ma=:7ie,  so  hat  mau 

m  n 


iima  -i^f-xCy  also 
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n  ' 

ma  :  o  =  c  :  — 
m 

^ = /:  (§.  7.) 

m        n 

also  (wenn  man  beiderseits  das  ynXiifacbe  nimmt)  ml  =mf.  kt 
aber  wa^fic.  se  nehme  man  einen  aliquoten  Theil  der  Grosse  6» 
welcher  ^ma  —  ne.  den  pten.  von  ma  so  oft  wesr,  als  es  aDgeht, 

und  es  sei  —b^Jic  und  <7/tQ.  Aus  mn  ://=c: — und£:>i«=^:c 
p  m  n 

fol^t  nach  f.  15.  ma:^  0  ^='—c:—  und  ^ ft : iie  =  -^  :  —  r.     Da  mm 

p  ^       «^  p  n     q 

ma^"^  h^  und  ^  6 >«  »r ,  so-  ist  auch  t- c  >  — .  und  ^ > ^c,  also 
p  p  €i  m  n       q 

f        ii 

um  so  mehr  '  x.  — .  also  ntf^tnL    Ist  da<;esen  ma'Cne,  so  wird 

n  '   w  '  ^  "- 

auf  ähnliche  Art  bewiesen,   dass  r/}/<itf/.    Da  also  maZ^ne,  je 

nachdem  Jhf^ndn  so  verhält  sich  a:ez=f:d. 

Es  sei  nun  #7:6  =  r:f/,  und  r:a=c/:/y  so  ist  6:a  =  d:C9  und 
a:c^f:dy  also  lt:e^=f:c. 


(.  i!l.    Lehrsatz. 

Wenn  in  ?.x\ei  ProjH^rtionen  die  Isten  Glieder  riiumder 
sind   und  die  4ton  einander«    «>dor  auch  die  2ten  Glieder 
cieich  und  die  •>ten  einander«  so  bilden  ^perturbatim  ex  aeqno)  die.« 
übri^^eii  t«)ie«)er  eine  Proport i«'n  so,    dass  die  übrigen  Glieder  der 
eim^i   l^r<>portion   die  .'tnsseren   Glietier.   und  die  übrigen  Glieder 
der  andern  l*r»»|«or(ion  die  mittlert^n  Glieder  werden. 

IW\\ei>      Ts  .xei   o  :  h       r  :  </,    uml  fl:r  :=/':</.  so  ist  avck 

und  dahei  i\\u\\  h  «-     /  : «-. 

Tii«  »ici  daKe«;oii    •*  \  h       %•  :  «V,    \\\u\  ritt^rif.  SO  ist  aoch 

/    W  v^-  ""^^^  »v>d  daher  auch  ria= 


•I 


vN      ^  '        I    .  k  I  ^  m;  r  ;, 

Womi  iii:iii   o  ■'■      '    •*     iHi.i  /■  .        '  ,    t:i",|  r .  SO  heisst  das 
\eih.ilhiiNs    ,t   ,    .» II  *•    *I  t' •«    \  *•  I  li  1 1 1 11  •  vv  r  I-    .    /■   rnd  /":»  an-'" 
!^ u  III  tu «>  II  v: «-  > «  %  *  i    n«««i  <^  M,l  lim»  ii  -■   .  k  ^  .  f    liezeichoet* ' 

Aul   ili4»^i'    \ii    k.iiiii   Hl  III  *-.•  \  I«  I  \  «■!  Ii  iliniNx,«     ;.{>  man  will  9  au- 
M»iiiiMoii>rrU«Mi     •»>.    >%*t   f*   ^'       •    •'      ^    '  1      t'  <=:i:i:,   und 
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hil=mi7i,  so  hei88t  das  VerhültniMS  a:/  aus  den  Verhältnissen 
Cid,  fig,  i'-k  und  min  zusammengesetzt,  und  wird  durch  ail 
=  (c :  f/)  +  (/ :  ff)  +  (/ :  /')  +  (w :  n)  hezeiohnet.  Sind  die  zuHamnien- 
zosetzenden  VcrhältnisKO  einander  gleich  y  so  heisst  das  zusammen- 
gesetzte ein  vielfaches  Verhilltniss  (das  doppelte,  dreifache 
Q.  8.  w.)  und  man  sagt,  wenn  a:b  =h:c=:c:dz=:d:e,  dass  a:e 
das  Vierfache  des  Verhältnisses  a:b  sei,  und  bezeichnet  es  durch 
a:e  =  4(a:6). 


^.  23.    Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grosso  nach  zwei  einfachen  Verhältnissen  verclndert 
wird^  80  kommt  einerlei  Grösse  heraus^  in  welcher  Ordnung  man 
auch  die  beiden  Verhältnisse  zusammensetzen  mag,  d.  h.  wenn 
man  a:/>=c:c{»  b;e:^fig,  a\h-:^fiif  und  hii^cid  macht,  so 
ist  e  =  L 

Beweis.    Aus  a:6=c;:rZund  h:i=:c:d  folgt 

simpl.  ex  aequo  a:b  :=z  hii,  aus  b:e=^f:h  und  a:k=^/:ff  aber 

b:e =z  a:h 
perturb*  ex  aequo  a:e  =  a:i;  folglich  ist  e  =  t. 


§.  24,    Lehrsatz. 

Wenn  zwei  einfache  Verhältnisse  einem  3ten,  aus  2  Verhält- 
nissen zusammengesetzten,  Verhältniss  gleich  sind,  so  sind  sie 
einander  gleich. 

Beweis.  Es  sei  a:b  =:  c:d,  b:e=f:g,  h:i  =  ad,  und 
{:  A  =  f'g 9  ao  beweisen  wir ,  dass  a:e  =  h:  k. 

Ans  aib=^C'd  und  hii^=c:d  folgt  simpl.  ex  aeq.  aib  =  kii, 
aus  bie=^f'g  und  iik=:f:g  aber  b:e=^i:k 

ordiuatim  ex  ae(|.  a :  e  =  A :  Ar. 


§•  25.    Lehrsatz. 

Wenn  eine  Proportion  aus  4  gleichartii^en  Gliedern  besteht, 
kann  man  die  äusseren  Glieder  mit  einander  oder  die  mittleren 
Glieder  mit  einander  verwechseln ,  und  die  Proportion  bleibt 
richtig. 

Beweis«  Es  sei  a:6  =  c:<2,  und  a,  6,  c,d  seien  gleichartige 
mtOaaeB,  so  ist  a''C=^(aib)  +  (b:c),  nndbid=^(b:c)  +  {c:{f)y  also 
J.  24.)  aic=bnd. 
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§.  26.    Zusatz. 

Jede  Proportion  zwischen  4  gleichartigen  Grossen  kann  daber^ 
ohne  ein  Glied  zu  ändern^  in  8  Ordnungen 

aib^C'd,  a'-c^b'dy  b'.azrzd'-c,  bid^^aic,  cid-=.aib, 
c:a=zd:b,  dic  =  bia9  dibzi^c^a 

geschrieben  werden.  Man  siecht  hieraus^  dass  jede  Ordnung  zu- 
lässig ist^  wofern  nur  die  gleichnamigen  Glieder  gleichnamig  blei- 
ben, auch  dass  jede  Ordnung  zulässig  ist^  wofern  nur  die  un- 
gleichnamigen Glieder  ungleichnamig  bleiben. 

\ 
§.  27.    Lehrsatz. 

Wenn    eine   Grosse   nach    mehreren  einfachen   Verhältnissen 
verändert  wird,    so  kommt  einerlei  Grösse  heraus,  nach  welcher  ' 
Ordnung  man  auch  die  Verhältnisse  zusammensetzen  mag. 

Beweis.    Nach   §,  23.   ist  es  einerlei,  ob  man  die  GrSsse  nj 
nach  den  Verhältnissen  b:c  und  d'e  oder  nach  den  Verhältnisse^ 
die   und   b-c  verändert;   folglich   ist  es  auch  einerlei,   ob  niao  a 
nach   den   Verhältnissen   b'-c,  d:e  und  f:o  oder  nach   den  Ver* 
hältnissen   d'-e,  b:c  und  fig  verändert.     Folglich    kann  man  die^ 
Ordnung  bic,  d:e,  f-fj  in  die  Ordnung  die^  b:c,  f'-ffveiwsLuddi 
Macht  man  nun  a:h  =  b:c,  so  ist  es  nach  S.  23.  einerlei,  ob 
h  nach    den  Verhältnissen    die    und  fiff  oder  nach  den  Verl 
nissen  f'.g  und  die  verändert;  also  ist  es  einerlei,  ob  man  a 
den  Verbältnissen    b:c,  d:e,   f'-g    oder   nach  den   Verhältnil 
b'C,  f'Q,   d'-e  verwandelt.    Auf  diese  Art  kann   man  nach 
nach  jenes  der  3  Verhältnisse  b'-c,  die,  fig  in  die  letzte  S\ 
bringen,  und,  während  es  die  letzte  Stelle  behält,  die  Ordn 
der  beiden  ersten  Stellen  beliebig  vertauschen.    Folglich  kapn 
die  3  Verhältnisse  bic,  die^  fig  überhaupt  in  beliebige  Ordni 
bringen. 

Ist  a  nach  4  Verhältnissen  bic,  die,  fig,  A : t  zu  verwandi 
80  kann  man,   während  das  Verhältniss  hii  die  letzte  Stelle 
hält»   die  3  ersten  Verhaltnisse  in  beliebige  Ordnung  stellen; 
durch  kommt  nach  und  nach  jedes  der  3  ersten  Verhältnisse, 
die  3te  Stelle,  und   kann  dann   nach  §.  23.  durch  Verwechi 
der  beiden  letzten  Stellen   in   die  letze  Stelle  kommen.    V^äbi 
nun  jedes  der  4  Verhältnisse  in   der   letzten  Stelle  bleibt,   kai 
man  die  3  übrigen  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung  setzen;    ' 
kann   man   überhaupt    alle  4  Verhältnisse    in    beliebige   Ordi 
setzen. 

Auf  ähnliche  Art  macht  man  den  Schluss  von  4VerbältDl 
auf  5  u.  s.  w\ 


129 


§.  28.    Lehrsatz. 

Wenn  2  einfache  Verhältnisse  einem  Sten»  aus  mehreren  Ver- 
Utnissen  zusammengesetzten  Verhältnisse  gleich  sind»  so  sind 
e  einander  gleich. 


Beweis.    Es  sei 


a'-  b  =  c  i  (I 
h    e  =  fiff 

C:  k  z=:    i  :  k 
kl  l  z=zmifl 


p\  q  •=.  c  i  d 
q:r  —  f-g 
r  :  s  =z  i  i  k 
Sit  =  m :  n 


»9 
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'O  statt  4  Paar  auch  jede  andere  Anzahl  Paare .  von  Verhältnissen 
«etzt  werden  kann),  so  heweisen  wir,  dass  a:l=p:t 

Aus  a:b  =  c:€l  und  p:q=c:fl  (o\gi  sinipl.  ex  aeq.  a:b=p:q 
b:e=:f:g    „     q:r  =  f:(/     „        „        „     „      b:e=q:r 

ordin.  ex  aeq.  a:e=p:  r 
e:h=::i:k    „    r:s=^i:k     „      simpl.  ex  aeq.  g:A=  r  :  9 

ordin.  ex  aeq.  a:h  =  p:  s 

.  0.  w.,  endlich  a:l=:p:L 

§.  29.    Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  einem  dritten  gleich  sind  (gleichviel 
l^be  Verhältnisse  einfach,  und  welche  zusammengesetzt  sind), 
}»  sind  sie  einander  gleich. 

kt'  Beweis.  Man  setze  statt  jedes  zusammengesetzten  Verhält- 
bes  ein  ihm  gleichbedeutendes  einfaches,  wovon  man  das  erste 
Käd  beliebig  und  von  beliebiger  Art  annehmen  kann,  so  folgt 
b  sa  Beweisende  unmittelbar  aus  §.  16. 


'^ 


§.  30.    Lehrsatz. 


ir.    Wenn    mehrere  Verhältnisse    gleichartiger  Grössen  einander 
ieich  sind,  so  hat  die  Summe  der  Vorderglieder  zur  Summe  der 
bitergiieder  das  nämliche  Verhältniss. 
r- 

^  Beweis.  Es  sei  a:b  =  c:fl^  und  a,  6,  c,  d  gleichartig«  so 
K  MtfZ^^  .1®  nachdem  mc'Z.nd,  also  auch  ma'Z.nb^  je  naeh- 
hjm  ma -\- nw^nb -\' nd ,  d.  i.  je  nachdem  m{a+c)'Z.n(b+d) ,  also 
libz=  a  +  c:b-i-d. 

fr     Es  sei  a:b  =  c:il=e)f,  und  a,  b,  c,  d,  c, /*  gleichartig,  seist 

a  :  b  =         a-i-  c :  b  -^-d 
a;6  =  a  +  c  +  e  ;Ä +rf+/*. 

Theil  VIII.  9 
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Auf  ähnliche  Art  macht  man  den  Schluss  von  3  Verhältnissen 
auf  4  u.  s.  w. 


§.  31.    Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  sleicbartiger  Grössen  einander  fldeich 
sind,  doch  so,  dass  die  Vorderglieder  der  beiden  Verhälrbisse 
einander  undeich ,  und  die  Hinterglieder  einander  ungleich  sind, 
so  hat  die  Differenz  der  Vorderglieder  zur  Diflferenz  der  Hinter- 
glieder  das  nämliche  Verhältniss. 

Beweis.  Es  sei  a:b  =  €:di  und  a^c,  so  ist  auch<6>rf. 
Man  mache 

n:  b=za — c  :  e,  so  ist 
simpl.  ex  aeq.  a — c:  e=^c:d=za—c-\-c:d-i-e  (§.  30.)*  iS- 

a — c:e  =  a:d-i-e 
a  —  c:e  =  a:b 

d-\-e=^b  (§.7.),  also  c=6 — d. 

Folglich  kann  man  statt  a:b=  a — c: e  schreiben  a:b  =  a^^c : 6— dl 


§.  32.    Zusatz. 

Wenn    mehrere  Verhältnisse    gleichartiger  Grössen  einai 
gleich  sind,  und  man  subtrahirt  und  addirt  die  Vordei^ileder 
miscue,  und  subtrahirt  und   addirt  die  HintergJieder  in  dersc 
Ordnung,  so-  erhält  man   2   Grössen,    welche  in  dem  DSmiii 
Verhältniss  stehen,  z.B.  wenn  a:b  =  c:d=e:f=g:h^=i:A, 
es    ist   a-^-c^^ey    und   a  +  c  —  e+^'^i,  so   ist   anch    b+d] 
b  +  d — f-\-h'>k,    und    a:b  =  a  +  c— -6+^—1:6  + rf—/-f.A- 
Bei  diesen  Subtractionen  und  Additionen  kann  man  (nach  6. 
lind  S.  15.)  Glieder,  die  zu  einerlei  Verhältniss  geboren,  auGli 
einerlei  Zahl  multipüciren  oder  dividiren  oder  mit  einerlei  Br 
roultipliciren ;   z.  B.  wenn  a : 6  =  c ; rf  =  6 ;/"=  g:hz=,  t ; k ,   aod 
ist  f«+5c>c,  und  Ja  +  5e — e-\-\g'>iy  so  ist  auch  46-f 8cl>i 
ift-t^rf— /•+JÄ>A:,  und  a;6=|a+5c— 6+i.5F— »:l6+5ct-/+ji 


§.  33.    Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion   verhält  sich  (summando)  das  Iste 
zur  Summe  der   neiden  ersten  wie  das  3te  zur  Sunmitt  des 
und  4ten ,  auch  die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder   auia 
wie  die  Summe  des  3ten  und  4ten  zum  4ten. 

Beweis.  Es  sei  a:  b=c:d,  so  ist  Tna'^m(a-j'b),  ■ 
mc<»i(c+€Q.  Ist  »i<w,  so  ist  um  so  mehr  ma<n(a-f6;>f  » 
7iie<n(c-f  r/).    Ist  endlich  m^n,  so  ist 
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(m — w)aZwÄ,    je  nachdem  (m — 7i)c'Z.nd 

na=na  vr  =  iic 

ma'2Ln(a-\-h) y  je  uacbdeiii    nic^n(c-\-d). 

Folglich  ist  überbau])!,  welche  ganze  Zahlen  man  auch  unter  m 
jmi  n  verstehen  ma^,  ma'Z.n{a-\-(i) ,  je  nachdem  -/ifcZn(c4-<0* 
Folsltch  verhält  sich  a :  a-\^h  ^^  c :  c-\-iL  J)a  aber  6:a==c2:c,  so  ist 
ucn  bzb'\-a=^d:d-\-Cy  d.  i.  a-{-b:b^r^c-{-d:d. 


§.  34.    Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (differentiando)  das  Istc  Glied 
mr  Dinerenz  der  beiden  ersten  wie  das  3tc  Glied  zur  Diflferenz 
des  3ten  und  4ten9  und  die  Differenz  der  beiden  ersten  Glieder 
Bmn  2teD  wie  die  Differenz  des  3ten  und  4ten  zum  4ten. 

Beweis*  Es  sei  a:b  =  c:d ,  und  a>6,  so  ist  auch  c>r/. 
Man  mache 

a:a— i6  =  c:e9    seist 


ord.  ex  aeq«  a — b :  b  =  e  :  d,   also  (summando)  ü — b:a=e:d-i-e 

a — b:a=e:c 
rf+c=c  (§.7.) 

also  e^^C'^d.    Statt  a:a — b=c:e  kann  man  also  schreiben 

rt;a  — 6=c;c— d 
g;     b    =c:d 
ord,  ex  aeq.  a — b:b=:c — d:d. 

Es  sei  dagegen  a:b=^c:d,  und  a<6,  so  ist  &:a=c2:c,  und 
b^a,  folglich  o:b  —  az=tl:d — c,  und  b — a:az:zd—c:c,  d.  i. 
§m^a:b=d^c:d,  und  a:Ä  — a=c;rf— c. 

•  I  ■ 

§.  35.    Lehrsatz. 
■ 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (summando  et  differentiando) 
die  Somme  der  oeiden  ersten  Glieder  zu  ihrer  Differenz  wie  die 
Snmme  der  beiden  letzten  Glieder  zu  ihrer  Differenz. 

Beweis.    Es  sei  a:b  =  c:d,  und  a'^b,  so  verhält  sich 

a+b  :  b  =  c  +  d  :  d 
,  a^b:  b  =  c—d  :  d 

ord.  ex  aeq.  a+ 6  :  a  —  b  :=  c+rf ;  c — iL 

Es  sei  aber  aibzizcid,  und  a<6,  so  verhält  sich 

a-{-bxb:=LC'{'d:d 
b — rt ;  b  =  d — c  :  d 


ord.  ex  aeq.  a-\-b  i  b — azzz  c-\-di  d^-^c. 


9» 
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§.  36.    Le  hrsatz. 

Wenn  mehrere  Proportionen^  \iFclche  aus  lauter  gleichen  Ver- 
hältnissen bestehen^  Glied  für  Glied  zusammen  addift  t^erden«  so 
erhält  man  wieder  eine  richtige  Proportion. 


Beweis.    Es  sei 


a:b  =  c:d=i€:f 
g  :  h  =  i:  k  =z  e  :  f 
l  :m=>n;p=ze:f 
q  :  r  =  s  :  t  •=z  e  :  f 


.  .  .  (1) 


(wo  statt  4  Reihen  auch  jede  beliebige  Anzahl  von  Reiben  unttf   \ 
einander  gesetzt  sein  können)^  so  beweisen  wir,  dass 

Aus   a'bzzzeifi   g:h^=.e:f,    l:m-=:ze:f  und  q:r^=e:f  foig^ 
nach  §.  30. 

aus  c:d:=:ze:f,  i:k:=ze:fy  n:p  =  e:f  nnä  s't=eif  aher 

simpl.  ex  aeq.  o+</+^+y'6+Ä+'w+**=c+i+w+5:d+Jfe-f|i-f-i*- 

■  r1 


§.  37.    Zusatz. 

Statt  der  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  AdditicFü  kann 
auch  promiscue  addiren   und  subtrahiren,   und   dabei  jedes  C 
mit  einer  stanzen  Zahl  multiplicircn  oder  dividiren  oder  mit  eil 
Bruch  muttipliciren  \  z.  }^.  aus  den  oben  mit  (1)  bezeichneten  ~ 
Portionen  kann  man  (wenn  ^a+^^yO  schliesfeen: 


§.  38.    Zusatz. 

Bei  der  in  §.  35.  erwähnten  Schlussart  summandiy  et  diL». 
tiando  kann  man  auch  gleichnamige  Glieder  mit  einerlei  S 
multiplicircn  oder  dividiren  oder  mit  einerlei  Bruch  multiplicii 
z.  ß.  aus  a:b=Cid  kann  man^  wenn  6a<^lb,  schliessen: 

und,   wenn  l6>ya  ist, 

;  6 — J  a:  J6— 6a=  Jrf— ;  c:  J  d— 6c. 


i»i 


xi 
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§.  39.    Lehrsatz. 

V^enn  4  gleichartiffe  («rossen ,  welche  nicht  sämniilieh  eiu- 
ander  gleich  sind,  in  Proportion  stehen ,  so  sind  ent^veder  2  und 
äfrinander  gleich,  oder  es  sind  nur  2  einander  gleich  und  eine 
srffsser  unu  eine  kleiner,  oder  alle  4  sind  ungleich;  im  ersten 
faJl  sind  die  &;leichen  Glieder  ^Icichnaniis;,  im  zweiten  Fall  aber 
die  gleichen  Glieder  ungleichnamig  und  das  grösste  und  kleinste 
cbeDfalls  unter  einander  ungleichnamig,  im  dritten  Fall  endlich 
das  f^rösste  und  kleinste  Glied  ungleichnamig ;  im  zweiten  und  drit- 
ten Fall  ist  die  Summe  des  grössten  und  kleinsten  Gliedes  >  als 
die  Summe  der  beiden  übrigen  Glieder. 

Beweis.  1)  Es  sei  a'b:=icid,  unda=:6,  so  ist  auch  c=r/, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

2)  Es  sei  a:b=2c:d,  und  a>6,  aber  =c,  so  ist  auch6=:r/, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

3)  Es  sei  a:6=c:c2,  und  a>6,  auch  a'^c,  und  Oz=zc,  so 
ist  a  das  grOsste,  und  d  das  kleinste  Glied,  also  die  gleichen 
Glieder  ungleichnamig  und  das  grösste  und  kleinste  ebenfalls  unter 
einander  ungleichnamig.  Es  ist  also  a :  6=6 :  d.  Setzt  man  ip=fp  \-(\ 
so  wird  6+ CS 6  =  6:«,  und  setzt  man  noch  b=.d-\-f,  so  wird 
d-f-e+fid+f^id+fid,  also  die  Summe  des  grössten  und  kleinsten 
Gliedes  =2i2-f-^4/>   ^'>^  Summe  der  beiden  übrigen  Glieder  aber 


und  kleinsten  Gliedes  in  der  Proimrtion  a:b  =  c-d  grosser  als  die 
Summe  der  beiden  übrigen  Glieder. 

4)  Es  sei  a''br=zcidi  und  a>6,  auch  a>e,  auch  6>c,  so  folgen 
£e  4  Glieder  a,  b,c,d  nach  der  Ordnung  ihrer  Grösse,  vom  grosston 
.J^i«  snm  kleinsten,  auf  einander;  wir  wollen  beweisen,  dass  a-i-d 

^  b+Cm  Man  setze  c=zd+€,  b=zc-]f^  a  =  b~[-g,  so  kann  man 
0tatt  a :  6=c :  il  schreiben  €/-|-e+/4-</ :  f/-|-c-|-/*=rff  p  :  d.  Folglich  ist 
a+d=2rf+c+/'+</,  und  b+c=id+e+f  he.  Aus  d+et^fi^f/'d+c+f 
zszd+e'-d  folgt  nach  6.  34.  g:d-{-e-\-f=:eid.  Da  in  dieser 
Proportion  das  Glied  d-\-e-\-f^d  ist,  so  ist  auch  g^e,  also 
M+e-^f+si>2d+e+f+e,  d.  1.  a+€l>b+€. 

5)  Es  sei  a:b=:c-d,  und  a>6,  auch  a>i;,  aber  6<c, 
BO  ist  (weil  a>6)  c^d,  und  (weil  ri>c)  6><^;  folglich  ist  a  das 
grOsste  und  d  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Durch  Ver- 
wechselung der  mittleren  Glieder  erhält  man  a:o=6:<i,  woraus 
«ach  Nro.  4)  folgt,  dass  a-|-c/>6-|-c. 

6)  Es  sei  a:6=:c:fZ,  und  a>6,  a<c,  aber  f?=:r/,  so  ist 
e  das  grüsste,  und  6  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Da  nun 
c:i2=a:6,  so  ist  nach  Mro.  3)  c-[^b'^d-\  a, 

7)  Es  sei  a:6=c:eZ,  und  a^by  r/<r,  a^il,  so  ist  (weil 
c>  o)  d^'b'^  also  ist  c  das  grosste,  und  6  das  kleinste  Güeu  der 
Proportion.    Da  nun  c:€2=:a:6,  so  ist  nach  Nro.  5)  c-{-by^  dr\-u* 


134 

8)  Ks  sei  nib=:c:d,  und  a'^b,  a^^c,  a<</»  so  ist  (weil 
ci  ^  /')  r  ^  r/ ;  also  ist  c  das  grosstc ,  und-  b  das  kleinste  Glied. 
Da  nun  r:r/=a:^>,  so  ist  nach  4)  c-{-b'^d-i-a. 

\))  Es  sei  aib=zc:  d^  und  a  <  6,  aber  =:  c^  so  ist  aach  b=zd^ 
also  aie  gleichen  liliodcr  gleichnamig. 

10)  Es  sei  a-b=cid i  und  a<69  aber  >c,  und  a=:d,  flo 
ist  d«rch  Venvechsehms;  der  mittleren  Glieder  a:c=zb:d,  und  wir 
haben  wieder  den  Fall  Nro.  6). 

11)  F.s  sei  a'b  =  r:d,  und  ri<ft,  aber  >c,  auch  a'^d,  so 
ist  durch  Venvechselunir  der  mittleren  Glieder  a:c=bid,  und  wir 
haben  wieiler  den  Fall  S'ro.  7). 

VI)  Es  sei  rt : A  —  r :  f/ .  und  a^b  ,  a'^Cy  a^^d,  so  ist  wie- 
denmi  n:r >:/#:#/.  und  wir  haben  nieder  den  Fall  Nro.  8). 

1«))  Es  sei  a:b=cid.  und  a^b,  a<c>  und  6=c,  so  ist 
d:r=b:a ,  und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  3). 

14)  Es  sei  (> :  A  =  r : r/.  und  a%s,by  O'^c,  b'^c,  so  ist  d:&=c:ii« 
und  \^ir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

15)  En  sei  aib-=f:  r/.  und  r?  v  ^^  a  < r,  6  <  c >  so  ist  d:  czszbia, 
und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

$.  40.    Lehrsatz. 

Zwischen  jeden  "2  cloichartisen  Grr»s»en  kann  nuiD  so  rid 
mittlere  stetig'  Proportionalgrossen  finden,  als  man  will,  aber» 
wenn  ihre  Aiiynht  ir«*srcben  ist,  immer  nur  dieselben  Grossen. 

IWweis.  Ks  seien  a  und  h  zwei  cIeich.iTtiffe  Grössen,  und 
Ä\«;  es  sollen  il  mittlere  stetige  Proportionalen  ^funden  werden. 
Man  bilde  die  c-eometrische  Keihe  fl.  r.  r7.  r,  /*.  und  lasse  c  yoi 
dem  Werthe  a  s\n  stetig  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen,  so  ist 
(nach  dem  \oricen  pAragmuhen"^  stets  r — n%^d — r,  d — c<e — d,  und 
e — rfv/'-r.  «is»'»  f  —n^i-\^c — fl\  Ha  nun  a>c:=c-d,  und  c  stette 
wuchst.  s«>  fs-uh>t  anrh  d  stetlc :  da  a:c=:d:r.  und  c  und  di 
stetijK  wachsen.  >o  t^ärhst  aiich  r  stctic;  da  a-f'=f-f9  ond  c  nnd  < 
r  stetic  w««  bsen  .  so  u  h»  h>i  awch  f  sterii;.  l>a  aber  r — a  über  alb 
t^renzen    hir»;)ns   w hebst,    so    wuchst    um    so    mehr  f-^a  (woldw 


Tr»r  Ein  \^e^th  xr.ri  /'. 

Es  sei  aber  mm  /»v«-  ^^'  lassen  sich  .  weil  fl^^* ist, 
h  uT»d  fi  s{\  viele  Tn.tUere  Pm'onionalen  linden.  rJs  man  will, 
w-enn    ihre    An-/«)'!    tTt-eben   ist .    in>mer    nur   dieselben   Gröi 
l'^iese  mittleren  l'^r  •f^»T*t!^»nalen  sind  «her.  in  umeetehrleT  Ortenngp 
die  mittleren  Prop^rrionftlen  7wisi*ben  f*  und  ^. 

■ 

J.   4l.     Znsat». 

Zn  jedem  s:et:cl»ef'eri  >  erbfilrnlss  ist  «llomnl  ein.  aber  anch  nv 
Bin  ^  «^Aih'ltniss  TiYoelrrh  ,  \^elche.v  .  eine  ireirebene  Anzahl  nsl  mit 
sH'h  seihst  /iis;immensre!«et9:t .  dns  cwoIm^pc  ^  erhältniss  giebt. 
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§.    42.     Erklärung. 


/  ■ 


Eid  solchen  Verhältniss  heisst  ein  gethoiltcs  Verhältnis» 
(das  halbe  Verbältniss,  das  gedritth eilte  Verhältnis»,  das 
gefiertheilte  Verhältnisse  u.  s.w.),  und  wird  durch  einen  vor- 
gesetzten Bruch  bezeichnet;  so  ist  l(a:fp)  das  Vcrhältniss  von  a 

ersten  der  3  mittleren  stetigen  Proportionalen  zwischen  a  und  6. 


§.  43.    Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  einander  gleich  sind,  so  sind  auch  ihre 
,  gedrittheilteu  Verhältnisse  u.  s.  w.  einander  gleich. 


Beweis.    Es  sei  a:&=c:r79    so  beweisen  wir,  dass  a  sich 

[    2.  B.  zur  ersten  der  3  mittleren   stetigen  Proportionalen  zwischen 

a  and  b  verhält  wie  c  zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Propor- 

*    tionaien  zwischen  c  und  d.    Es  sei  aie=\(aib),  und  man  mache 

l    a:e=c:/*,  SO  ist 

o:6  =  4(a:«)  =ii(c''P 
a:6:=  ad 


simpl.  ex  aeq.  4(c:/)  =zcidy  also  af^Ocid) 


simpl.  ex  aeq.  l(a:b)=::i(cid). 


{.  44.    Lehrsatz. 

Anstatt  ein  Verhältniss  zu  theilen  und  dann  zu  vervielfältigen, 
kapn  man  von  dem  Ebensoviclfachen  des  gegebenen  Verhältnisses 
4m  ebensovielste  getbeilte  Verhältniss  nehmen. 


Beweis.    Es  seien  a  und  b  gleichartige  Grössen ,  und  m  und 

it  beliebige  ganze  Zahlen;  wir  wollen  beweisen,  dass  n( —  laib)) 

in 

SS — Cit(a:6))*    Das  mfache  des  Verhältnisses  —  (a:&)    ist   a'-b, 
ni  •  m 

■bo  das  mfache  des  Verhältnisses  n(—(aib))  z=zn(aib),  aber  das 

mCacbe  des  Verhältnisses  -~(n(aib))  ebenfalls  :=n(a:b).  Folglich 

m 

fit  (nacb  dem  vorigen  Paragraphen)  n  (—  (a :  6))  =  —  (n  (a :  b)). 


{.  41.    Erklärung. 
Das  Verhältniss  n(— (a:6))  oder  —  (9i(a:6))    heisst   ein   ge 
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b rochen 0  8  VcrbHltniss,  and  wird  kürzer  durch  — (a:6)    ausge- 

m 

driicki :    m  :  n    heisst   in    diesem    Fall     das    ß  r  e  ch  u  d  g  s  v  e  r- 

hältniss. 


§.  46.    Lehrsatz. 

Wenn  man  zwischen  einer  Grüsse  und  einem  aliquoten  Tbeil 
derselben  eine  oder  mehrere  mittlere  stetige  Pronortionalen  nimiiit» 
so  ist  entweder  jede  mittlere  Proportionale  em  aliquoter  Theil 
jeder  grosseren  mittleren  Proportionale,  oder  das  getheilte  Ver- 
liältniss  ist  ein  irrationales. 

Beweis.    Die  gegebene  Grosse  sei  in  m  gleiche  Theile  ge- 

theilt«  und  ein   solcher  Theil  sei  a,  und  man  mache  —  (a:  ma) 

n 

=  fi:6.    Ist  alsdann    a   kein  aliquoter  Theil  von  b,  so  bewmea 

wir,  dass  das  Verhältniss  aib  ein  irrationales  sei.    Ciesetzt,  a^i 

sei  ein  rationales  Verhältniss.  und  es  sei  b  =  ^a,   so  wäre  im 

P 

=  ^(7:  also  müsste  />"  ein  aliquoter  Theil  Ton  g*  sein^   welches 

aber,  weil  p  kein  aliqiioter  Theil  von  g  ist,  unmöglich  ist.    Folg- 
lich ist  die  Annahme  falsch .  und  a  •  b  ein  irrationales  Verhältnis. 


§.  47.    Lehrsatz 

Je*1es  Verh.'iltnlss  einer  kleineren  Grosse  zu  einer  gr«i 
kann  als  ein  \iellnohos  oder  geiheiltes  oder  gebrochenes  Verhält- 
niss jedes  anderen  \  erliidlnKvses   einer   kleineren  Grosse  za  eö 
|(r«»sseren  angesehen  \^ erden,  und  das  Rrechungs verhältniss  istf 
jedes   u'^^uebene    Paar    %on  \  erhält nlssen  nur  Lines,   wenngM 
nicht  allemal  valional. 


M*}^  (heil 


■*  ■ 
,\  e  i  V.     1\  sei  A  V  ^ .  nnd  r  v  <^«  ^nd  man  mache  czd — «fc: 

ile  das  Xorh.hhniss  r:^  beliebig:  m.an  mache  —  (c:cl)=|lj(] 

1  ^a n n   is I   e i»  h>  od  e  i    d  ,i  ^   >  erh ii  1 1  n  1  ss   f,:  h   ei  n  Vi el  fa ciies  von  tf  ifA 
oder  1^^  inieM  "-M  n'lljiobe  w  v«  :  "^ -- #«•  i«,  nn<!    i?+V  ifl:/^=:a:  AtJ 
dei   All»  d.isx  /•  v>M.M  boii  ff  «iii«l  A  iir;;t.    Im  lelzteren  Falle 


tnai»    ,     {v.th      #1   *.    niiil    l.'ibiv  mit   der  oontinuirlichen  BbÜhdiei- 


\\\\\K,  do!N  \  <Mli'ihiMNM«N  4x   /  {\\\{  .  Sit  erhofft  das  7u  Rerreisende ssn 

Jiul     .'iliidiibo     \\i    >MO    in    ^    *■-        xMMin    \\\ii\\   Oivb  ^.  39.  za  Halb 
iiiiiniil 

Am 
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—  *<——»  P— *<-r— * 


2m 
setzte  HalbiniDgen  ( 


.      ,  u,  s,  w. ;   da  man  nun  durch  fortgo- 

—  9   -\  -9     ,  — ,  u.  «.  w.)  auf  eine  Grusse 
m        "Im        Am 


kommt 9  welche  kleiner  i^t  als  jede  gegebene  (üruKse  derselben  Art, 
M  kommt  man  um  so  mehr  (lur(^h  H^rtgesetztc  Halbtheilung  des 
Verhältnisses  (/ — //,  w — 6,  p — /i,  u.  s.  w.)  auf  einen  Unterschied, 
welcher  kleiner  ist  als  jede  gcsohcne  (irussc  dcrsellien  Art;  folg- 
lich «vird  um  so  mehr  der  iJiitcrscbied  /i — «/  durch  fortgesetzte 
Halbtheilung  des  Verhältnisses  kleiner  als  jede  gegebene  (irosse 
dcnelben  Art« 


§.  48.    Zusatz. 

Dasselbe  flndet  statt,  wenn  man  jedes  Vcrhältnlss  einer 
gnlasereD  Grosse  zu  einer  kleineren  mit  jedem  anderen  Verhält- 
oiaa  einer  grosseren  Grösse  zu  einer  kleineren  vergleicht. 


Teller  die  Bestimmnnir  einer  Oränze, 
irelclie  die  Anzalil  der  bei  der  Auf- 
BueliiinK  des  ^rossten  ^emeinscliaft- 
llclieii  TheUers  zweier  Zalilen  zu 
maclienden    Divisionen    niehl;    ttjber- 

steif^en  liann. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  verschiedeneo  französischen  Journalen,  namentlich  in  dem 
lournal  de  Mathömatiques  pures  et  appliquöes  von 
Ljonville»   ^^  ^^^  Comptes  rendus  de  TAcad^mie  dos 


19» 


iWn 


MclonroH»  und  in  den  Nouvelles  ATnales  de  Matböma- 
tl(|unM  von  Ter  quem  und  Gerono,  kommen  seit  einiger  Zeit 
(jntorNnrhuriKen  fiher  die  Bentimmung  einer  Gränze  vor,  welche 
dloAnxiihl  der  hei  derAubuchung  des  grussten  gemeinschaftlichen 
ThellerK  xweier  Zahlen  zu  machenden  Divisionen  nicht  übersteigen 
kann«  Wenn  i(!h  auch  diese  Untersuchungen  nach  dem ,  was  jetzt 
vorliegt«  noch  nicht  fiir  abgeschlossen  halte,  so  will  ich  doch  dim 
mir  boHondrrK  wichtig  und  mtercssant  scheinenden  Resultate  der- 
selben den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  im  Zusammenbaiim 
niltthellen,  indem  ich  hoffe,  dass  dadurch  vielleicht  einer  oder  &t 
andere  venuilasst  werden  wird ,  diesem  jedenfalls  sehr  interessanr  - 
ten  Gegenstände  noch  weiter  nachzuforschen. 


§.  1. 

Wenn   wir    zwei  beliebige  'ganze    Zahlen   durch  Aij  i^  be-  j 

«elrhnen,   so  Ist  die  Bestimmung  des  grossten  gemeinscIiaftliclMi  j 

Theilers  derselben  nach  der  schon  von  Euklides  geleinrien  Me-  i 
thmle  bekanntlich  in  dem  folgenden  Schema  enthalten: 


»  Q, 


B^Qk 


««  46»  t«i4(sai4« 


A^  K   n^^  ^k«  ^'^^  *  ^  ■>>  ^»  JSm 


^M«*  IK«is  Wk  m<Mkir«M  4t^  IV:^%!;iM!  ^ic^s«rk«  ««Mmi-  Fdi 
Kh-^  i^WMRK  ^^inJU^'^k  iiüwmi  «mo^^i^r*  mM^.  ilm-  wsoKtoe 


K  =  »  *?,  * 

«t 

*:.     :  I^V^  r 

*^. 

«^^  l^A^   * 

9v 

<►*.♦• 

**  ♦  =  «;  ^H^. . 

1 
•          > 

ii;^<,««.<ab. 

*    J^« 
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i 

^/weno  man  mit  D  dividirt: 

i 

U.   S.   W. 


=  :?tii  Q^,  +  ^ 


D    ~    D    ^"~*    '    />' 
'^t  nun  D  ein  Theiler  von  Ai  und  ^ ,  so  sind  offenbar  auch 

-ßg      Äj      B^  JBn—i       Bn 

~D'  tj*  :o  '  — TT'  D 

sänuiitlich  ganze  Zahlen,  und  die  nicht  verschwindenden  Grossen 

Bi      B^     B^      B^  Bn—i     Bn 

D'   D'  U'   D'  '  "     D    '    D 

b^^n  eine  fortwährend  abnehmende  Reihe.    Auch  ist  klar ,  dass 
-^  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von   j^   und    -^    ist. 

Hieraus  ersieht  sich»  dass  man,  um  den  grüssten  gemeinschaft- 
uehen  Theiler  von  A^  und  Bi  zu  finden,    und  um  den  grössten 

gemeinschaßlichen  Theiler  von    j~  und   -^     zu   erhalten,    ganz 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  machen  muss.    Weil  nun  Bn  ein 
Theiler   von    Ai   und  Bi    ist,    so  kann  man  im  Vorhergehenden 
JD^sBn  setzen,   und   man   wird    also,   um  den  grüssten  gemein- 
schaftlichen Theiler    von  Ai  und  Bi ,    und  um  den  grüssten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  von  ^  und  -^  zu  finden,  immer  ganz 

Bn  ,   Bn 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  zu  machen  haben.  Deshalbwollen 
wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  Ai  und  Bi  relative  Primzahlen 
sind,  oder  wir  wollen,  was  offenbar  dasselbe  ist,  ^n=  1  setzen, 
woraus  sich  nach  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens  ganz  von 
selbst  ergiebt,  dass  die  Grössen 

Bx ,  B^ ,  Bf^ ,  JD4 ,  •  •  •  •  Bnr-i 

sämmlich  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  also  der  kleinste  Wertli, 
welchen  eine  jede  derselben  erhalten  kann,  2  ist. 


140 


§.  2. 

Wenn  nun  Bk—i,  Bky  ^Hi  drei  beliebige  einander  bens 
barte  Glieder  der  Reihe 

■"l  9    -ßß*    -^3  9    -"4  >     •  •  •   Btlr-l  ,     Bfl 

Sind;  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

Bi^i  =  BkQk  +  Bk+i, 
aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  immer 

ist.    Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber 

Bfl  ^  1  ^  Bn—x  ^  2. 

Also  ist  offenbar  kein  Glied  der  Reihe 

Bn  9  -o  n— 1  f  Äi— 2  9  Bjk-^  f  Bn—^ »  Bn-^  ,   •  •  .  .  -, 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34, 

welche  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  Gliede  an  jedes  61 
die  Summe  der  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  ist.  Bezeich 
wir  folglich  die  Glieder  dieser  Reihe  durch 

und  setzen  also     ' 

Äx  =  1, 

Ä2  =  2, 
Äs  =  Kl  +  ^2? 
A4  ^  Ä2  +  Ks , 
S5  =  A3  +  K4, 
Ä<j  =  K4  +  Äö, 

u.  s.  w. 
so  ist  kein  Glied  der  Reihe 

Bn  9  Bmr-i  >  Bu-^  9  Ä*— 3  9  Bnr—^  9  -ßn— 5  5    •  •  •  . 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 


^ 


141 

welche  wir  im  Foleenden  die  Koihe  (I)  nennen  wollen.  Also  ist, 
weDD  man  wie  im  Vorhergehenden ,  um  den  srüssten  gemeiuschaft- 
Bdien  Theiler  von  Ai  und  Bi  zu  finden,  n  Divisionen  zu  machen 
güiDtbigt  war,  immer 

"l   ^    An  9 

woraus  sieh  ergiebt,  dass,  wenn  überhaupt  IBiu  das  erste  ^  Bi 
flbersteigende'(jilied  der  Reihe  (I)  ist,  die  Anzanl  der  Divisionen, 
welche  die  Aufsuchung  des  grünsten  gemeinschaftlichen  Theilers 
VOD  Ai  und  JBi  erfordert,  nicht  grösser  als  u — 1  ist,  weil,  wenn 
die  Anzahl  dieser  Divisionen  fi  wäre,  nach  dem  Obigen 

folglich  jK^  nicht  das  erste,  Bi  übersteigende  Glied  der  Reihe 
(I)  sein  würde,  wie  doch  angenommen  wurde.  Wenn  man  also 
eine  Grosse  finden  will,  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aul- 
suchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  der  Zahlen  Ai 
und  Bi  nüthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  so 
verfahre  man  auf  folgende  Art : 

In  der  Reihe*(I)  suche  man  das  erste  Glied  auf, 
fvelches  grosser  als  Bt  ist;  dann  kann  die  Anzahl  der 
durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Theilers  von  Ay  una  Bi  nöthig  gemachten  Divisionen 
nicht  erösser  als  die  Anzahl  der  diesem  Gliede  vor- 
hergehenden Glieder  der  Reihe  (1)  sein. 

Wenn  auch  im  Vorhergehenden  angenommen  worden  ist,  dass 
Ai  und  Bi  relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  kann  man  diese 
TOD  Liionnet  in  den  Nouve  lies  Annales  de  Mathemati- 
jfues.  Journal  des  candidats  aux  ^coles  polytechn'ique 
et  normale,  redige  par  Tcrquem  etGerono.  Decembre 
1845.  p.  622.  gegebene  liege!  d(tch  offenbar  auch  anwenden,  wenn 
die  in  Rede  stehende  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist;  nur  wird 
^nan  dann  nicht  die  niedrigste  Gränzo  finden,  welche  die  Anzahl 
'der  durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
▼OD  Ai  und  Bi  nöthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen 
Icaon  ;  eine  niedrigere  Gränze  wird  sich  immer  ergeben ,  wenn  man 
die  B^gel  auf  die  Quotienten  anwendet,  welche  man  erhält,  wenn 
man  Ai  und  Bi  durch  einen  ihrer  gemeinschaftlichen  Theiler  di- 
Tidirt,  und  die  niedrigste  Grunze  bekommt  man  durch  die  Anwen- 
dnog  der  Regel  auf  oie  Quotienten,  welche  man  erhält,  wenn  Ai 
|«Dd  Bj  durch  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dividirt 
rerden,  was  wir  durch  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  Reihe  (I)  ist 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  S5,  89,  144,  233,  377, 
GIO,  987,  1597,  2584,  4181,  .... 
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Ist  nun  ^i=:2904,  j?t=1122»  so  ist  das  erste  R  überstei-j 
gende  Glied  dieser  Reihe  1597«  und  die  Gränze,  welche  die  An-^ 
zahl  der  durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlicheiK 
Theilers  von  2904  und  1122  nütbig  gemachten  Divisionen  nich^ 
übersteigen  kann«  ist  folglich  15.  Dividiren  wir  aber  2904  un^ 
1122  durch  11«  so  können  wir  ^^  =264«  ^1=102  setzen«  unddaai 
erste  Bi  übersteigende  Glied  der  Reihe  (I)  ist  folglich  144«  d^: 
Gränze«  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aufsuchung  des  grusst^S 

femeinschaftlichen  Theilers  von  1904  und  1122  nuthig  gemachtes 
^Visionen  nicbt  übersteigen  kann«  also  10.  Der  grüsste  gemei 
schaftliche  Theiler  von  2904  und  1122  ist  66«  so  dass  wir  a~ 
Ai=a,  Bi:=:17  setzen  künnen,  wo  dann  das  erste  j^i  übers 
sende  Glied  der  Reihe  (1)  21,  also  die  Gränze«  welche  die  Anzi^^l 
der  durch  die  Aufsuchung  des  grussten  gemeinschaftlichen  Th^^ 
iers  von  2904  und  1122  nöthig  gemachten  Divisionen  nicht  üb^B! 
steigen  kann «  6  ist.  Die  Richtigkeit  hiervon  zeigt  die  folgeiM  ^ 
Rechnung : 


11221 

29041 
2244 

6601 

2 

1122 
660 
462 

|1 

|660| 
462 

198  1 

1 

462 
396 

66| 

12 
198| 

3 

% 

198 

0 


§.  3.  • 

Eine  andere  Regel  hat  der  scharfsinnige  Lam^  in  den 
Comptes  rendus  de  TAcad^^mie  des  sciences.  28.  Octo- 
bre  1844.  gegeben«  zu  weicher  man  auf  folgende  Weise  gelangen 
kann. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

Bn       =1, 


Btlr-X 

> 

2, 

Bnn-% 

•> 

3, 

Bl^-^ 

> 

5, 

Bjy-^ 

= 

8 

und 
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t-.M 


^'-»   ^    13,      «,_,    --  21 ; 


^»-»  >  1 .  10, 
^»-«  >  2  .  10, 
Ä»-7  >  3  .  10, 
I.    ■  Ä-8  >  5  .  10, 

'  Ä-v>8.10 


'1.' 

.  ■ 


id 


80 


^»-10  >  13.  10.    2S^a>  21.10; 

^«»-10  >  1  .  10», 
^"-ii  >  2 .  10«, 
^—la  >  3  .  10«, 
^»-18  >  5  .  10», 
^-^4  >  8.10« 

Ä-..  :s  13  .  10».    Ä^,>  21.10« 

^»-16   >   1  .  10», 

^»-1«  >  2 .  10», 

^n-tT  '>  3  .  10», 

^»-18  >  5  .  10», 
-*— 1»  >  8 ,  10» 

Ä^>  13.10»,    i?^>  21.10». 

^»-^  >  1 .  10«, 
-ß»-»  !S  2 .  10«, 
Ä»_2a  >  3 .  10«, 

^»-M  >  ß  .  10*, 

^«»-«  >  8  .  10«  . 


tu 

«_„  >  13  .  10«,    B„-„  >  21  .  10«. 

Wio  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  Itann ,  ist  lilar. 

l^s  ist  also  nnter  der  Voraussetzung,   dass  n>5Ä  ist, 

B^,i  =  10». 

Wenn  nun,  indem  JV  die  AnzaTil  derZilTern  von  B,  liezeichj 
n>5iV  wäre,  so  wäre  nach  dem  Vorlicrgehenden 


«„-.iv  r  10»; 


und     die    Anzahl    der    Ziffern 
A+1.    Folglich  wäre,  da 


wäre  also  luindesM 


ß,  r  B.-,jv 


gerundenen  Sai 


kann  nicht  Ji>5N  sein,  und  es  i.«t  folglicli  i 
ches  uns  za  dem  folzeudeu  zuerst  von  Lam 
lahrl: 

Die  Anzahl   dec   zu   der    Aufsuchung  de 
gemeinschaftlichen   Theilers  von   A^  unA  Bi  e'rfordii 
liehen  Divisionen    kann    nie  die  fünffache  Anza 
Zitfern  der  Zahl  Bi  übersteigen. 

Auch    für   diese  Regel   gilt  die  schon  oben  gemachte 
kung,  dass    es  bei   deren  Anwendung  nicht  unLedingt  nöthig  1 
dass   Af   und  Bj    relative   Frimzahlen   sind.     Natürlich   wird  i 
aber  die  nledricste  Griiuze  erhalten,  vrenn  dies  der  Fall  ist. 
die  Zahlen  2<l04  und   1122   liefert  uns   die  lie^el  \       ~ 
Zahl  ^0  als  Grän/.e,  welche  höher  ist  als  die  Grunze  15,  weld 
uns  oben  die  Re<rel   von  Llonnet  lieferte.     Für  die  Zahlen  l 
und  102  liefert  uns  die  Regel  von  L  a  m  ^  die  Granze  15 ;  aus  i 
Regel  von  Lionnet  ergab  sich  10  als  Gränze.     Für  die 
44  und  17  liefert  uns    die  Regel  von  Lame  die  Gränze  10; 
der  Kegel    von   Lionnet    ergab  sich  ü  als  Grunze.     Hieraas  i 
hellet,  dass  die  Kegel  von  Lionnet  der  Kegel  von  Lam^  -' 
zuziehen   ist,    wenn  auch  der  von  letzterem  gelundene  -Satz  e 
dings  an  sich  ein  besonderes  Interesse  darbietet. 


Es  seien  jetzt  wie Jer  fit_, ,  lii,,  Bk\i  i 
borte  Glieder  a^  Reihe 

B,,  B^,  Bi,  Bf..  ..Ä^,. 
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Wenn  Bk'TqBk-i  ist,  so  ist,  weil  bekanntlich  immer  Bk+i 
k  ist,  Bk^i^^Bk^i.  Wäre  aber  zugleich  Bk^^Bk-^  und 
I  "^^Bk^i,  so  wäre  offenbar 

ungereimt  ist,  weil  bekanntlich 

Ät-i  =BkQk  +  Bk+i 

Wenn  also  B*>^jBt-i  ^s*»   »^   ^s*    Ä+i<^Äjb-|,  und  es 
olgiicb  immer 


Bk+i  <  cj  A-n- 

BBeroach  ist  also 

\ 

b,<Ib. 

A4  ^   jA, 

Bi  <  2^' 

•5«  <  2  ■^*' 

1 

Ar  <  i  /?.. 

• 

u.  s.  w. 

bt  nun 

Äa  ;^  2  -'^i»    ®®  '®*' 

ft  <  2  ^' 

i 

*4   <   22^» 

^5<iA> 

^    <    28^' 

J^r  <  28  A» 

iHavui. 

t 

10 


II» 


^<p^. 


^<i^' 

t 

t 

a.  s.  w. 

Ist  aber  B^^ 

1 

2 

Bt. 

so    ist,    weil 

B^^Bi  ist: 

mU 

« 

B»  <  ^Bi, 

B«  <  22^' 
B,<^^B^. 

• 

Bt  ^l,By. 

u«  s.  w. 

WeoD  also  B^^^Bi  ist,  so  i^,  jeaachdem  n  eine  i 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist, 

Bn<^Bi  oder  Bn<~-B,, 

und  folglich ,  weil  bekanntlich  &  =  1  ist : 

Bi  >  2*  oder  ^  >  2  2   . 

Ist  nun  2^  die   grusste  in  B^  enthaltene  Potenz  von  2«  si 
jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 


also 


2^  ^  2«  oder  2^  ^  2  *   , 


2  <  f^  oder  -j-  <;  ^, 
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und  folglich 


n  ^  '2|Lt  oder   w  ^  2fi  +  1, 


Wenn  aber  ^t^o  ^i  ist^   so  Ut»  jenachdem  it  eine  gerade 
•der  eiae  ungerade  2«ahl  Ut, 

i«  Ä.<-JLj»i  oder  Ä„  < -J-^ Äi , 

2  «  2~T 

od  folglich,  weil  bekanntlich  A=z]  ist: 

n— 1 


^  >  2  *     oder  Ä^  >  2  «  . 

kt  nun  wieder   2^  die   grusste  in  J^^   enthaltene  Potenz  von  2, 
■0  ist,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist, 

n — a 


also 


2/^  ^  2  a     oder  2i^  ^  2  2   , 


— -— ^  u  oder  — r—  ^  ß 


.md  folglich 


n  ^  2fA  +  2  oder  71  ^  2|*  + 1, 


Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 
Wenn  2f*  die  grOsste  in  Bi  enthaltene  Potenz  von 
Sist,   so  kann,  jenachdem  ^  ^  ^j/?i  oder  Äa>  5- Äj    ist. 


Lionnet  giebt  a.  a.  O.  p.  620.  als  Grenze,  welche  die  An- 

nlil  der   Divisionen  niclft  übersteigen  kann,   allgemein  2|ii -|- 1 

ao.     Ich  glaube  aber,  dass  nur  der  Ausdruck  des  Satzes,  wie  ich 

denselben  so  eben   gegeben  habe,   richtig  ist.    Wenigstens  sehe 

ich  jetzt  nicht,   wie  man  durch  ganz  sichere  Sehliisse  zu  der  von 

lionnet  angegebenen,   nach  seiner  Meinung  allgemein  gültigen 

Kränze   gelangen  kann,  glaube  aber,  wie  ich  sciion  im  Eingänge 

lemerkt  habe ,    dass   dieser  Gegenstand  überhaupt  noch  nicht  als 

'ollstSndig  erledigt  betrachtet  werden  darf,  und  halte  weitere  Un- 

ersachuDgen  über  denselben  jedenfalls  für  sehr  dankenswerth. 

10  ♦ 
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§.  6. 

Man  kann  bei  der  Bestimmung  des  grussten  gemeinschafUi» 
eben  Theilers  zweier  Zahlen  sich  auch  der  folgenden,  von  d«r  g^r 
wohnlichen  etwas  ycrscbiedenen  Methode  bedienen. 

In  allen  den  Fällen  nämlich,  wo  bei  Anwendung  der  gewülm* 
liehen  Methode  der  bleibende  Rest   grösser  als  die    Hälfte   des 
entsprechenden  Divisors   ist^    vermehre  man  den  Quotienten  um 
£ins ,   ziehe  von   dem  Producte  des  Divisors  und  Quotienten  d^. 
Dividendus  ab ,    und  verfahre  sonst  übrigens  ganz  wie  bei  der  ge-.j 
wuhnlichen   Methode,    d.  h.  man  führe  die  Rechnung  in  der  an« 
gegebenen  Weise  so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindendtll 
Rest  kommt ,    wo  dann  immer  der  entsprechende  Divisor  der  ge- 
suchte  grüsste  gemeinschaftliche   Theiler   der    beiden   gegebeoM^j 
Zahlen  ist. 

Bezeichnen  wir,  um  die  so  eben  angedeutete  Methode  etwa* 
näher  zu  betrachten,  die  beiden  gegebenen  Zahlen  wieder  durdk 
Ai  und  Bj  ,  die  gebrauchten  Divisoren  durch 


UJ 


■"l  9      B^  9     B^  ,     B^9     B^y    •  •    •  • 

und  die  entsprechenden  Quotienten  durch 
also  die  entsprechenden  Reste  durch 


:"l 


B^  9  B^ ,  x»  4 ,  05 ,  H^ ,  . .  r . ; 


so  haben  wii^,  wenn 


*i  *  ^>  ^3*  U>  *5> 


gewisse  positive  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeicbl 
die  folgenden  Gleichungen : 

^1  =  ^  Ol  +  (-I/1.Ä8, 
B^  =B^Q^  +  (-1/2.^3, 
B^  =  B^Q^  +  (-1/3. ^4, 

A3  =B^Q^  +  (-1/4. Ä5, 
u.  s.  w. 

Ton  denen  wir  eine  beliebige  Überhaupt  durch 
bezeichnen  wollen. 


In 

N 


.1 


a 

■ 

e 
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Wenn  ü  eine  gerade  Zahl  ist,  so.  ist  nach  dem  Obigen 

Ä+i  ^  ^  Bk. 

Wenn  dagegen  u  eine  ungerade  Zahl  ist,   so  ist  nach  dem 
OHgen  offenbar 


i   d.  i. 


t 


folglich 


d.  i. 


Bk-i—£k(Qi^l)>^ßk. 


Ä_,  —BkQk  +  Bk>  ,j Bk  , 


Bk  Qk  —  Bk-i  <,Bk—^Bk, 


Ä+i  <  5  Bk. 

Wenn  man  also  das  oben  ansegebene  Verfahren  anwendet,  so 
Gbersteigt  kein  Rest  die  Hälfte  des  entsprechenden  Divisors. 

Zugleich  erheilet  hieraus  von  selbst »  dass 

eine  Reihe  fortwAhrend  abnehmender  ganzer  Zahlen  ist,  welche 
also  jederzeit  endlich  einmal  abbrechen ,  d.  h.  auf  ein  verschwin- 
dendes  Glied  fähren  muss. 

Ist  nun  Bn\\  der  verschwindende  Rest^  aufweichen  man  nach 
dem  Vorhersehenden  immer  endlich  einmal  kommen  muss,  so 
haben  wir  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

u.  s.  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhellet  leicht,  dass  Bn  ein  gemein- 
lehaftlicher  Theiler  von  Ar  und  Bi  ist.  Eben  so  leicht  erhellet 
iber  aus  denselben  auch ,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von 
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Ai  und  Bi  auch  ein  Theiler  von  .6^  sein  muss^  woraus  sich  nacV: 
der  bekannten  Schlussweise  ersieht ,  dass  Bn  der  grusste  semeii — 
schaftliche  Theiier  von  A^  xma  Bi  ist,  wie  behauptet  wurde. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nun  wieder  annehmen,  dass  A^  un 
Bi  relative  Primzahlen  sind,  also  ^n=  1  ist,  wozu  wir  aus 
ähnlichen  Gründen  wie  in  §•  1.  berechtigt  sind. 


§.6.  , 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  die  Glei- 
chung: • 

Ä-i  =  Ä  Q*  +  (—1/* .  Ä+i, 


wo 


Bk^^Bh^^,   Äfi^^Ä; 


also 


ist.    Folglich  ist 

Ist  nun  u  eine  gerade  Zahl,  so  ist,  .wie  aus  dem  Vorhero 
henden  und  der  Natiu  der  Methode  auf  der  Stelle  erhellet,  jede 

zeit  Qk  IT  2,  also,  wegen  der  Gleichung 

offenbar 

Bh-^  ^  2Ä  +  Ä+i. 

Ist  dagegen  ik  eine  ungerade  Zahl,  so  erhellet  eben  so  leicht, 
dass  immer  Qk — lw^2,  also  QibC3,  und  folglich,  wegen  der 
Gleichung 

Bu^  =BkQk--BkH» 

offenbar 

JBfc-i  ^  3Ä  —  &+1 
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odar 


Ä»-i  ^2Ä*+&— iRbfi 


Iflt    Nnn  ist  aber  nach  dem  Obigen  Bk  r*  2  J^jb^-i  j  also 

wA  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Äjb-i  =  2Bk  +  Afi. 
Daher  ist  \n  allen  Fällen 

Bk-^  J  2Ä  +  A+i. 

Bekanntlich  ist  nnn  Bn^l  und  ^ft.i  ^iBn*  Aldo  ist  hier- 
nach nbd  wegen  der  vorhergehenden  Gleichung  offenbar  kein  Glied 
der  Reihe 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

1,  2,  6,  12,  29,  70,  169,  408, .... 

welche  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
erhalten  wird,  wenn  man  zu  dem  doppelten  vorhergehenden  Gliede 
hM  Torhergehende  Glied  addirt  Bezeichnen  wir  folglich  die  Glie- 
ds dieser  ileihe  durch 

Ä'      Tif'      *it*      *tt*      *tt'     nf      *tt' 
Xs    A9>    Ag«  A41  A5«  As>  Afi**** 

nd  setzen  also 

Ä'i  =  1, 
Ä'.  =  2, 
Ä',  =  K',  +2Ä',, 

A4  =  Äa  +  2Äj , 
Ä5  ^  As  +  2X4, 

Ä5  =  ^^4  +  2jK5, 

u.  8.  w. 
»  ist  kein  Glied  der  Reihe 

Bn  9    Bur^l  9     Bftr^^  ,    iDfl— 8  >    Äl— 4  >    -Oll— ö  ,    •  •  •  • 


litt 


UMmt  hU  AHfi  KMi^fiMtolli^«»  OHird  der  R«ibe 

Ä^        ftt'        *H^        1t'       1t'        1t'        1t' 
I«  Am  An«  A4»  aa#  a0#  Ar*---* 

Hi«l«'(fi*  wir  im  Piilifitfirf^ri  diit  Koiho  (II)  nennen  wollen.    Hieran* 
¥tü)itM  Ml«l»  Mit  uinif,  Mtulkhe  Art  wie  in  §«  2.  zur  Bestimmi 
¥Uiitf   Utnuft^^    wHrhi*  itl0  Anznlii  der  durch  die  Aufsuchung  < 
i(rMiM«lt«ii   goiiiftttiAi  linnitrhi«n   TlieiiorM  zweier  Zahlen  A^  und  J^ 
flMHilts  eiMiMM>tili<ti   IMviMifMimi  niclit  übersteigen  kann^  die  in  dm 
rMln««nilt<ii  fit\h.e  (*iiihiili(»np  Uf>Kel:  A 

Im  tlftr  I{t»lh0  (II)  MUt'h^  man  das  erste  Glied  av 
l^|i|i|ti*ft  lirOfBiMiir  alM  //|  Ist;  dann  kann  die  AnsakI  Ai 
ttuM^h  tili*  AiilfüMohung  dvM  vriisstten  gemeinschaff 
tthi*H  ThpllfirM  VDii  ^1  und  ß.  nnthig  gemachtem  Dr 
iilrt»it«n  nirh  f  ^rafffft^r  aU  dl«'  Ansah!  der  diesemGli« 
v«^rtM$0hf»«d^w  l«hi>der  der  Reihe  (II)  sein. 

W^nn  \\p\  d(i^i>r  Kf^gY^I  A\p  An^x^ndung  der  in  §l  S. 
Vi^M«^HMt|<^H   KXM'if^t^  M^Hiod<>    Rur  Be$tinmi«i^  des  $!r& 
tHi^i^ftvhf^nliih^n   Thtimi'nii  v^Mvi^iis«<esetit  wird ,  braadrt 
Mivht  \x1«»dt(^rKoH  in  Krt^iw^iiiig  g«Wadbt  m 

^  l\S^  di«  9A^\i^fk  A^  :=mi  11«^  iS^=ll±2iie£Bil  Ae 

j^^fltMht^   Ü^  diK^  tir^tw:^^  <^    K«t  M  =564  «md  J?|=] 
YM^ys  t)^  I^^Jdnr^  f^.     Wir   .l);r:44   rnid    1^=17  eo«^ 
l*^y\>?^  4v  XHi^lwH  ma«i  §.  4.  m  x^imrleiclieii  hat    B&e 
t^^  Mrtw«*»  tvvlinr*^  <»Tyi<4>t  jJich  ai^  der  folgeiiden  "^ 

■"4^  I  1122  1  2 

im 


T^i^  oKicr  ßeee)  hat  LioniK't  ü.  a.  fk 


»•«h  <)«ir.  VffHwiarriwndai  ist 


t     ^      * 


'l»S 


fimi 


« 


15» 


R^  r  12,    ÄHnt  C  29; 


Ä-s  >  1.10, 
Bn^  >  2.  10, 
^     Ä,H^>5.10 


Ä-«  >  12 .  10.    Ä-r  >  29 .  10; 

Ä^M.IO», 
ÄK-,>  2.10«, 
&-8  >  5 .  10» 

Bn^  >  12 .  10«,     Ä-10  >  29.  10»; 

I 

2JW-9  >  1.10», 
Ä_io  >  2 .  10», 
£„_„  >  6 .  10» 

Ä,.-,,  >  12  .  10» ,    Bn^it  >  29 .  10»; 
Ä-i,  >  1 .  10*, 

Bn-it  >  2  .  10*, 

ÄH-,4  >  5  .  10« 
Ä-n6  >  12 .  10»,    B,^^^  >  29 .  10*. 


man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann ,  ist  klar. 

Ss  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  7i>3A:  ist,   immer 

Ä-Ä*  ^  10*. 

i¥enn  nun ,  iiidero  N  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bi  bezeichnet, 
ÜVwäre,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 
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und  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bn-^y  wäre  also  mindestens  N-\\^ 
Folglich  wäre  9  da 

Bi  ^  Bnr^N 

Xsiy  auch  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bi  mindestens  iV-f  1,   und 
demnach  nicht  bloss  Ny  wie  doch  vorausgesetzt  wurde«    Daher 

kann  nicht  n  >  ZN  sein  y  und  es  ist  folglich  immer  n  ^  ZN,  wel* 

ches  uns  zu  dem  folgenden  ebenfalls  von  Lionnet  gefundenen 
Satze  führt: 

Die  Anzahl  der  zu  der  Aufsuchung  des  grossten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  Ai  und  Bi  erforderli- 
chen Divisionen  kann  nie  die  dreifache  Anzahl  der 
Ziffern  der  Zahl  Bi  übersteigen. 

Früher  als  Lionnet  hat  Bin  et  in  dem  Journal  vonLiouville 
(T.  VI.)  die  höhere  und  also  weniger  genäherte  Gränze  1  -{--^  N 
angegeben. 


9.  8. 
Weil  bekanntlich  allgemein 


^*+i  <  2  ®^ 


ist,  so  ist 


Ä|  "^  2^* 

=  1 

<2 


^«   ^   o  ^ft^ 


U.   8.  W. 


und  folglich 


MV 
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^  <  2  ^  ' 

u.  s.  w 


AIbo  ist 


*•<  2=1^1' 


nnMU  sich,  weil  £ii  =  l  ist, 

niebt    Ist  nun  2^' die  grSsste  in  Bi  enthaltene  Potenz  von  2, 
»ist 

nd  folglich  n— I^fi;  also  n^(i  +  l,    was  unmittelbar  zu  dem 
Ugeoden  zuerst  von  Binet  gefundenen  Satze  führt: 

Wenn  2^  die  grösste  in  Bi  enthaltene  Potenz  von 
I  ist^  so  kann  die  Anzahl  der  Divisionen,  welche  die 
AkUfsuchung  des  ffrössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
roo  Ai  und  Bi  erfordert,  niemals  grosser  als  fft-fl  sein. 

'      Diesem  Satze  kann  man  noch  Folgendes  beißgen. 

WeDO 


w            1 

^<4Äi 

ht,  80  ist,  weil 

r 
1 

B»  ^  2  ^•' 

1 

1- 

^  <  J^»' 

l 


i 
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^5  <2**' 


=  1 

<2 


^6    ^  a^6f 


ist: 


uod  folglich 


«b  6.  w. 


u.  s.  w. 


^»  <^^^' 


also 9  weil  £fi  =  l  ist. 


^iC2". 


Ist  nuD  wieder  2^  die  grusste  in  Bi  enthaltene  Potenz  vc 
so  ist 

2"  =  2», 

also  n  ^  1x5  was  2u  dem  folgenden  Satze  führt:    ,y, 

Wenn  2^  die  grusste  in  Bi  enthaltene  Pot^nW 
2und^2^j'^i    is^>    s^   kann    die   Anzahl   der    D 

sionen,  welche  die  Aufsuchung  des  grossten  gem< 
schaftlichen  Theilers  vonAi  und£^i  erfordert,  nien 
grosser  als  ft  sein. 

Diese  Bemerkung  habe  ich  hier  um  so  weniger  unterdrtti 
wollen,  weil  sie  der  in  6.4.  über  den  analogen  vonljionoetffc 
denen  Satz  gemachten  Bemerkung  entsnricht ,  und  eine  BestsBl 
mehr  abgiebt,  dass  der  erwähnte  Satz  in  der  ihm  von  Lion 
gegebenen  Fassung  unrichtig  ist,  und  die  ihm  oben  durch  ndd 
«    Theil  gewordene  Berichtigung  wirklich  erfordert. 
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Zum  Si-hUiaa  mai^  hier  nun  noch  hemerkt  nertleni  <lass,  ivie 
*  dwni  OI)i|!ttii  eich  utiEtvpideuti);  ur^ielit,  hei  der  zivclten  netier- 
b  wohl  vurtfi!>licft  viiii  llini-'t  hmvurg^huheiieu  Methode  zut 
iCsufiliuiig  des  j;TilM«n  aetneitischurilicheR  Tht-ilers  »veier 
U«n  die  C<ränz«  lUt  die  Anxuhl  der  »farderlichen  Divisionen 
Allf;<iaii!!(ieii  niedriger  ist  nU  hei  der  älteren  in  allen  Lohr 
;h«rD  «ich  iiudeoden  Methode  des  Euklide*;,  iveuhalh  uns 
triÜHga  die  neacre  Methode  recht  sehr  zu  verdienen  st^heiiit, 
Mtneineten  Eingang  in  die  Lehrbücher  und  den  arithmctiscJien 
Sierricfal  zu  finden. 


3LIII. 


eber  die  Bewo^an^  eines  scliweren 
Punktes  auf  einer  krummen  Ijinie. 


Herrn  0octor   O.    Schlü  milch, 

Privatdoeenten  hd  der  UniTertität  sa  Jena, 


Wenn  siuh  ein  materieller  Punkt  von  einer  ihrer  Lage  nach 
luDPteu  Stelle  einer  Curve  aus  ohne  Anfanus^eathivindigkeit, 
izig  und  allein  vermlige  seiner  Schwere,  auf  der  Curve  seihet 
irSrts  hewegt  und  in  Folge  dieser  Kene^unp;  nach  der  Zeit  ( 
eine  andere  Stelle  der  krummen  Linie  gekommen  ist,  so  ivinl 
•  geuannte  Zeit  iiiitticr  Von  der  HiJhendineren;;  des  Anfangs-  und 
ndpunktes  der  ncHcgunij  ahhSngen,  also  eine  Funktion  derselben 
'ill-  Man  künnte  nun  die  Frage  aulsteJIea,  wie  die  Gleichung 
;r  In  Redo  stehenden  Curvc  beschaffen  sein  müsse,  wenn  die 
itt  t  eine  gegebene  Funktion  Jener  Hüheudifferenz  darstellen, 
«r  einer  solchen  proportional  sein  soll.  Wir  wollen  diese  Frage, 
Ücbe  z.  B.  die  nach  der  Tautochrone  als  speziellen  Fall  in  sich 
durch   die    nachstehenden    ßetrachlungen    zu  beantworten 


$ei  APC  (Taf.  lU.  Fig.  L)  Irgend  eine  krumme  Linie,  ßCeine 
.  jh  «inen  beliebigen  Punkt  in  ihr  guzogenc  Vertikallinie  und  die 
llWDdiSereuz  der  Punkte  A  and  C.  nämlich  die  Strecke  £C  von 
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C  bis  zum  Fasspankte  des  yon  A  aaf  die  Vertikale  sefäUteo 
Perpendikels  =A.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Dynamik 
kommt  ein  materieller  Pnnkt^  welcher  sieh  von  A  ans  ohne  An- 
fangsgeschfrindjgkeit  yermOge  der  Schwere  von  A  nach  P  beweg||(^ 
an  dieser  Stelle  mit  eben  derselben  Geschwindigkeit  an»  die  er 
bei  freiem  Falle  durch  die  l^trecke  BQ^  welche  die  Projektil 
von  AP  auf  ^C  ist,  am  Ende  des  Falles  in  Q  erlansen  wi 
Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  v,  die  Bescnleinii| 
der  Schwere  (304835  Fuss)  mit  g  und  BQ  mit  p ,  so  Ist  hiei 

Nennen  wir  ferner  c  den  Bogen  AP  und  r  die  Zeit,  in  welcb 
der  materielle  Punkt  ihn  durchlief,  so  haben  wir  andererseits 
den  Prinzipien  der  Dynamik 


t> 


da 

37' 


und  folglich  durch  Vergleichung  dieses  Werthes  von  t   mit 


vorhergehenden : 


wd 


V2^.aT  =  d0 


Va^.Sr  = 


hc 


vv' 


Nehmen  wir  aber  den  Punkt  C  zum  Anfangspunkte  der 
dinaten  und  setzen 


so  wird 


ArcCP=*,  CQ=x,  BC=h, 


a=  \tcAPC — s,  p=zh — a?. 


und  durch  Einffihnmg  dieser  Werthe  geht  die  vorige  Diffi 
gleichuDg  in  die  folgende  (iber: 


V"%.Sr  =  - 


ds 


VJ 


-^a: 


und  mithin  wfrd  jetzt 

Wollen  wir  hieraus  die  Zeit  f  finden,  innerhalb  wel 
ganze  Bogen  APC  durchlaufen  wird,  so  müssen  wir  die  Coiis 
so  bestimmen,  dass  die  ganze  rechte  Seite  für  ar=:A  vevfi€lili>k. 
(weil  dann  der  materielle  Punkt  noch  in  A  befindlich  und  Ib^ 
keine  Zeit  verwendet  worden  ist)  und  darauf  orssO  Mtmiy  idi 


l'ii 
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WM  anf  da«  Ntallche  hiBanskommt^  wir  mOssen  das  Integral  za 
^ai&ak  bestiminten  machen,  wetcbes  mit  x=:h  aiiftngt  nad  mit 
ar^O  aufhurt.    Demnach  ist 


■  '.'■ 
>«i  - 

rirfft 


^•*=-/!"vfc' 


ttbr«   4a  man  in  einem  bestimmten  Integrale  die  Grämen  yer- 
^jHwihtin  darf ,  wenn  man  ihm  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt. 


^•'=/*vfc' 


(I) 


Kennt  man  die  Gleichung  zwischen  den  Coordinatcn  CQ=x, 
PQ=y  der  Curve,  so  dient  die  Formel  (l)  zur  Bestimmung  von 
t,  indem  man  Si  nach  der  Kelation 


a. = 8.  V^i + m 


berechnet;  umgekehrt  aber  dient  sie  auch  zur  Bestimmung  der 
Gleichung  der  Curve,  wenn  über  das  Wachsthum  der  Zeit  t  eine 
besondere  Voraussetzung  gemacht  Hird. 

Id  so  fern  s  eine  Funktion  von  x  ist»  dürfen  nir 


ielMD,  00  dass 


d<  =  9  (a:)  dx 


^*-' =r^' 


m 


(3) 


ist.    Führen  wir  eine  neue  Vercänderliche  z  dadur6h  ein»  dass  wir 
««bAs  Bebmen,  so  wird  äi;=/idz,  und  wenn  x  die  Wertke  x=(i 


and  azszJ^  angenommen  hat,  so  ist  2<=^)  entsprechend  =:0  und 
[^1  geworden.    Demnach  haben  wir 


•der 


(4) 


Soll  nun  die  Zeit  t  einer  begebenen  Funktion  /*(A)  von  h  pro- 
4oDal  sein«  so  kann  diese  Bedingung  offenbar  nnr  dadurch  er- 
\  werden^  dass 


VA9(A*)=AA)*W 


(5) 
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ist  9  wo  tp(z)  eine  blosse  Funktion  von  x  bedeutet.    In  der  That 
geht  dann  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  über : 


V2^.<  =  AÄ)y"y^'/'W; 


(6) 


und  da  hier  das  Integral  kein  h  enthält  und  durch  Einfiihruns  der 
Gränzen  z=0,  z=I  auch  die  z  herausfallen  ^  so  ist  der  Werth 
desselben  eine  blosse  Zahl  und  folglich  dann  t  der  Funktion  f(h) 
proportional.  Um  nun  aus  der  Gleichung  (5)  die  beiden  unbe- 
Kannten  Funktionen  (p  und  tjf  mit  Hülfe  der  gegebenen  f  zu  be- 
stimmen ^  verfahren  wir  folgendermaassen. 

Es  folgt  zunächst  aus  Nro«  (5) 

9.(Ai)=^if(»).  (7) 

Nun  ist  aber,  wenn  ip(hz)  partiell  nach  z  differenzirt  wird: 

^>  =  A„'(A.), 
und  ebenso  durch  partielle  Differenziation  nach  A : 

Multipliziren  wir  die  erste  Gleichung  mit  z,  die  zweite  mit  A, 
so  werden  die  rechten  Seiten  einander  gleich,  und  mithin  ist 

^d(p(hz)_^d(p(hz) 
dz  dh 

Diese  Eigenschaft   von   q)(hz)  muss   aber  vermöge  der  Glei- 
chung (7)  auch  dem  Quotienten  ^-^  if;  (z)  zukommen,  für  welchen 

Vä 

A  8y(At)^  ^  hir(h)-lh-if(h)    ,._hr(h)-lf(h) 
dh  Ä  ^^  VA         ^^'' 

ist.    Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrficice  ergiebt  sich  jetzt 

mx^'ix)  =  ihf{h)-\f(h)\-,i>{t), 

oder  Dach  beiderseitiger  DivisioD  mit  f(h)z'^(x): 

m=.[&c(^-iji,         (8) 
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wobei  wir  zur  Abkürzung 


fih)      • 


als« 


» 


setzen  wollen.    Bemerken  wir  ferner ,  dass  in  Nro.  (8) 

<(;^(z)  __     8z     ___  J;(2)  _  8/t|;(;) 
f^f^z)         af;(z)  Si  8r 

\et  9  so  erhalten  wir  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit  8s : 

8/af;(i)  =  (A-l)^, 

z 

folglich  durch  Integration 

/^z)  =  (A— 1) "  l{f)  +  Const, , 

oder  wenn  man  bemerkt  5  dass  2;=:^  nur  positive  Werthe  erhält^ 

mithin  1/(2^  =  Iz  ist,  und  Con6t,  =  /a,  wo  a  ebenfalls  eine  belie- 
bige Constante  bedeutet«  setzt: 

l'^{z)=  (A—l)  fe  +  fa  =  /(z^-i)  +  la , 
und  mithin 

-^(z)==az^-i.  (10) 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen ,  dass  of;  (z)  eine  von  h  freie 
Funktion  sein  muss;  da  nun  in  unserem  Werthe  derselben  die 
GrSsse  A  vorkommt,  welche  laut  Gleichung  (8)  von  h  abhängt,  so 
kann  die  Aufgabe  überhaupt  nur  dann  möglich  sein,  wenn  sich  X 
von  h  befreien  lässt.  Soll  aber  X  von  h  unabhängig  sein,  so  ist 
nach  Nro.  (8)  nur  n^thig,  dass  der  Quotient 

fih)  -A 

seif    wenn  (i   eine   constante    Grosse    bedeutet.     Da   hier  '^/, 

fir) 
s  ^  y  W  |g{^  so  folgt  ^uf  ähnliche  Weise  wie  vorher 
ch 

f{h)  =  cA^,  (11) 

'  TheU  Vm.  U 
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WO  c  etDe  durch  die  Integration  hereingebrachte  Coustaote  ist»  W» 
sehen  hieraus,  dass,  wenn  die  Zeit  /  einer  Funktion  von  h  pro- 
portional sein  soll,  diese  Funktion  selbst  nur  eine  Potenz  von  h 
sein  kann.    Wir  haben  nun  nach  (8)  und  (11) 

A    =    f*   +     2, 

folglich 

af;(z)  =  at-^i, 
und  nach  Nro.  (7)  vermöge  der  Werthe  von  f{h)  und  -^(i) 

mithin  / 

q>  (x)  =  acäf^.  (12) 

Die  Gleichung  der  so  charakterisirten  Curve  ergiebt  sich  jetzt 
auf  folgende  Weise.    Es  ist 


mithin 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden  muss^  dass  (är  :r=rO 
auch  v=0  wird,  «weil  der  Punkt  C,  für  weichen  x=0  ist,  auf 
der  Ciurve  selbst  liegt.    Also  ist  jetzt 

oder,  weil  nach  Nro.  (2)  und  Nro.  (12) 

ex 
ist, 

y  =  I     8^  ^a^c^x^f^^'-l.  (13) 

Die   Zeit  t  findet  sich   nach  Formel   (6)^  wenn  wir  fiir  f(Ji) 
und  <^t  (:)  ihre  Werthe  setzen : 

t/  0    V  1—2 

=  achf*f'  ^A+i-i  (1—2)^"^'  dz. 
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wobei  der  "Werth  des  Integrals  nach  der  bekannten  Gammafunk- 
ttoneDformel 


/'- 


(1    .y      d._  j-(„.j.|3^ 


Kifiuiden  werden  kann,  nenn  man  cr  =  |u-|-J,  /3  =  i  niiumt  und  be- 
■nkt,  daiis  r{\)  =  V^»  ist.    Man  hat  daher 


(  =  acht* 


r(ft+i) 


i)V  i^r' 


(W) 


■nd  in  den  Gleicbungen  (13)  und  (14)  ist  jetzt  die  vollständige 
LOeuDg  des  aufgestellten  Problems  enthalten,  da  man  mittelst  der 
Anicren  Formel  diejenige  Curve  bestimmen  kann,  Tür  welche  die 
FaUxeit  i  einer  gegebenen  Potenv  der  Hoho  h  proportional  ist 
Aber  auch  für  den  Exponenten  dieser  Potenz  treten  noch  Be- 
■dwftokaDgen  ein.  Soll  nämlich  die  Gleichung  (13)  eine  reelle 
Cure,  also  eine  mögliche  Lösung  der  gestellten  Aufgrabe  bedeu- 
Im  9  80  darf  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  wedor  unendlich 
«OM  noch  imaginär  werden;  ob  der  erstere  Fall  eintritt,  lässt 
Skh  erst  dann  entscheiden  >  wenn  man  die  unbestiuinite  Integration 
bereits  ausgefahrt  hat,  dagegen  übersieht  man  auf  der  Stelle,  dass 
das  lotegnu  imaginär  ausfallen  muss,  wenn  die  Differeutialformel 
seÜMt  entweder  ganz,  oder  wahrend  eiries  bestimmten  Intervalles 
inminär  ist.  Diess  geschieht  aber  immer,  wenn  2fi — 1>0  ist, 
[weiTdaDn  der  Ausdruck 


\y 


Va^c-Ä^r«."-!'-! 


Br  alle  der  Null  sehr  nahen  Werthe  von  x  imaginär  wird.  Es 
VOSS  also  2fi-»  1^0,  folglich  ft^  4  sein,  wenn  die  Aufgabe 
[selbst  unter  die  möglichen  geboren  soll. 

Nimmt  man  in  (14)  ft  =  i ,  so  ergiebt  sich  aus  (13) 

lilso  die  Curve  eine  Gerade,  wie  man  ohnehin  weiss.  Setzt  man 
|i=0  und  die  beliebige  Constante  c=l,  so  ist  t  von  h  unabhängig, 
■od  man  erhält  lolglich  diejenige  Curve,  auf  welcher  alle  ßugen, 
iBe  sich  mit  dem  Punkte  C  endigen,  in  gleichen  Zeiten  durch- 
lauf ea  werden,  also  die'  Tautochrone.    Es  ist  dann  nach  (13) 


,=fys[t-^. 


Durch  unbestimmte  Integration  lindot  man  leicht 

2ar— «2 


y 


=  V  a^x — ^p* — \  Qp-  Are 


a 


cos  — -"ä —  +  (^onst. , 
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und  folglich  ffir  x=^0 

Const.  =  -^  Are  cos  ( — ^1)  2=  J  a^jr, 
woraus  sich  ergiebt 

y  ==  la^TC  +  ^i^X'-'X^ — Ja^Arccos 5 — , 

oder  wenn  a  =  V^2r  gesetzt  wird: 


y  =  r«  +  ^Irx — x^ — r  Are 


cos 


^— r 


d.  i.  die  Gleichung  der  Cykloide,  wenn  der  Punkt  C  der  Scfaerilel 
derselben ,  BC  das  Perpendikel  auf  ihre  Basis  und  r  der  Halln 
messer  des  erzeugenden  Kreises  ist. 

Will  man  das  Unendlichwerden  der  Zeit  ^vermeiden,  somuss 
man  fi  so  wählen,  dass  keine  der  Gammafunktionen  P(ft-|-4)  und 
F(fi-|-1)  ein  negatives  Argument  erhält,  welche  Bedingung  durch 
fJ  +  i^O  oder  ft>— |  befriedigt  wird.  Nehmen  wir  hierzu  die 
frühere  Bedingung  fi<i,  unter  welcher  allein  eine  krumme  Linie 
möglich  ist>  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Sollen  sich  die  Zeiten,  innerhalb  deren  ein  mate« 
rieller  Punkt  verschiedene  Bogen  einer  Curve  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  bloss  vermöge  der  Schwere 
durchläuft,  einer  gegebenen  Funktion  der  Höhen- 
differenzen  der  Anfangs-  und  Endpunkte  jener  Bösen 
proportional  ändern,  so  darf  diese  Funktion  nur  eine 
Potenz  jener  Höhendifferenzen  seia,  die  zum  Expo* 
nenten  eine  zwischen  — \  und  +J  fallende  Zahl  hat.** 

Für  ein  Beispiel  hierzu  sei  fi=i5  und  ac=:V22,  wo  b  wie- 
der eine  beliebige  Constante  ist.    Es  wird  dann 


._  v-26  ^h^^sF^ 

r 

Durch  die  Substitution 

X  =  (*+!«)* 


f 
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•rhilt  nuui  hier 


/-Vä- 


1 


wvbei  der  Werth  des  letzteren  Integrals  bekanntlich 

=  u  VK=J?  +  Ä«  Aresin  J 

mL    Da  nun  aus  j;=(6-fu)'  folgt  uz=:^lc — b,  so  ist  jetzt 


AV^ 


=  ( Vi-*)  V(26  Va;u-ar)  +  Ä«  Arcsln      "^"^  +  Const. 


^t»: 


Fflr  X  ^  0  ergiebt  sich  hieraus 


n 


Const.=— 6aArcsin(-^l)=  +  ä«,j. 


[( «d  folglich  ist  jetzt  nach  Nro.  (13) 

TV 


y  =  ,j  A>  +  ( Vi-6)  V(26 Vi-a;)  +  Ä«  Aresin  ^'^   ^ 


[4k  Gleicbuoe  deijeni^n  Curve^  in  welcher  die  Fallzeit  der  vierten 
TTorzel  voo  a  proportional  ist. 


■  J 


1<)6 


ti 


Beweis  des  Taylor'schen  liehrsatzesp 

«  Nach  der  Abhandlung :  Note  sur  la  fomnile  de  Taylor  p 
M«  J.  Caque  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures ; 
appliqueeS)  publik  par  Joseph  Liouville.  Octobre  1845.  p.^ 

frei  bearbeitet 


Ton 


dem  Herausgeber. 


l. 


Rs  ^  g^f{jr)  eine  beliebige  FonctiiHi 
dbwrliAiipt«  wenn  i  eine  beliebige  podtive  sanze  Zahl  bezei« 

m  haben  wir  in  der  sew^hnliche«  Benidwng  der 
f^dinni^  die  fUljpNide  Keihe  tmi  CIrirhnngf : 


9i  —9  =  A5» 

««  $«  w« 
4wvh  d^Mmi  A4dilM«  $^«r^  die  t^ÜeWlMME 


1^^^^^^ 
^^W^ 


*^^      S»    -«fiA,*4A»^Aj%+  -+Aj*-t 


li- 


Aus  dieser  Gleichang  erhilt  nan  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Differenzenrechnung 

nd  folgiich  nach  1): 


y*= 


+  Ay+AV 

+  A3r+AV+AVi 


n.  s.  ff. 


+  Ay+ AV+ AVi  +•  •  -fA^t-«. 


4L 


3) 


+  ^  AV+T^A^i +-7?  AV.+  .  .+r  A»y*-.- 


Well  nun  nach  2) 

4)    AV*=A^+AV+A»yi+AV«+"+A»^*-i 
ist,  so  ist  nach  3); 

+-l^AV+^A»y+  -T^A»//. 


U.    8.    W. 


] 


d.  ie  nach  der  Lehre  von  den  flgurirtcn  Zahlen : 

Weil  ferner  nach  4) 
ist,  BQ  ist  nach  5) 
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+ O ^^'^^         L2         ^T 


U.  8.  W. 


■!« 


d.  i.  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen : 


1.2.3 
(A-2)(^-^(A-4)    .  .3.2.1., 


Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann  y .  unterlii 
nicht  dem  geringsten  Zweifel  ^  und  wir  gelangen  daher >  wenn. 
uns  der   gewöhnlichen^    hinreichend  bekannten  Bezeichnung 
Binomial-Coeflßcienten  bedienen,     zu   der   folgenden'  allgemeii 
Formel,  wo  natürlich  n  so  wie  k  eine  positive  ganze  ZaM 
zeichnet: 

8)    y*  =  3^+Ä:tA.y+^aA^+^3A^+..-+A.A'^iy 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

+(^-;3)«  A»+*^a  + . . . +««  A**-^ 
setzen : 

10)     2r*  =  2^+^iAy  +  ^aA^+*3A^  +  ...  +  *»A"y+Ä.- 


II. 

Setzen  wir  nun  k^xz=zi,  so  wird,  wie  man  leicht  findest: 

•  ■  ■ 

11)  A*+0  =  y+V|f 

^      1.2     '\x* 

u.  s.  w. 


i(t— Aa?)(t-2A^)-^(M«-1)A^)  A^y  I  jg> 

"•■  1.2. 3.. .w  "A^T  V^ 


Km  iat  aber .  «renn  wir  dar  kün»  w««cca 


=  !(*— I).+(*-J)>+l*-3).  +  ...  +  ».}  Ä.  AJf»» '. 
mA  folgUeh,  weil  nach  der  Lehre  von  den  ligurirteii  Zahlen  offtMih»! 
(*— !),+{*— •2).+(*-3).+...>i.,=  *.|, 

irt: 

*• i.i.3...(H+r) "•• 

Weil  die  GrOsmn 

I«  (*— 1)»,  (*— 2), ,  (A— :j), ff. 

^•ffenbar  slmmtlich  positiv  sind,  so  ist  nach  dem  im  Archiv.  ThI. 
S.  292.  9.  45.  bewiesenen  höchst  wichtiffon  Satx«  von  den  Mit- 
*   rOssen,  wenn  wir  uns  der  dort  cin);ct(ihrt«n  lipxeichniniK  der 
»IgrOawD  auch  jetzt  bedienen : 

•Im 

_i(f-A*)(<-2Ag)-.(«-«Aa?)  m/A"«  'y  A-".y,    A-".y*  «  i\ 
' 1.2.3..(ii-|-l)  \,A*"+*'  Ä^ « •:' A«" • '    / ' 

'od  folglich  nach  11): 
1^        f(x+i)  =  9 

+  i  ^ 


"^      1.2       Aj^« 

^  f(f-A^)(t— 2A:r;   A'y 

^  1.2.3  Ä*-* 


u.  s.  w. 
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l«2.3...7t  *  \a:P 


■^  1.2.3..(R-hl)  Vda^+>'  A^i^*' 


A'^'y^—- 


j[5!Ti 


^'> 


111. 

I 

Wenn  man  sich  jetzt  ^x  der  Null  nähern,  also,  weil  iz^k^ 
ist,  k  in's  unendliche  wachsen  lässt,  so  nähern  sich  die  GrOssM 

i(i — A^) 
1.2     ' 

i{i — Aar)  (i — 2^x) 

£  (i — ^x)  (i — 2^x)  (t— 3  A'T) 
1.2.3.4  ' 

u«  s«  w. 

1.2.3. 4. ..n  * 

»(t— A^)(»— 2Aa:)(i— 3Aa?) . . .  (t— ftA^) . 
1.2.3.4.. .(«+1)  ' 

wobei  man  nicht  zu  vergessen  hat,   dass  n  hier  als  coDstant  n 
betrachten  ist,  respective  den  Gränzen  '  ^* 


t» 


P 


I* 


{* 


IM-i 


1.2'  1.2.3'  1.2.3.4'  •••l.2.3..n*  I.2.3..(n+1)' 
Weil  ferner  nach  bekannten  Sätzen  der  Differenzenrechoiiiig 


A^       A^ 

A'y^  A(Ay) 
^x^       A^ 


_^(ii) 


A*p 


A'S;'        A^'  A'* 

A^y  ^  A(A»y)  ^  ^VaW 
A^*       A^  A^ 


->» 


u.  s.  w. 


A^y-ACA'^^y),  ^VA^^V 


A^    ^    A«* 


Aar 


'9<i4 
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ist 9  so  nähern  sich  nach  den  bekannten  Begriffen  der  Differential- 
rechnung ^  wenn  ^x  sich  der  Null  nfthert,  offenbar 

^,  4!»,  4!»,  A^V*       A*y 


reqiective  den  Gränzen: 


dx  5^ 


Sj; 


da: 


a 


U.   8.  W. 


8  /s^^y  \ 

5F        ""  3j:"  ' 


oder  in  einer  andern  bekannten  Bezeichnung  respective  den  Gränzen : 

/'(*),  fix),  r(x),  r'(x)..../\-)(x). 

WeU  endUcb 

n«  8*  w. 


oder ,  wenn  wir 


=  «1 


■etieD: 
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y    —  f{^)y 
Vi  =  f(^+h)> 

yz  =Af+3^) 

u«  s.  w. 

I 

ist;  so  nähert  sich>  wenn  ^x  sich  der  Null,  also  k  dem  Uoc 
liehen,   und  folglich  auch  t^  sich  der  Null  nähert,   die  Reihe 
Grossen 

y»  yi>  y*y  ysy  ....v*>-n-i 

offenbar  der  Reihe  der  Grössen,  welche  man  erhält,  wenn  i 
in  der  Function  f(u)  sich  u  von  u^=x  bis  u=x  +  i  stetig  vei 
dern  lässt,  und  die  Reihe  der  Grossen 

^ly    A^i^i    A'^^g    A"+^y3        A'^Vib-^H-i 

A^+^'    Aar-+^'    A^+^'    ^af^^'"'      A«»+^ 

nähert  sich  folglich,  wie  mittelst  des  Vorhersehenden  leicht 
hellet,  der  Reihe  der  GrOssen,  welche  man  erhält,   wenn  man 

sich  u  von  ic=x  bis  ti=j?-|-i  /stetig  verändern  lässt. 

Ist  nun  /('^i)(ii).  von  h=x  bis  u=rjr-|-£  stetie,  so  mnam 
immer  unter  der  Voraussetzunsr>  dass  A^  sich  der  Null  nSk 
offenbar  jederzeit  unter  den  Werthen,    welche  /^"+^)  Ttc)  erb 
wenn  man  u  sich  von  ii=jr  bis  ti  =  x-f  >  steüg  verändern  IS 
uothwendig  einen  geben,  welcher  der  Mitteigrusse 

w  /A'^^y     A**^    A«^^^         \^^2ft-^i\ 

VA^?^'  A>»*'  Äi-"+^'  •  •    A^r-+i  y 

ffleieh  Ist*  und  man  kann  also«  wenn  q  eine  die  Einheit  ol 
übersteigende  iH^itive  Grosse  bezeichnet,  unter  der  gemad 
Voraussetaung  immer  ' 

selieii. 

Nimmt  man  all««i  Vorbefgebende  lusamoieo»  so  efgMbl  4 
aus  13)  unmittelbar«  dass^i^«  %veoQ 


eadlicke  v^ig  be«4uiuttte  Grussen  S4nd  —  was  mäi 
9f  leanaen   vofWggebeadea   Beiraicbtiuig   voiaoMmi 


rrrdeti  iiiues  —  und  die  iMinrtimi  /i"l  ')(«)  vnn  u^x  bi»w=.T-|-/ 
^«tifi  Ist ,  immer 

14)      n^+i) 


j-fO'y'H^W) 


I  Q  eine  gewisse   positive  ilie  Einheit 
e  bezeichnet. 


wtzt    werden   linnn , 
bebt  tlberttteigende  (>r 

DIeti  i»t  liekaiiritiicit  das  Fuiidumenful  theo  rem  der  eanzen  Lehre 

den    Reihen,    aus   neh^heIJl    der    eii;en(liche  Tajlor'sthe    und 

io'scho    Salz     leicht     hetgeleitei    werdun    können,    wor- 

r  ich   hier   n)cb|s  weiter  sa^e,   iveil  diese  Ableitung  in  jedem 

len  »eueren  AiiMJchteti  sich  anüchliesäenden  Lehrbucoe  der 

iiBerentiiilrecbnung  zu  finden  i^t. 


IV. 

Sali    ich   schliesHiich  nnch    mein  Urtheil  aber  den  im  Obigen 

Kichtlieh  80  schleunig  als  müalicb  den  Lesern  des  Archivs  mit- 

jtten  Jleweis  des  VnrhergehcNdeu  ho  hüch^t  wichtigen  Satzes 

»eben ,   81)  mUüH  ich ,    ho  wie  ich    die  Hache  jetzt  ansehe, 

^_,   dass  ich   allerdings  der  Meinung  bin,  dass  dieser  be* 

)br  verdient,   hei    dem   Vortrage  der  Differentialrechaung 

^11  »erden.    Vor  ilem  von  Canohy  gegebenen,  hau)it8Jlcb- 

tt,  dem   heltanntcn   A ni |i 6 re'a eben  Theoreme    beruhenden, 

Ml  den  man  in  zum  Theil  Rbgermderter  Dur»tellung  z.  B.  in 

£Lehihtl<:hern    (Elemente  der  Uiffc  ren  tial-  und  l  n- 

FrechnuDg.    Erster  Theil.    Leipzig.    1H37.    S.  116. 

n<«itraden  far  den  ersten  Unterrliht  In  der  höheren 

jalyals.    Lei|izig.  I»;}8,    IW.  ff.)  findet,  scheint  mir  der  obige 

ll^nvciK  liitiitilülichlich  den   für  den  Unterricht  keineswegs  unniclf 

'"^Vorzug  KU  haben,  dass  er,  wie  nii«  der  im  Vorhergehenden 

Bntivickviung    ersichtlich    ist,    eiue    ganz    analytische 

JIIK  xuliust,   indem  im  Gegentheil  Cuuchy's  Iteweis  eine 

^tnetiscbe   Oartttellung  erfoTdert.     Interessant  ist  mir  der 

"ai[u^  gegebene  Beweis  auch  hau p( sachlich  durch  die 

wUien  gemachte  Anwendung  de«  im  Archiv.  Tbl.  1.  8.  302. 

ewieseneii  Satzes  von  den  Mittelgrossen  gewesen,  dessen 

n^chtigkeit  immer  mehr  erkannt  zu  werden  verdient.    End- 

1  ich  auch  noch  bemerken,  dass,  streng  genommen^  dieser 

durcliaus  nur  eine  im  Sinne  der  neueren  Analysis  vervoll- 

llrarainnete  Darstellung  des    ältesten   Beweises  ist,    durch  wel- 

Taylor   selbst  in  seiner   Methodus  incremen- 

Jlorum  directa  et  inversa.     Lo  ndini.  1715.     i.     Prop.  VIL 

§Oorall.  '2.  den  siiüterhin  nach  ihm  benannten  Satz  zu  begründen 

^ ,     wovon    sich   Jeder ,    wer  diese    ziendich    seltene   Schrift 

jfclit    selbst    besitzt,    auch    »chun  aus  dem  Mathematischen 

VDrterbuche.   ThL  1,  S.  709.  hinreichend,   jedoch  nicht  voll- 


ständig,  2U  überzeugen  im  Stande  ist,  so  das»  wir  also  auf  diese 
Art  auch  bei  dem  vorliegenden  bliebst  wicbtigen  (legenstand«, 
was  Jedenfalls  sebr  interessant  ist,  wieder  zu  den  ersten  Aafangen 
der  Differentlalrecbnung ,  —  welLhe  von  der  zu  einer  gewissen  Zfeit« 
und  auch  jetzt  noch,  bei  vielen  Alatbematilcem  so  sehr  beliebten, 
aber  gewiss  buchst  ungrüodlichen  Metbude  der  unbestimmten 
Ooenicienten  nichts  wussten ,  —  nur  in  einer  in  Kücksicbt  auf 
wahre  niathematigcbe  Strenge  und  Evldenü  sehr  rervollknminnelen 
Darstellung,  ziirackgeführt  werden.  Einer  äbnliuben  Uetruclituit^s* 
tveise  hat  sich  in  neuerer  Zeit  übrigens  auch  ecbmi  CreUe  in 
»einem  Journal.  Tbl.  Vit  S.  276.  ff.  bedient,  der  ich  »htetf 
wenn  sie  auch  allgemeiner  ist,  in  Bezug  auf  den  vurliegenden  b«*  j 
stimmten  ZwecL  doch  die  obige  Darstellung  des  Herrn  Caqs^'l 
aus  mehr  als  einer  Rücksicht  vorziehen  mücbte.  -* 


XV. 

Heber  einige  Ei^enscliaften  des  Punk- 
tes der  kleinsten  Entfernung?. 


Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  BeUigenstaitL 


In  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Steinet 
Fusspunkten- Vielecke,  Fussuunkten-Curven  u.  s.  w.  (Cr_ 
Journal.  21.  Band.)  nird  bemerkt,  dasa  derselben  eine  a__ 
Untersuchung  zur  Seite  stehe,  welche  sich  mit  den  folget 
Aufgaben  beschSltige, 

tx)    In  der  Ebene  einer  gegebenen  Curve  denjenigen  Punkt  i 
bestimmen,  dessen  Fusspunkten  •  Curve  in  RüGksicbt  auf  jene  n 
alten  die  kQrzeste  sei. 

ß)    Wenn  in  der  Ebene  eine  gegebene  Curve  auf  einer  fes 
Geraden  rollt,  denjenigen   mit  ihr  verbundenen  Punkt 
welcher  die  kfirzeste  Curve  beschreibt. 

y)    Dasselbe,  wenn  die  Curve  auf  einer  aodereu  Curve  roHj 

Wiewohl  die  Auflösung  dieser  Aufgaben  wegen  ihres  im 
Zusammenhanges  mit  den  dortigen  Untersuchungen  ?.it 
liegt,  so  erlaube  ich  mir  doch,  die  meinige  hier  mitzutlieilet 
B(4fachtung»o  Über  RektililtatioD  der  Corven ,  der  An^yBis  g 
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iber,  so  zasageo,  die  schwache  Seite  der  Geometrie  bilden,  and 
daher  ein  jeder  dahin  einschlagende  Fortschritt  der  letzteren  näher 
fcetgestellc  zu  werden  verdient. 


$.  1. 

Vom  Punkte  der  mittleren  Entfernung. 

Sind  a,  ii|,  O)  die  Abstände  eines  bcliebieen  Punktes  A^  in 
Ebene  eines  beliebigen  Dreiecks  Jlfil#i3^,  von  den  Seiten 
Mi  Mm,  MM^j  MMi  oder  p,  py  p^  des  letzteren,  so  ist,  jenach- 
dkm  derselbe  1)  innerhalb  des  Dreiecks,  oder  2)  ausserhalb  des- 
■elben  in  einem  seiner  Winkel  {MM^Mi)^  oder  3)  im  Scheitel- 
winkel eines  seiner  Winkel  {MJU^Mi)  liegt: 

1) .  A^^i^a  +  ^AMM^  4-  ^AMM^  =  ^MM^M^,  und  daher 

a.p+oi.pi  -{•a^.p2=  2A; 

oder  2)  ^AMiM^  +  ^AMßl^—^AMMi  =  \MM^M^,  und 

a  .p  +  oi  .;>i  — Ha  'J^  =  2A ; 

oder  3)  —^AMiM^-^^AMM^+^AMiMi  =  ^MM^M^,  und 

— a  .p  —  «1 .  pi  +  Ha  ./>a  = '2A- 

Lehrsatz   1. 

Die  algebraische  Summe  der  Rechtecke  zwischen 
ien  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  und  den  Abstän- 
den ei  n es*  beliebigen  Punktes  seiner  Ebene  von  diesen 
Seiten  ist  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  gleich, 
indem  ein  jeder  Abstand  positiv  oder  negativ  genom- 
Ben  wird,  ienachdem  jener  Punkt  und  die  Gegenecke 
ier  betreffenden  Dreiecksscite  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  dieser  letzteren  liegen. 

'  Sind  nun  A^  B,  C,  D,,,.n  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des 

^dreiecl»  MMiM^,  sind  a,  /?,  y»  ^••*  eben  so  viele  diesen  Punkten 

prechende  ganze  oder  gerbochene,  positive  oder  negative  Zahlen, 

o,  «ij  a%io,  1^19  b%i  c,  Ci,  c^i  ily  du  i1^\..  die  Alistände  der 

fixeren  von  den  Seiten  p,  pi,  p^  des  Dreiecks,  so  ist 

aap  +  aüiPi  +  «^2^2  =^  2aA 

ßhp  +  ßbuh+ßf^'2l^2  =  ^ß\ 
ycp  +  ycipx  +  yc^p^  =  1y^ 
ddp  +idipi  -f  öd*ip2  =  2dA 


{(BUi+ßb+yc+öd...)p  +  (aai  +  ßbi+yci^ddi...)pi 


176 

oderi  indem  mao  die  Faktoren   von  p,  Pi,  Pt,  ^A  kflrzer  da 

£(ua),  £(aai),  £(ua^,  £(a)  bezeiclinet: 

Denlct  man  sich  nun  in  derselben  Ebene  einen  Punkt  S,  n 
eher  von  den  Seiten  p  und  pi  um 

'-^w     ' — ^w 

entfenit  ist,  was  allemal  and  bei  gehuriger  Berücksichtigaog  < 
Zeichen  dieser  Ausdrücke  nur  auf  einzige  Weise  möglich  ist,  i 
ist  S2  der  Abstand  des  so  bestimmten  Punktes  iS  von  der  drit 
Seite  p2,  so  folgt  einmal  aus  der  vorigen  Gleichung: 

dann  aber  auch  aus  dem  Lehrsatze  1. : 

s.p  +  si  .pi  +Sf,  .p2  =  2A ; 
folglich  ist  auch 


*a 


Hia) 


Bildet  die  Gerade  MMi  mit  MiM^  und  MM2  kein  Drei« 
sondern  ist  dieselbe  mit  einer  von  beiden,  z.  B.  mit  MiM^,  | 
rallel,  und  ist  m  der  Abstand  beider  von  einander,  so  ist 

wo  02,  h^s  Cb,  d^,..y  «2  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  siiid^  j 
nachdem  die  Punkte  A,  B,  C,  D,..,  S  ausserhalb  oder  ioaeribi 
der  Parallelen  liegen;  substituiit  man  also  diese  Ausdrücke  io  d 
Gleichung 

so  wird  daraus 

2'(c).m+2?(a).i2  =  !?(«).  m  +  2?(aOa), 
also  wiederum,  wie  oben: 

Nehmen  die  Coefficienten  a,  /?,  v,  j...  in  gleicbem  VerUBj 
nisse  zu  oder  ab,  so  werden  hierdttrcn  die  Wertne  der  Qüofiora 
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?^  und   ^i*°*^ ,  und  qUo  auch  die  La^e  des  Punktes  5  nicht 

lindert.  Ist  a:=ß=^-y  =  8*.»,  so  bind  s,  Si^  $2  die  arithmetischen 
iBttel  swiacben  den  Ahstanden  a,  6,  c,  d..,\  ri| ,  b^,  «n,  '/i-.*; 
ik,  A^ ,  r^  9  dt  •  •  •  9  u"d  d^r  Punkt  jS  heisst  im  gewühniichen  Sinne 
m  Punkt  der  mittleren  Entfcrnuni^.  in  liezus^  auf  das  System  der 

[f.  hakte  A,  B,  C,  D....    Offenbar  aber  ist  der  Ausdruck  ~J:J^1  , 

/rMoisstens  für  den  Fall  positiver  ganzer  Zahlen  er,  ß,  y,  d,,,, 
'ibMlalls  das  arithmettsclie  Mittel  zwischen  den  Abstanden  der 
Aukte  At  B»  Cf  />...  von  einer  Geraden >  insofern  man  sich  in 
ÜMeo  Punkten  beziislich  eine  Anzahl  von  a,  ß,  y,  d...  Punkten 

[fliieiDigt  denkt.    Daher  ist  man  berechtigt,  auch  im  allgemeinen 

Alle   den  Ausdruck --7^----  di^i*  arithmetische  Mittel  zwi- 

•eben  den  mit  den  Coeffici<M)ten  cc,  ß,  y,  d...  behafteten 
Länsea  a,  ö,  c,  </...,  und  den  Punkt  S  den  Punkt  der 
nittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  Coeffi- 
cienten  a,  ß,  y,  d***  behafteten  Punkte  /l,  B,  C,  D.., 
m  neuuen. 


Lehrsatz  2. 

Sind   die  Abstände  eines  Punktes  S  von  zwei  be- 
[liebigen,   einander   durchschneidenden    Geraden,    ein 
leder  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den,  mit  be- 
liebigen ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  ne- 
^  ,tiven  (Joefficienten  er,  j3,  y,  (¥...  behafteten  Abstanden 
iines  ebenen  Systems  von  Punkten  A,  B,  C,  />...  von 
[ler  betreffenden  Geraden,  so  besitzt  jener  Punkt  <S  die 
llämliche  Eigenschaft  hinsichtlich  Jeder  dritten  Gera- 
den;   und  es  gibt  daher   allemal  einen,   aber  auch  nur 
Inen    Punkt   der   mittleren  Entfernung  in  Jiezug  auf 
in  gegebenes  System  mit  gegebenen  (yoefficienten 
hafteter  Punkte.     Hierbei  aber  wird  vorausgesetzt, 
•8  die  Abstände  je  zweier  Punkte  von  einer  Gera- 
n  mit  einerlei  oder  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
enomnien  werden,  Jena ch dem  sie  auf  einerlei  oder  auf 
erschiedenen  Seiten  dieser  Geraden  liegen. 

Z  US  atz.     Geht  die  Genide,    von    welcher  die  Abstände  ge- 
ebnet vrerden,  durch  den  I^unkt  der  mittleren  Entfernung  selbst, 
|lD  ist 

'--P}'  =  0.  also  -2(«ci)=0, 

umgekehrt:  Gilt  die  letztere  Gleichung  für  zwei  Ge- 

de,    welche   sich  schneiden,   so  ist  ihr  Durchschnitt 

Pnnktder  mittleren  Entfernung.    Daher  sind  im  Falle 

lauter  positiven  Coeflicienten  a,  ß,  y,  d...  die  Punkte  A,  B, 

H...  noAweDdig  auf  beide  Seiten  einer  jeden  Geraden  vertheiit. 


I 


Theil  Vm. 


12 
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welche  durch  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  geht,  und  wel 
daher  eine  Linie  der  mittleren  Entfernung  heisst. 

Anmerkung.     Auf  dieselbe  Weise ,    wie   hier  mittels 
Jireieeks  J/3/|  M^  im  Fall  eines  ebenen  Systems  Ton  Punkten,  k 
maji    mitteis  einer.  P^Tamide  auch   den  Punkt  der  mittleren  I 
fernuDg   io    Bezug    auf    ein  System  von  Punkten  Im  Räume 
stimmeo. 


§.  2. 

Vom  Punkte  der  kleinsten  Entfernung. 

E«  seien  in  (Taf.  III.  Fig.  2.^3.,  4.)  S,  Si  zwei  Punkte  von  be 
biger  Entfernung  mit  einem  beliebigen  dritten  Punkte  Ä  durch  < 
Geraden  AH,  ÄSt  verbunden,  und  von  dem  einen  (5^)  auf  < 
Gerade  AS  eine  Senkrechte  Sim  gefallt,  so  ist 

entweder  1)    Am  •=:  AS-\-  Sm , 

oder  2)    Am  =  AS —  Sm, 

oiler  3)    Am:=zSm  —  AS 

=  AS-^Sm+2Am, 

oder  aber  4)    Am  =  AS; 

i'enacfadem  das  in  iS  auf  SSi  errichtete  Loth  SX  1)  zwischen  i 
^unkten  A  und  Si  hindurchgeht,  2)  oder  nicht,  und  zwar^jS>j 
oder  3)  AS<Sm,  oder  aber  4)  dieses  Loth  mit  AS  zusamroi 
fällt. 

Jedenfalls  aber  ist 

ASi  >  Am. 

Wird  nun  aus   A  auf  SSi  noch  die   Senkrechte  Ap  geft 
so  ist 

Sm  =  SSi.^; 

also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  AS,  AiS,  SS^,  Sp  mit  A,  j 
n,  a  bezeichnet  und  utiter  p  eine  Linie  versteht,  welche  Null  od 
griisser  als  Null  ist ,  so  erhält  man  in  jedem  Falle  folgende  C 
gleichung: 

^Ai^A  —  s.j  +  p, 

wo  a  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenachdem  die  Pnn|p 
A  und  Si  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  des  Lothi 
SX  liegen. 
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Sind  abo  irgend  eio  ebenes  System  von  Punkten  Ay  B,  C,  Z>..« 
A  ebeiwoviele  ganze  oder  gebrochene,  aber  poisiti  ve  Zahlen 
^^.  y»  A...  ffeseben;  werden  crstere  mit  zwei  beliebigen  Punk- 
fl^ß,  Si  der  Ebene  bezfi^^lich  durch  die  lüeraden  A,  B,  C,  2>... 
^19  <&i4  Ci>  />i...  Verbunden,  und  sind  a,  b,  c,  <Z...  die  Ab- 
jener  Punkte  von  dem  in  S  auf  SSi  errichteten  Lothe,  so 
man  für  jeden  dieser  Punkte  eine  der  vo  rieben  anal  ose  Un- 
inQff»  und  wenn  man  die  Glieder  einer  jeden  beziip;lich  mit 
Zahlen  a,  ß,  v,  d...  nrultiplicirt  und  sodann  die  Summen  der 
und  der  rectiten  Seiten  nimmt,  so  ergibt  sich: 

a.  b,  Cgd,,»  positiv  oder  negativ  oder  =0  zu  nehmen  sind, 
■chd^m  die  betreffenden  Punkte  A,  B,  C,  />...  auf  derjenigen 
,^lte  des    Lothes  SX,    wo  der  Punkt  Si  sich  beflndet,  oder  auf 
Ibr  anderen  Seite,  oder  auf  dem  Lotbc  «»elbst  liegen;  und  wo  P 

ledemm  eine  Linie  i^O  bedeutet.    Mittels  der  schon  oben  ge* 

nachten  AbkQrzungszeichen   lüsst  sich  die  zuletzt  erhaltene  Be- 
Ipliang  auch  so  ausdrücken: 


£iaAO  >  -SM) -5.  ^(^")  +  P. 


Gesetzt  nun ,  eS  wäre  S  ein  solcher  Punkt  der  Geraden  SSi, 
welchen  die  algebraische  Summe 


&)-'■ 


wflrde 


so  mehr  also 


i:(aAO>£(aA)  +  P, 


I!(aAi)'>Z(aA) 


ly  und  zwar  -^  was  für  den  Vergleich  der  geometrischen  mit 
analytischen  Entwickelungsweise  von  Wichtn^keit  ist  —  wie 
(•88   oder   klein   auch  die    Strecke    SSi=ss  gedacht 
rden  mag« 

Werden  die  Coeflicienten  a,  ß,  y,  S,..  mit  anderen  vertauscht, 
he  zu  den  ersteren  alle  einerlei  Verhältniss  haben ,  so  besteht 
jetzt  noch  für  den  Punkt  5  die  Bedingungsgleichung 


(")=»■ 


I 


es  mrd  also  hierdurch  die  Lage  des  Punktes  5  nicht  verändert* 
CoefBdenten  a=|3;=y=d=...,  so  ist,  wenn 

12* 
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±  4.^+  —+—4-        —0 

allemal 

Ai  +  Bi  +  Ci+l}i  +  ...>A  +  ß+C+D  +  ..., 

d.  h.  die  Summe  der  EntfernuDgen  des  so  bestimmten  Punk 
Ton  den  Punkten  A,  By  C,  />...  ist  kleiner  als  die  eines 
anderen  Punktes  5«  derselben  Ebene,  und  in  diesem  Falle  t 
der  Punkt  5  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezu| 
das  System  der  Punkte  A,  JB ,  C,  D..,.  Im  Falle  ungle 
Coefiieienten  aber  braucht  man  sich  nur  vorzustellen«  dass 
Anzahl  von  a  Punkten  im  Punkte  A,  ß  Punkte  in  B,  y  in 
in  Z>...  vereinigt  seien ^  um  auch  jetzt  in  den  Ausdrücken  £{ 
2!(aAi)  die  Summen  der  Entfernungen  der  Punkte  S,  Si  voo 
Ay  B,  Cy  />...  ZU  erkennen  und  in  dieser  Vorstellung  noch  i 
Schritt  weiter  gehend  den  Sinn  der  folgenden  Definition  zu  fos 
Ein  Punkt  S  heisst  der  Punkt  der  kleinsten  Eni 
nung  in  ßezu^  auf  ein  gegebenes  System,  mit  geg( 
nen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Coefficiei 
^9  ßf  y»  ^-•*  behafteter  Punkte  A,  B,  C,  2>..«,  wenn 
Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  iS  von  die 
letzteren  kleiner  als  die  eines  jeden  anderenPunl 
Si  ist. 

Man  kann  die  Quotienten   -j^   -^^    -^,   7%"  '    ^^^    ^^^ 

CoefBcienten  ansehen,  mit  denen  die  Punkte  A,  B,  C,  2>.. 
haftet  sind.  Gesetzt  nun,  der  Punkt  S,  welcher  von  denPni 
A,  B,  C,  Z>...  um  die  Längen  Ay  B,  C,  />...  entfernt  ist 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  diese  Po 
so  würde  nach  Lehrsatz  2.  Zusatz,  für  jede  durch  S  gehend« 
rade  die  Gleichung 

feiten«  und  da  die  in  §.  1.  für  die  Abstände  a,  6,  c,  «?•••  | 
ene   Zeichenregel  mit  derjenigen  des  jetzigen  ParagrapheD 
kommen  übereinstimmt ,  so  müsste  der  Punkt  S  zugleich  anc 
Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  C 
cienten  a,  ß,  y,  d,..  behafteten  Punkte  A,  B,  €,<  D...  sein. 

Dehkt  man  sich  um  den  Punkt  5  als  Centrum  mit  belieh 
Halbmesser  r  einen  Kreis  beschrieben ,  welcher  die  Geraden 
BS,  CS,DS...    in   den  Punkten   A',  B\  C,  />'...   schni 
und  sind   a\  b',  e',  d...  die  Abstände   dieser  Punkte  yon 
Lothe  SXy  so  ist 

a a'      b^ &^      c^ &_      d^ d' 

A~T'    B^r'    C^V   D'^T'' 

also  M 


^(^)=i^(„> 


*i, 
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Metzt  also,  der  Punkt  5  vrHre  der  Punkt  der  mittleren  £nt- 
rnnng  in  Bezug  auf  die  mit  den  Coeflicienteo  a,  ß,  y,  ö, ,.  he- 
ifteten  Punkte  A\  B,  (7,  IX...,  so  würde 

Z((rci')  =  0,   und  also  auch  2f-^j  =  0  sein, 

S  zugleich  auch  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in 
g  auf  die  mit  denselben  Coefficienten  behafteten  Punkte  A, 
■,  /)...  sein. 

Lehrsatz  3. 

'  Ist  irgend  ein  ebenes  System  von  Punkten  A,  B, 
^)jD...,  und  sind  ebensoviele  ganze  oder  gebrochene 
|i)i8itive  Zahlen  ^fß»  Y^  ^-"  g^S^b^n»  und  gibt  es  in 
i«r  Ebe-ne  jenes  Systems  einen  Punkt  S,  welcher, 
Wenn  man  die  reciproken  Werthe  seiner  Abstände  A, 
B^  C9  Z>...  von  jenen  Punkten  bezüglich  mit  den  Zah- 
IiD  a,  ß,  y,  6.,.  multiplicirt,  der  Punkt  der  mittleren 
Kitfernunii:  in  Bezug   auf  die,  mit  den  so  erhaltenen 

hkleu  -j,  ^,  ^,  7^*«*  behafteten  Punkte  A,  B,  C,  />... 

Ut,  so  ist  dieser  Punkt  S  zugleich  auch  der  Punkt  der 
Ueinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  dieselben,  mitden 
Eahlen  a,  ß,  y,  6.,,  behafteten  Punkte,  und  zwar  gibt 
Ifdaon  allemal  nur  einen  einzigen  solchen  Punkt  S, 

Lehrsatz  4. 

Ist  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  Punkt  der 
■ittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  ein  System  von 
Pinkten,  welche  auf  seinem  Umfange  liefen  und  mit 
leliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Coeffi- 
lienten  behaftet  sind»  so  ist  der  seine  zugleich  auch 
r  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  ein 
sitem  von  ebensovielen,  mit  denselben  Coefficien- 
n  behafteten  Punkten,  welche  beliebig  auf  den  nach 
ben  Punkten  gehenden  Halbmessern,  auf  einerlei 
(eite  vom  Mittelpunkte,  liegen.  / 

r 

• 

r 

I 

Lehrsatz  5. 

Der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  für  ein  gege- 
iDes  System  von  Punkten,  welche  mit  gegebenen 
»efficienten  behaftet  sind,  bleibt  unverändert,  wenn 
•  se  Coefficienten  alle  in  gleichem  Verhältniss  sich 

'b   übrigens  allemal  ein  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  exi- 
mwl  ^«^  ^Arnelbe  gefunden  werde,   lässt  sich  bis  jetzt  im 


p* 


182 

Allgemeinen  nicht  ermitteln,  wohl  aber  in  besonderen  Falb 
welchen  hier  der  folgende,  von  weichem  später  Gebrauch 
wird,  hervorgehoben  werden  soll. 

Liegen  je  zwei  der  segebenen  Punkte,  z  B.  A  und 
einem  iStrahle  eines  Strahlbtischels  >$,  und  zwar  aufvefsc 
Seiten  des  Punkte^  S/  so  sind  die  Abstände  a,  b  derse 
einem  beliebigen  Strahle   des  Strahibüsc,heis  entgegengee 

es  ist  ~-pz=:  -=~.    Sind  also  nun  auch   noch  die  betreffen 
A       B 

CoefBcienten  u  und  /3  einander  gleich,  so  ist 


und  somit  überhaupt 


(?)=»' 


also  iS  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  aui 
sammtheit  dieser  Punktenpaare. 


Lehrsatz  6. 

Schneiden  sich  beliebig  viele  Gerade  id 
Punkte  5,  und  sind  auf  einer  jeden  aufverschi 
Seiten  von  S  zwei  Punkte  beliebig  gegeben  \ 
beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positive 
paarweise  unter  sich  gleichen  Coefficienten  bc 
so  ist  5  derPunkt  der  kleinsten  Entfernung  in 
auf  die  Gesammtheit  dieser  Punktenpaare. 

Aus   einer  bekannten  Eigenschaft  des  Punktes   der 
Entfernung  ergibt  sich,    dass   für  einen  beliebigen  Punk 

Ausdruck  2>{     Vj    ^  )  ^°*  ^^  grösser  wird,  je  weiter  d 

Sj    sich    vom   Punkte  S   der    kleinsten  Entfernung  entfi 
fragt  sich,  ob  dasselbe  auch  von  dem  Ausdrucke  ^(a^^) 

Denkt  man  sich  in  (Taf.  HL  Fig.  2.,  3.,  4.)  die  Strecki 
im  Zunehmen  begriffen,  so  wird  die  Linie  ASx  in  Taf.  HL  F 
Fig. 4.  zwar  unbedingt  zunehmen,  dagegen  in  Taf.  HL  Fig.  3. 
abnehmen,  bis  SS^  so  gross  als  die  Projektion  Sp  der  I 
geworden  ist ;  hat  aber  SSy^  diese  Grösse  erreicht,  so  nimmt  i 
ASi  nun  ins  Unendliche  zu.  Das  nämliche  gilt  also  a 
a.ASi.  Gesetzt  aber  auch,  dass  ein  oder  mehrere  der  1 
a»Ai,  ß.Bi,..  die  Grenze,  libcr  welche  hinaus  sie  si 
zueleicri  fortwährend  vergrössern  müssen,  erreicht  haben, 
sich  doch  dasselbe  nicht  eher  von  der  Summe  h  {aA{)  » 
Gewissheit  behaupten ,  bis  ein  jedes  der  Produkte  an  diese 
angelangt  ist;  und  da  die  Projektion  Sp  mit  der  Verki 
des  Winkels  ASSi  bis  zur  Grösse  von  AS  zunimmt j 
sich  hiernach  mit  völliger  Gewissheit  nur  Folgendes  CmIb 


Leiitsat/  7. 

Die  Summe  der  Alistiinde  eines  ruiiLlcs  S,  von 
r4(Dinit  l>elief)ig«ti  <;aiizeii  oder  f;eli  rnclieneu  positiven 
1  Coerricientei]  rtehaftelpti  Punkteu  A.  B,  C,  ü...  einer 
IKbene  nimmt  mit  s  einem  Alis  tu  ii  <le  vom  Punkte  .V  der 
pkleinsteii  Entfernung  nntliivendig  /ii,  stiliald  derselbe 
lufang  desjeniifcn  Kreises  erreinht  bat.  ivelcher 
n  Patikt  Ä'  als  Mittelpunkt  durch  denvonilun 
ntesleii  unter  jenen  Punkten  A,  B,  V.  D...  »e- 
V«gt  wird. 


ä-  3. 

den    Fusspunkteii  -  Vieleckeil    und    dfsn   Fiiss- 
puukten-CurveD. 

Fallt  man  auf  alle  Seiten  eines  gesehenen  Vielecks  !0>  aus 
^nein  Punkte  P  seiner  Ebene.  Seitkreclite ,  und  verbindet  dereu 
F>ia«punkte  der  Reihe  nach  paiinveUe  durch  (ierade,  so  entsteht 
'  neues  Vieleck    V,  welches  dem  gegebenen  ei  nijes  eh  rieben  ist. 


eleck   rhe 


st  da 


_!i«8e8  neu 

ict  des  Punktes/*  in  Oezng  auf  das  ^  ^ 
f,t  und  zwar  soll  diese  Jtencnnung  gelten,  es  mag  mm  das  Viel- 
es SS  geschlossen  oder  offen  sein,  luuter  ausspringende  uder  auch 
■nspringende  WinkeE  besitzen,  einen  einzigen  oder  mehrere 
^äume  eioschliesaeu 

nun  A  irgend  eine  Ecke  des  Vielecks  S8,  a  der  von  den 
«tossenden  Seiten  eingeschlossene  spitze  oder  stumiile  Winkel, 
P^  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  von  dieser  Ecke, 
^d  ^N  die  derselben  entsprechende  Seite  des  Fusspunkten- 
J^«lecks  r,  so  läset  sich  um  das  Viereck  PMAN  ein  Kreis  be- 
phreiben ,  dessen  Durchmesser  PA  ist ;  folglich  ist  dessen  Sehne 

iaN=  PA.siaa. 

Man  erhält  also  den  Umfang  von  V,  indem  man  die  Abstände 
_  ä  Punktes  P  von  den  Ecken  des  Vielecks  9J  bezüglich  mit  den 
H>nia  der  an   diesen    Ei^keu   liegenden  Winkel  von  JÖ  multi[)licirt 
'      B  Summe  der  Produkte  nimmt,  oder; 


«»lieb 


0  Der  Umfang  des  Fusspunkten-Vielecks    V  eines 


lebigen 


Punkte 
pgebencs,  geschlossen« 
r«nsagToss  als  die  Sum 
J  Von  den  Eckpunkten  d 
FtKteren  mit  den  Sinus  d 


rt^ 


alsCoeffic 


inte 


,  behaftet  norden. 


in  beliebige 

r  oiienes  Vieleck  ^. 

:  Abstünde  desPunki 

lecks  93.  insofern  dii 

effenden  Winkel  v 


h)  Und  dalii-r  hat  i 
ken  in  ßezu;i;  aiil'  «in 
D  kleinsten  Unifant 
eiasten  Entfernung 
nos  liefaafteten  Eck{i 

r)  Je 


tcr  alion  Fiissim  ii  kt  *n - 
eeelienes  Vieleck  93  <las)eni|[e 
welches  dem  l'iinkle  N  d«r 
n  Beziii:  iiul  die  mit  jenen 
fikte  des  Vielecks 'S  eil Up rieht, 
iinkt/^iilier  rliejeniije  Kreisltni» 
ruckt,  uelthe  um  den  ernlilin tfn  Punkt  Ä,  ala 
Mittelpunkt,  durch  die  von  ihm  entfernteste  Ei^ke  4bv 
Vielecks  93  liesrhric  lien  ivird,  desto  grr.Kser  »  icd  der 
Umfang  seines  Fusspunkten-A'lelecka    1'. 

Da  im  rege Iniiiss igen  Vieleck  alle  Winkel  eioanJer  gleich  sinil, 
und  da,  was  sich  «ehr  leicht  aus  Lehrsatz  4.  und  0.  ergibt,  s«W 
Mittelpunkt  der  l'unkt  der  kleinsten  Entrernung  in  Dezui,' auf  seliw 
Ecken  ii^t,  so  hat  man  insbesondere: 


.  Fu.s 

IMinIcte 

n-V 

elecks 

fe 

ine«> 

•>.  in  Ue 

tilg  nn 

re£reh 

S8!< 

TA 

h    der 

Summe 

der 

Abstä 

nde 

Ecken 

des    le 

tztcren,   in 

>iLI 

pii- 

des  W 

inkelä 

dea 

regelni 

äan 

k«. 

Ä)    Unter    allen  Fusspunkten -Vielecken   in  Beznp  I 
auf  ein  regelmässiges  Vieleck  hat  das  dem  Mittel  nuiikte 
des  letzteren  entsprechende  den  kleinsten  Umfang. 

Fallt  man  auf  die  sämnitlichen  Tangenten  einer  Curve  {nder 
eines  CurvenstSckes)  23  aus  einem  beliebigen  Punkte  /'  ihrer  Eiieii(! 
8enkrechle,  eo  bilden  die  Fusspunkte  dieser  letzteren  ehcnralb 
eine  Curve  {oder  ein  CurvenstiickJ  V.  Diese  Uurve  f  ht " 
die  Fusspunkten-Curve  des  Punktes  P  in  Bezuc  auf, 
die  Curve  18.  Kraft  des  Gesetzes  der  Continuitht  nun  FasscK. 
Hch  alte  Eit;en  schaffen  der  Fusspunkten -Vielecke  auf  die  Ftiw- 
punkten  ■  Curven  ithertragen.  Denn  eine  jede  Curve  ^  lässt  sic^/ 
als  ein  Vieleck  mit  unendlich  kleinen,  einander  gleichen  8eit«%^ 
betrachten,  und  dann  sind  die  Fusspunkten -Curven  in  Itezus;  aur 
die  Curve  58  mit  den  Fusspunkten -Vielecken  in  Bezn^  auf  du 
Vieleck  2J  Identisch ,  indem  die  Seiten  des  letzteren  die  Kichtuas«a 
der  Tangenten  der  ersteren  bestimmen.  Die  Winket,  welch«  ji 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tangenten  einschÜMM 
treten  jetzt  an  die  Stelle  der  Winkel  des  Vielecks,  und  da  i 
»lelben  unendlich  klein,  also  ihre  Sinus  genau  ihren  Bn^en,f 
den  Halbmesser  :=J,  gleich  sind,  so  darf  man  diese  Bngf 
die  Stelle  jener  Sinus  setzen.  Handelt  es  sieb  nur  nm  t.._ 
Stimmung  des  Punktes  der  kleinsten  Entfernung  oder  um  das  ^ 

hgif niss  der  Umfiinge  der  Fusspunkten  -  Curven  ,  so  kann  i    

>vas  offenbar  benuemer  ist ,  nach  Lehrsatz  5.  sich  statt  jener  E 
der  reciprnken  Werthe  der  Krilmmungshalbinesser  indenbctn. 
den  Punkten  der  Curve  33  bedienen.  Denn  ist  .'I  irgend  cidbE 
eines  gleichseitigen  Vielecks  93,  die  Seite  desselben  ^^Ükf 
denkt   man  sich  in  den  Mittelpunkten  m.  n  der  die  Eckt  ^ 


185 


den  Winkel  a  einschliessenden  Seiten  zwei  Senkrechte  errichtet« 
irelche  sich  im  Punkte  a  schneiden ,  so  ist 

o  .    ,  ,  ,.am    Am      2AV^(S3)«=^ 

am«  =  2sin4tt.cosia  =  2--7 .  — 2  = )■  ^:« » 

aA     aA  (f^A)* 

und  ebenso  erhält  man  für  irgend  eine  andere  Ecke  C 


v\a 


wimo 


(Cc) 


sm  a  :  sin  y  =      \^/        . \J^^ 


(aAy 


[ccy 


r 

[  Da  nun  im  Falle  der   Curve  S  die  Seite  2A  unendlich  klein 

r.    Ist,  so  ist  hier 

!   ' 

;  ..11 

[  sin  a  :  sin  y  =  — 2  :  —7= . 

}  '        aA     cC 

Offenbar  aber  sind  in  diesem  Falle  die  Längen  aA,  cC  die 
Krünniniungshalbmesser  der  Curve  in  den  Punkten  A,  €• 


Lehrsatz   10. 

o)  Der  Umfang  der  Fusapunktcn  -  Curve  V  eines 
beliebigen  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  beliebige  ge- 
gebene Curve  (oder  Curvenstück)  S  ist  ebensogross  als 
die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  P  von  sämmt- 
llchen  Punkten  der  Curve  18^  wenn  man  einen  jeden 
dieser  Abstände  mit  dem  Bogen  des  Winkels,  welchen 
die  Tangente  in  dem  betreffenden  Punkte  mit  der 
Ibr  sanächst  folgenden  bildet  (für  den  Halbmesser  =1)9 
multiplicirt. 

6)    Unter  allen  Fusspunkten  -  Curven  in  Bezug  auf 

eine  gegebene  Curve  SQ   ist   diejenige   die  kürzeste« 

welche    dem  Punkte    5    der   kleinsten  Entfernung;    in 

Beiug  auf  sämmtliche  Punkte  der  Curve  3}  entspricht, 

Toraasgesetzt ,    dass    diese    Punkte  mit  den  unter  a) 

erwähnten  Bogen  oder  auch  mit  den  reciproken  Wer- 

tken     der    Krümmungshalbmesser     der    Curve,    als 

GoefCicienten,  behaftet  werden. 

e)  Die  Fasspunkten-Curve  eines  Punktes  P  in  Be- 
ug auf  eine  gegebene  Curve  (oder  Curvenatück^  93  wird 
im  80  länger,  je  weiter  der  Pupkt  P  über  diejenige 
Kreislinie  Itinäusrückt,  welche  um  den  genanntenPunict 
i9der  kleinsten  Entfernung,  als  Mittelpunkt,  durch 
den  von*  ihm  entferntesten  Punkt  der  Curve  83  be- 
«dhrieben  wird. 


\>: 


Da  bei  einer  Ellipse  und  Hyperbel  die  KrömmangeD  der  Curve 
in  zwei  EuJpunkten  eines  DtirchmeKsers  allemal  einander  gl«ich 
sind,  abo  nacb  Lehrsalz  G.  der  Mittelpunkt  des  Kc^elsi-hnittee 
der  PuDkt  der  kleinsten  Entfeninng  in  ßezui;  auf  die  mit  dM 
reciproken  WertheD  der  KrüminunEishalbnieeser  belialWten  l'unlctc 
des  sanzen  Kegelschnitte««  sowohl,  als  auch  awcier  von  »«"ci 
Durchmessern  hegrenzteii  Curvenstficke  ist,  sn  ergibt  sich  1 
besondere :  ' 


Unter  allen  Puaspnnkten-CurTen  in  Bezug  an fe 
Ellipse  oder  H  y  perbel,    oder  auch  in  Bezug  auf«' 
von  zwei  Durchmessern    begrenzte  Bogen    dersell 
ist  diejenige  die  kürzeste,  nelche  dem  Mittelpirnkfl 
des  Kegeludiuittes  entspricht. 


Von  de»  Curvcn,  welclie  dadurch  erzeugt  werq 
dass   eine   andere  Curve  auf  einer  Geraden 

Es  sei  it/.'lßCOiV(Taf. III. Fis;, 5.)  irgend  eine  gehrochenefl 
oder  ein  Stück  eines  Vielecks;  Ä,  11,  C,  D  seien  die  Eckend 
u,  ß.  y,  S  die  Winkel,  weleho  die  Seifen  AB,  BC,  CD»  f 
mit  den   VerlSn gerungen  der   ihnen    vorhergehenden    Seilen 
AB,  BC,  CD  bilden;  und  Peel  irgend  ein  Punkt  in  der  ^ 
des  Vielecks.    Denkt  man  sich  nun,  dass  jenes  Stück  drs  lei 
ren  auf  einer  festen    Geraden  &   als  Basis  rolle ,   d.  b.  das«  ■ 
Seiten  MA,  AB,  BC,  CO,  DN  desselben  nach  einander  mi 
Stelle  der  Abschnitte  AlA,  A^ ,  ^C,  l'S),  3>3t  der  Geradenj 
treten,   so  wird  gleichzeitig  der  Punkt  P  eine  krumme  LUu«!^ 
schreiben  ,  (reiche  aus  so  vielen  Kreisbogen  besteht.  aU  das  f 
Ivconslück  Ecken  hat;  die  Punkte  A,  ^,  S,  'J^)  iverden  die  CenB 
die  Längen  PA,  Pß ,   PC,  PD  die  Halbmesser  und  die  Wirf! 
a,  ß,  V,  3  die  Centriwinkel  diee<er  Bogen  sein.     Setzt  man  ahcfl 
Kürze  wegen   PA  —  a,   PB=b,   PC—c.   PD=,l...,  »odlf 
steht  unter  a,  ß,  y.  S  die  den  gleichnamigen  Winkeln  zugel»Ot(| 
Bogen  für  den  Halbmesser  =:!,  so  ist  die  Länge  der  so  t 
denen  krummen  Linie  PA,BiCiDj  oder 


W:= 


a  +  ^i  +  ;-c  +  W  =  £(tt«). 


Je  kleiner  nnn    die  Winkel    «,  ß,  y,  S  werden,    destn  I 
nähert  sich    die  Summe  £:{aa)  der  Sutiiiue  £(stn(i.ii),  ä.  h«^ 
Länge   W  dem  Umfange  des  Fiisspimkten-Vietecks  l'dvdPliRl 
P  in  Bezug  auf  diis  gegebene  Polvgonstiick  MABCDN^n' 
werden  also  jene  Winkel  unendlicfi  klein,  so  sind  bei^ 
gleich. 
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Lehr 


12. 


'Rollt  eine  gekrochene  LinieSJ  über  eiaerGeraden 
I  80  beschreibt  ein  jeiler,  mit  der  Ebeae  von  IQ  f««t 
»rbnndene  Punkt  P  eine  krumme  Linie  W,  deren 
Suse  der  Länge  des  Fusspunk  ten  -  Vielecks  V  Atta 
anktee  P  in  Bezug  auf 58  um  so  näher  kommt,  ieklei- 
erdieWinkel  sind,  \yelche  die  Theittinicn  von  Smit 
'  nander  bilden. 

Der  Fall,  dasa  sSrnrntliche  Winkel  er,  ß,  y,  6  unendlich  klein 
d,  tritt  aber  ein.  wenn  statt  de»  Pnlv^onsti'ickes  SS  ein  Curven- 
i^  9}  gesetzt  tvird;  altto  gilt  mit  vullkomuiener  Streuge: 

Lehrsatz  13. 


a)  Rollt  irgei) 
'•  ^ber  einer  Gers 
e  r  Ebene  von  SS  i 

urve   W,  welche  „ _. 

»iDkten-Curve    ('des    Punktes  y 

■  gen    Theil    von  S3,    mit    welchem    diese    C 

Rollen  nach  und  nach  die  Gerade  3  berChrt. 


Curve  o<!er  efii  CarrenstSck 

,  so  beschreibt  ein  jeder,  mit 

bundene  Punkt  Peine  zweite 

eFuSß- 


b)  Unter  allen  Cun 
■ilier  Curve  3  Über  ei 
Eilige  die  kürzei^te,  ' 
«Jen  Entfernung  in  Be 
'VerthenderKtummungsCalb 
'eiaftcten  Punkte  der  Curv« 


ezug  auf  denje- 
-"  ^r> g    beim 

Rollec 


n  W,  welche  durch  d 

r  Geraden  entstehen,  is 

Hche  vom  Punkte  5  der  1 

ufdie,  mit  den  reeip 

»esser,  alsCoeffici» 

■B  beschrieben  wir 


c)  Die  ('urve  W  ivird  um  so  liinger,  je  weiter  der 
'"•selbe  beschreibende  Puukt  P  über  diejenige  Kreis- 
linie hinaus  liegt,  welche  um  den  genanuten  Punkt  S 
'<^r  kleinsten  Entfernung,  als  Mittelpunkt,  durch  den 
,Ort  ihm  entfern  testen  Punkt  des  roll  enden  Theil  es  der 


tlrv 


'Ird. 


Ueber  die  Gestalt  der    Curve   W  ist  Folgendes  zu  bemerken : 

'Caitzt  die  Curve  Sl  einen  Wendu  ngspunk  t  und  berührt  sie  in 

Lfielben  beim  Rollen  die  Gerade  @ ,   so   tritt  dieselbe  von  nun 

>  Von  der  einen   Seite  dieser  Geraden    auf  die  andere  über  und 

^txt  mar  ihre  Bewegung  in  derselben  Richtung  von  Od  fort,  aber 

>«    Ebene  der  Curve   3}  dreht  sich  plützlich  z.  B.    rechtshernm, 

'Clin  sie  bisher  sich  linksherum  drehte ,  weshalb  jenem  Wendungs- 

ibte  von  93  cinRückkehrpu  nkt  der  Curve  >Fentsprechenmuss. 

Taf.  III.  Fii;.  S.  wird  die  Tangente  im  Wendungspunkte  durch 

■  Linie  BC  äes  Polj'gonstiicks ,  und  der  Rüekkehrpunkt  von  W 

™>"ch    den  Punkt  ß,   repräseotirt.  —    Das  Nämliche  findet  statt, 

y*nn    die    Curve    9J    einen    so!;enannfen    Riick  k  ehrpuukt    im 

■chfiabel    (rebmussement  en  bec)    besitzt,   indem   sie  dann,   hie 

|*diesem  Punkte  auf  der  Geraden  *Ö   fortgerollt,    sofort  in  der 

[?%egengesetzlen   Richtung,    aber  ohne  von  der  eines  Seite  von 

^^f  die  andere  überzutreten,  zurückrollt.     D^egen  hat  ein  ge- 

'ftÜcher    RückUehrpunkt ,    wo    die  Tangente  zwischen   beiden 
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Zweigen  derCnrve  hiiidarchEeht ,  keinen  Rüchkelirpiirilct  der  fl 
W  zur  Folge  la  dieseoi  Falle  nänilich  rollt  die  eräterel 
auch  län^a  dem  anderen  Ziveice  auf  der  Geraden  (^  zuriick] 
r  zugleich  auch  auf  die  andere  Seite  von  ffl  üher,  so  dal 
LEhene  von  S8  selbst  keine  entgegengesetzte  Drehung  erleidet.  \ 
•  diese  beiden  Fälle  zeigen  sich'echon  sim  l'olygonstflck  SB,  i 
Leine  Ecke  dcseelben  nicht  um  denjenigen  Winkel,  welcheq 
rSeite  mit  der  Verlänserung  der  vorhers""" — '' —  ''"'' 
■  nm  den  von  beiden  Seiten  selbst  gebili 
IlSreht  wild. 


Besondere   Fälle. 

a)  Ist  die  rollende  Curve  IQ    ein  Kreis  oder  ein  Kreisbq 
I  beschreibt    der    Mittelpunkt    dessellten    eine    Gerade    ' 

Länge  des  durchrollten  Rogens;  in  der  Thut  fällt  die  Fusspunkt« 
Cuire  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  Böge 
desselben  mit  diesem  letzteren  selbst  zusammen.  Der  vorige  I^hi 
satz  fi)  sagt  also  ans,  dass  unter  allen  Cykloiden,  >Telche  vou  de 
Punkten  in  der  Ebene  eines  rollenden  Kreises  beschrieben  werdet 
die  gerade  Linie  die  kürzeste  sei. 

b)  Ist  die   Curve  EQ  eine  Parabel,   so  ist  die  Fusspuni 
■        "  ..."  ^„f   dieselbe   i 


Curve    des    Br« 


nktes   i 


nämlich    die  Scheit eltangente  der  Parabel;    und  gilt  es  Dur 
Bogen  der  letzteren,    so   ist  die   Fusspunkten  -  Curve  des  R 

Sunktes  demjenigen  Stücke  der  Scheileltangente  gleich ,  da 
eu  Tangenten  in  den  beiden  Endpankten  dieses  uo|;ens  bei 
<vird.  Aber  das  Stück  der  Schelteltangente,  ivelches  zwj 
dem  Scheitel  und  einer  Tangente  der  Parabel  liegt,  ist  be) 
lieh  halb  so  gros^,  als  die  Ordinate  des  Berührungspunktes  i 
Tangente,  und  folglich  das  von  jenen  zwei  Tangenten  begi 
Stück  halb  so  gross,  als  die  Summe  oder  Differenz  derOrdt 
der  Endpunkte  jenes  Bogens;  also  ergibt  sich  aus  Lehrsal 
)  der  folgende  besondere 

Lehrsatz    14. 

Parabelbogenauf    einer  geraden  Li 

t  derBrennpuukt  der  Parabel  eineCn 

'Bog 

<;)  Die  Fusspunkten  -  Curve  des  Brennpunktes  einer  Ell 
■J  Hyperbel  in  Bezug  auf  dieselbe  ist  bekanntlich  elfi  fi 
sen  Mittelpunkt  mit  dem  der  erateren  einerlei,  und  dessen  Dl 
messerdie  Hauptachse  derselben  ist.  Ist  nun  in  Taf.  III.  Fig.6. 
irgend  ein  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel;  sind  An)  £^ 
Tangenten  tn  dessen  Endpunkten  A,  Ji;  und  n,  b  die  Fussii 
der  Senkrechten  aus  dem  Brennpunkte  F  auf  diese  Tancca^ 
ist  der  Bogen  ab  jenes  Kreises  derjenigen  Curve  gleich,  « 
vom  Punkte  ¥  beim  Rollen  des  Bogens  AB  auf  einer  Ge 
beschrieben  wird.     Zieht  man  aber  noch  die  Halbmesser  Bti 


*>nä  aus  dem  amiemi  DmiTinutikttf  ^',  die  ZucliDien  f\A,  l\B, 
^_  sind  lirtxterD  hobfiTiutlicIi  aen  ornteren  purnllel ,  und  daher  die 
^■oLel  o.'VA  und  AF,ß  vom  <;l»!chtr  (irüHse.  Demnach  darf  man 
»*«tmii|iten  : 


l.ehr 


15. 


lUllt  «in  Klliiiften'  oder  ein  HyporbelhoKon  auf 
.  iner  ««radcMi  l/u,\v,  >">  hes.^hteibl  ein  je.Ier  der  hol- 
4«a  ürrTiiipunkte  dr»>  kc;;  pI  schni  ttes  eine  Ourve  von 
clor  Länge  eiaesKreisItof^eiis,  deMuenHulbmctJäer  die 
ikIIiv  II<iu|i  tachtte,  und  dessen  Ceti  triniokei  derje- 
I  i  ge  Winkel  iitl,  unter  w  ei  ehern  jener  vrsfere  Bogen 
OU  andere»  breiin|iunkte  aus  gesehen  nird. 

Zusatz.      Knilt    eine    b:ili|i8e    oderHyperhel    in 
äver  Ebene  <£  auf  einer  fettteii  (ierade'n  dieser  E heue 


O  ««rhuitc 


ch    die  de 


lierilhr 


nnkte  beider 


unKsnn 

esuii  »  I  nUl^keiteii   ue»  vmvu 

die  GesthHittdigkeiten,  mit 

^«Iclien  die  Zuglinie  de»  anderen  Brenn  punkte«  in  der 
•■*  fcen«  Ifi    f]c»   Kegelschnittes  selbst  den  Berflbrungs- 

^^     (inV)   l.ci'lritet. 


RuIlteiiicBIlipHe  od  er  Hyperbel  auf  einer  (geraden 
■inle.  SQ  beschreibt  unter  allen  Punkten    ihrer  V 


»r  Mittelpunkt  de 


mn  dcu  Cui'veii.  welche  durch  das  Rollen  ciiier 
■Urve  auf  einer  anderen  Curve   erzeugt  werden. 

Denkt  man  sieh  zitei  Polygonstflcke  MABCDIS  und 
"^iAiB.C,DjN,  oder  93  und  33|,  deren  gleichnamige  Seiten  paar- 
weise gleit-h  sind,  so  kann  man  das  eine,  x.  B.  äj,  dergeBlaft  um 
Uiiii  andere  herunifiibren .  duss  rnrtivährend  die  gleichen  Seiten 
^h  decken  und  das8  die  Ecken  vnn  S3  sich  um  die  t^leiclinnniiueD 
pckcn  von  '^,  drehen.  Während  aber  diesig  geschieht,  wird  Jeder 
»«liebi^e,  mit  der  Ebene  von  SQ  lest  verbundene  Punkt  /'eine 
le  Litüe  beschroiben,  welche  aus  so  vielen  Kreisbogen  he- 
ala  das  Poly^nnstOck  9!  Ecken  hat;  die  Halbmesser  a,  l>, 
'  sr  Bogen  «"erden  den  Abstünden  PA,  PB,  PC,  Pli  des 
P  von  diesen  Ecken,  und  die  Centrlwinkel  derselben 
^^^^  jenachdem  die  zusammentreffenden  Ecken  von  50  und  2)i 
ge^nscitig  ihre  conveien  Seiten  zukehren  oder  nicht,  den 
iin«n  oder  den  Differenzen  der  Winkel  «  und  et, ,  ß  und  ft, 
"jfm^  ]'i ,  i  und  d| ,  welche  die  gleichnamigen  Seiten  mit  den 
'WtliBgcmiigen  der  vorhergehenden  bilden,  gleich  sein. 


I 


Unter  d«o  vielen  Fällen,  «elclie  aof  der  Unterscheidung  de« 
Conresen  und  Concaven  in  den  beiden  Poly^onstückeD  beruhen, 
kommen  liier  vorzüglich  folgende  in  Betracht : 

a)  Alle  Winkel  a,  ß,  y,  8  Von  33  sind  grüsaer  foder  doch  nur 
einzelne  eben  so  gross)  als  die  gleichtiamigou  Winkel  von  3St :  und 
dann  ist  es  föf  das  Endresultat  einerlei,  iih  die  cmiveiceii  Bckef 
von  9J  durchweg  den  conveseu,  durchiveg  denoncaven,  oderalji 
theils  den  vonvesen,  theils  deu  concaven  tacken  von  tO,  zug«lu 
irerden. 

0)    Sainmtliche   Winkel    a,  ß,  y,  S  »ind  kleiner  (oder  « 
nnr  einzelne  eben  »o  gross)  als  die  gleichnamigen  ron  58,, 
kommt    die    Bedingune  hinzn,    das»   die   convcxcn  Ecken  Von| 
entiveder    durcliweg  den    convexen  oder    durchweg  den    conc; 
Ecken  von  2}  zugekehrt  seien. 

c)    Beide  Polygonstücke  sind  congrucnt. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Länge  der  vom  Punkte  P  I 
schriebenen  Curve ,  jenachdem  33  von  der  einen  oder  von  derJ 
deren  Seite  auf  3}i  rollt,  das  eine  Mal  durch  tC  und  das  anderea 
durch  Wu,  und  bedenkt,  dass  diese  beiden  Fälle  sich  durch,] 
additive  und  snbtraktive  Lage  der  gleichnamigen  Winkel  nd 
scheiden,  so  erhält  man  für  W  und  H'„  nothivendig  «wei'P 
chungen  von  folgender  gegenseitiger  Beziehung,    nämlich  im 

fl)     W  =a(«±c.,)  +  Ä(/J+|3,)  +  c(yTy,)  +  rf(ö±3,); 
Ho^fl(«t«i)+6(|3+|3i)  +  <:(7±/i)  +  '/(ötö,),- 
und  hieraus  die  dritte: 

b)  W=a(c,,+a)+b(ß,+ß)  +  c(y^-ly)  +  d(S,+6); 
W„-a(a,^)  +  b{ß,-ß)-\-c(yi-Y)-\-d{6,—Ö); 

W—  rro=^C°«+*j3+cj'+(M)  =  2^(ac.); 

c)  TF  =2(aB+fti3+c)'+r/ö); 

W±  Wo  =  1S{aa). 

Da  nun  die  Grüssen  S{aa)  und  X(asina)  der  Gleichheid 
Eo  näher  kommen,  je  kleiner  die  Bngen  c,  ß,  y,  d  vrerdeo^ 
erhält  man    folgenden  Satz,    aus  welchem  man  mit  Leicliti] 
noch  ein«  Reihe  anderer  Sätze  wird  ableiten  kennen: 


Lehrsatz   17. 

Haben  zwei  Polygonatücke  9}  undlQi  paarweise 
in  derselben  Ordnung  gleiche  Sei ten,  und  rollt  itas  er- 
Btere  auf  der  einen  Seite  des  andern,  so  beschreibt  «in 
jeder  mit  der  Ebene  ven  fQ  fest  verbnndeoe  Punkt  P 
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'  elnn   Icrumme  Linie    W:    und 
Seite  VOM  S3,,   Nil  l>i!xdirrilit  dt 
4«i«  krumme  Linie    \y„.    Sind  n 


df^T  d  n  oh  ti  u  r  c 
dei 


3},,  oiivT  d< 
idi   .!i<!  Su 


f  der  anderen 

rsolhc  Piinlit  Peine  an- 

j[i  (i)  atlehohlenWinkel 

R  ntsprcchcnden    h  iililen 

uzeln  denselben  gleich, 

Ldnu'Pn   von    H'  und    IC., 

«pnnkten  Viel- 

ug  JuiT  diiB  P(i|y)>onstfick  !8, 

Kinvr  die  Nehcmvinkrl  alter  jener  hohlen  Winkel 

len.     Sind   dameeen    I,)  alle   hohlen  Winkel   von  93 

ptr  als  die  ihnen  eiitsprethenden  hohlen  Winkel 

oder  duuh  nnr  einsein  denselben  gleich,  und  sind 

r  Erzeugung  von  II'  immer  nur  die  convexcn  Win- 

AB  !8  den  cnnvexen  von  Eßi,  und  bei  derEDteuf^uni; 

i>  Immer  nur  die  concaren  Winlcel  von  2)  don  cnn- 

1  ran  33,  susekehrt,  so  gilt  <lue  nljmliche  nicht  von 

mme,  sondern  von  dem  Unterschiede  jener  Liln- 

iind  endlieh    r)   beide  1*  oly  ßoii  stilcke  unn|;iuent, 

^^^     diuA  vun  der  Länge  der  einen  Cnrve  aclbst,  und 

Lander«  verschwindet. 


Lehrsatz    18. 

A)    Hollt    eine    belietii$;e  Curve    (oder  ein  Curven- 

V^tSck)  ^  auf  der  einen  Seite  einer  anderen  lieMebigen 

nrve93],  so  beschreibt  cinjeder,   mit  derEbenevon 

feBtrerbnndeno    Punkt    P   eine    neue  ('urve   IC;   und 

_llt  S3  auf  der  anderen  Seite  von  SJ|  so,   äass  immer 

rie  der  dieselben  Punkte  beider   ('urven  wie  das  erste 

lal    Kusnmmentrerren.    so    beschreibt   derselbe  Punkt 

•  ine  andere  Curve  ir«.    Ist  nun  «)  die  Curve  3)  in  allen 

ren    Punkten  «tlirker  gekrümmt,   als  die  Curve  SQ,  in 

n     entsprechenden   Punkten,   so   ist  die  Summe  der 

XtS DfE^n  von    IV  und    ll'o  (loiipel  t  ao  gross  als  di  e  Lunge 

ger    Fusspunkten-Curve  des    Punktes  P    in    Bezug  auf 

l{e     Curve   SQ;     ist    aber    A}  die  Curve  ES  in  allen  ihren 

Punkten  schwächer  gekrümmt,  als  die  Cnrve  3},  In  den 

Botspreclicnden    Punkten,    und    ist    bei  der  Erzeugung 

3er    u«iden  Ourvcn  IP  und    IF^  das  eine  Mal  der  conve- 

xeii  Seite  vonS,  durchweg  die  convese,  dasandercMal 

~iir«b>veg  die  concave  Seite  von  iS  zugekehrt,    so  ist 

er  Unterschied  der  Längen  von   TV  und   IV»  doppelt  so 

ros»   ftls  die  jener  Fusspu  nkten -Curve.    Sind  endlich 

I  bei<leCurven!8und<S,  congruent.  so  gilt  das  nämliche 

der  Lunge  der  einen  Curve  IV  seihst,    und  die  an- 


l«r«    H'o  verschwindet.     Uebrigcns  gilt  das  in  n)  und  6) 
«gesagte  auch  no  ch,  wenn  die  Krümm u  ^       "    " 

1  IQ  und  Sil 


zolne 


erCur- 
unkten paaren    einander 
gleich  sind. 

JB>  DieLSngen  derjenigen  CurvenlV  und  JFobilden 
llBt«r  allen  die  grösste  Summe  oder  Differenz,  welche 
rom'i*>it>'<^<'  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die 
■  ftdenreciprokenWerthen  ihrer Kiümungsiiarbmesser 


4 


behafteten 

l'u 

kte 

der 

oileud 

en  Cn 

ve  S!  l 

CS 

lirielM 

werden. 

V 

1,-)   Und 

je 

e    S 

umm 

o    Ode 

Differenz    i 

ird    um  ^S 

grlisser,    j 

ite 

der 

besch 

reiben 

de    Pu 

nlit 
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■  JIn 

le    h 
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est, 

velclie 
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den  i— 

nannten  I>n 

nkt 

der 

kle 

Enlfe 

als 

MiuVfl 
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ch 

den 

von 

ihm    e 

itfern 

esten 

Pu 

ikl    IM 

leg 

wir 

d. 

■ 

Lehrsatz   Hl. 
A)    Die   Eplcykloidc    und   Ji. 


mlit 


A)  Ute  Kpicykloidc  und  die  vou  tlem  n 
PnDkte  besciirieliene  Hy[incyLloide  sind  z\ 
ilo|i|ielt  so  luDg  als  die  Fuaspuükfen  -  Curve  jeD^s-l 
Punktes  In  Bezug  uul'den  erzeugeDden  Kreis,  wennd^^r 
letztere  kleiner  als  die  Basis  ist;  dagegen  Ist  die  Ef»  j- 
cykloide  hiu  die  du|ji)elte  Länge  dieser  Cu^ve  griiss^^r 
als  die  Hypocvk  loide ,  wenn  der  erzeugende  Kre  Sa 
grosser  als  die'Üasis  ist;  und  sind  diese  beiden  letzt  «- 
ren  einander  gleich,  so  ist  die  Epi^'ykloide  doppelt  ^^a 
lang  als  jene  Fusspunkten-Curve  —  es  mag  nund_  le 
ganze  Basis  oder  nur  ein  bestimmter  'i'heil  derselbe»  n 
von  einem  bestimmten!' heile  des  erzeugenden  kreis  ^s 
durchrollt  iverden. 

li)    Die  Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  Epi- 
cyklniile  und  llypacykloide,    welche  vom  Mittelpunkte 
des  erzeugenden    Kreises    auf  einerlei  Basis  beschrie- 
ben werden,   ist  doppelt  so  gross  als  diese  Basis,  nint||f 
ist  die  letztere  dem  ganzen  Umfange  des  erzeiigenA 
Kreises  gleich,  so  ist  dielSumme  oder  der  Untersf*  " 
der  Längen  der  Epicykloide  und  Uypocykloide,  wc 
Ton  irgend  einem  anderen  Punkte  beschrieben  wei 
grosser  als  die  doppelte  Basis. 

Anmerkung.     Im  Falle  B)  sind  die  Epicykloide  und  1 
cykloide   selber    Kreise   oder   Kreisbogen:  ist   nämlich  der 
messer  der  Basis  ^r,    der  des  erzeugenden  Kreises  =:e.  i 
der  der  Epicykloide   H'^r  +  g  und  der  der  Hyi>ocykloide , 
T^Q,  =r — p,  und  wenn  r<^Q,  ^=q — r.    (st  nun  ä^rii  der  dul 
rollte  Theil  der  Basis,   wo  q  —  l,  so  verhält  sich,  wenn  r>p 

W  ■■  2Cr+e)  n  =  '2(/r7t :  2ra; 
Wt,:  2(r — e)n:=  2r/rn:  2rjt; 

also 

IF+  W'u  =  2?(r+p)7i  +  2v(r-e)K  =  49P«. 

Ist  alter  r<.Q,   so  ist 
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in  beiden  Fällen  also  erhält  man  das  Doppelte  der  Basis  oder^ 
wais  einerlei  ist,  das  Doppelte  des  erzeugenden  Kreisbogens. 


Lehrsatz  20. 

Rollt  ein  Bogen  eines  Kegelschnittes  nacheinander 
auf  beiden  Seiten  eines  eben  so  langen  Bogens   einer 
beliebigen  Curve«  so  beschreibt  ein  jeder  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zvveiCurven,  deren  Summe  oder  Un- 
terschied eine  bestimmte,  von  der  Basis  unabhängige 
Giusse    hat,    jenachdem   der    erste    Bogen   durchweg 
stärker    oder  schwächer  als  der  zweite  gekrümmt  ist, 
vorausgesetzt,  dass  im  zweiten  Falle  die  Basis  keinen 
^endnngspunkt  besitzt.    Diese  Grosse  ist  nämlich  im 
Falle  der   Parabel   die  Projektion   ihres  Bogens   auf 
•  ine   zur  Achse  senkrechte  Gerade,  und  im  Falle  der 
Ellipse   und    Hyperbel    ein    Kreisbogen,   welcher   die 
halbe  Hauptaclise  zum  Halbmesser  und   das  Doppelte 
-des  Winkels,  unter  welchem  jener  Bogen  vom  anderen 
Brennpunkte  aus  gesehen  wird,  zum  (Zentriwinkel  hat. 

Lehrsatz  21. 

Rollt  ein  Kegelschnitt  auf  einem  demselben  con- 
S^uenten  Kegelschnitte,  indem  immer  zwei  entspre- 
chende Punkte  zusammentreffen,  so  hat  1)  unter  allen 
PudF  .      '       ^.  « 

geri 

„-eiten,  mit  welchen  im  Falle  der  Parabdl  die  mit 
^er  Achse  parallele  Gerade,  im  Falle  der  Ellipse  und 
Byperbel  die  Ziiglinie  des  alnderen  Brennpunktes 
den  Berührungspunkt  beider  Kegelschnitte  in  der 
G4>ene  des  erzeugenden  begleitet. 


TheüMÜ. 
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XVI. 


Heber  einen  Satz  der  analytischen 
Cteometrie. 


dem  Herausgeber. 


). 

Jederiiianti  keadt  die  «Irgante  und  in  der  Anwendung' so  rrtit^l 
bare  Porniel ,  durch  weiche  der  Cosinus  des  zivei  rechte  Win  ke\ 
nicht  übersteigenden  Winltels,  den  zivei  von  dem  Anfange  ei<i«9 
rechtwinkligen  Canrd in ateii Systems  im  Kaunie  ausgehenite  j^ora^lG 
Linien  mit  einander  eiascmiesson,  durch  die  Cosinus  der  von 
diesen  Linien  mit  den  positiren  Theilcn  der  drei  Coordinatoiiaxcn 
eingeschlbSüenen,  elienfalls  zwei  rechte  Winkel  nicht  ülterületgon* 
den  Winkel  ausgedrückt  wird.  Sind  nilmlich  a,  ß,  y  und  Oi.ß,  ,  Yk 
die  von  den  beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  Ji^* 
Coordi  Daten  äsen  eingeschlossenen,  ISO"  nicht  übersteigenden  Wi"' 
kel,  und  bezeichnen  wir  den  von  diesen  beiden  Linien  luit  eii»«*^ 
der  eingeschlossenen,  ebenfalls  180"  nicht  übersteigenden  Wiiik^ 
durch  8,  so  Ist  bekaunUich 


s0  = 


i8«t  ^cos^  cosff, -(-c 


irhergel«***t 
■n  Safi    ^■" 


I 


Es  scbeint  mir  interessant  zu  sein,  diesen  .__^___ 

den  Form  auf  reell tniokl ige  Coordinatcn  eingeschränkten  Satz 
beliebige  schiefwinklige  Coordinatensysteme  za  erweitern,  »tM^ 
vieinienr  die  der  vorhergehenden  entsprechende  allgemeine  ßl^'* 
cbung  für  jedes  beliebige  schiefwinklige  Ccordlnatensysteni  autfj**' 
suchen,  unter  welcher  die  Torhergefaende  Gleichung  als  ein  beS*^""" 
derer  Fall  enthalten  ist,  und  aus  der  dieselbe  hervorgeben  mi«^*' 
wenn  man  das  beliebige  schiefwinklige  System  rechtwinklig  ^"' 
nimmt.  Diese  allgemeine  Gleichung  werde  Ich  in  der  vorliegen«'^'' 
Abhandlung  auf  eine  von  andern  nicht  ganz  allgemein  bekan»*^^" 
Untersuchungen  möglichst  unabhängige  und  vüUig  elementare  Wci^^jJ 
zu  entwickeln  versuchen,  und  werde  dann  auch  zeigen,  dass  s'^^ 
aus  derselben  mit  grosser  Leichtigkeit  ein  anderer  ebenfalls  sef^^ 
bemerke II swerlb er  Salz  ableiten  lässt,  welchen  Cauchy  auf  eit^  * 
von  der  hier  gegebenen  Entwichelung  vüllig  verschiedene  Wei^^ 
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in  der  neuesten  bis  jetzt  erschieoeneu  Lieferung  seiner  Ezer- 
cices  d'Analyse  et  de  Physique  mathämatique '^)  be- 
wiesen hat,  bemerke  aber^  dasH  ich  die  in  Rede  stehende  allge- 
meine»  von  Cauchv  a.  a.  O.  nicht  entwickelte  und  wohl  auch 
flberliaupt  sonst  nocn  nicht  bekannte  Gleichung  als  den  Haupt- 
gegenstand dieser  Abhandlung  betrachtet  zu  sehen  wünsche. 


II. 

In  Taf.  III.  Fie.  7.  sei  O  der  Anfang  eines  beliebigen  Coor- 
dinatensystems  im  Kaume  und  OAl = q  eine  von  demselben  aus- 
gehende gerade  Linie ,  welche  mit  den  nositiven  Theilen  der  Axen 
der  üpy  y,  z  respective  die  180^  niciit  übersteigenden  Winkel 
a,  ß,  Y  einschliesst.  Die  Coordinaten  des  Punktes  K  seien  a;,  y,  z. 
Sind  nun  OX,  OY,  OZ  die  Theile  der  drei  Coordinatenaxen^  welche 
den  körperlichen  Winkel  einschliessen ,  in  dem  die  Linie  OK  liegt, 
80  besenreibe  man  über  denselben  als  Kanten  von  unbestimmter 
LiSnge  und  mit  der  ihrer  Länge  nach  bestimmten  Linie  OK  als 
Diagonale  eip  Parallelepipedon ,  wie  aus  der  Figur  ohne  weitere 
Erläaterung  ersichtlich  ist.  Denken  wir  uns  dann  noch  die  in  der 
Fimr  nicht  gezeichnete  Linie  AK  gezogen^  so  ist  nach  einem 
beKannten  trigonometrischen  ISatze  in  dem  Dreiecke  OAKi 

1)  AK^=  0K^+0A^-^20K.  OA.coaAOK, 
nnd  nach  demselben  Satze  ist  offenbar 

2)  AK^=OB^+OC^  +  20B.OC.co8YOZ, 
Nan  (st  aber«  wie  sogleich  in  die  Augen  tällt,  entweder 

OA:r^  +  x,  j^AOK=:a 

oder 

OA  =  '-x,  ^AOK  =  mfi^a, 

nnd    folglich    mit   Beziehung    der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

0^  =  ±a:,  coSilOAi  =  ±cosa; 

also  immer 

OA .  cos^Oi^:=arcosa; 
folslich  nach  1)  in  völliger  Allgemeinheit : 

3)    AK^  =  q^^x^—2Qxcos  a. 
Ferner  ist«  wobei  die  Bedeutung  des  Symbols  (yz)  als  bekannt 


«)    Tome  troUiöme«    1613.    2.^).  Livraison.    Parif.   1845.  p.  137. 

13* 
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vorausgesetzt  wetden  kann,   mit  Beziehung  der  obern  und  ummr^ien 
Zeichen  auf  einander  entweder 

OB  =  ±2f>    OC-±z,  ^YOZ=(2fz). 
oder 

OB=±y,    0C  =  T2,  ^FOZ=  180<>— (3^2); 
d.  i.  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einande*  ^ 

OB.OC=±yz,  cosFOZ  =  i:COs(3^2); 
also  immer 

OB.OC.  cos  YOZ  =  yz  cos (yz) ; 
folglich  nach  2)  in  völliger  Allgemeinheit: 

4)    AK^  =1  y^  +  z^  +  2yz  cos  {yz). 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  ergiebt  sich   also   jetzt        4k 
völlig  allgemein  gültige  Gleichung: 

5)    Q^-\-x^ — 2qx  cos«  =  y^+z^-i-  2^icos  (yz). 

Vertauscht  man  nun  aber  in  dieser  Gleichung  die  Zeichen     ge- 
.  hörige  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden  ganz  allgencBeiB 
gültigen  Gleichungen: 

10^  +  x^ —  2qx  cos«  =  y2  _j_  -2  _j.  2yz  cos  (yz) , 
Q^  +  y^—'^Qy  cos  /5  =  2^  ^  ^2  ^  2zx  cos  (zx) , 
^2  +  2^ —  2^2  COS  y  =  a:^  +  2/2  +  '2xy  cos  (xy). 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich: 

7)    3^2 — 2^  (x  cos  a-{-y  cos  ß-\-z  cos  y) 
=  x'^-\-y'^-^z^-\-2xycoB(xy)-^2yz  cos(^2)+22:rcos(iar)» 

Denkt  man  sich  jetzt  in  der  Figur  von  den  Punkten  C  und 
auf  die  Linie  OK  Perpendikel  gefallt,  und  bezeichnet  deren 
punkte  durch  Cf  und  /)',  so  ist 

8)    OK  =  KD' + CD'  +  OC. 

Jenachdem  nun    OA-=i-\^x  oder   OA=z — :r  ist,   ist  offenba^^ 
^XOK=a  oder  ^XOK=180^^cc,  d.  h.  es  ist  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

0A  =  jiX9  cosA'OÄ=±cosa; 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

KD*  =  OA .  cos  XOK=:  x  cos  a. 

1 
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Denkt  man  sich  durch  CO  und  />//  zwei  auf  OK  8eiikreclit 
stehende  El>enen  i^elegt,  und  zwischen  denselben  von  C  aus  eine 
der  Kinie  OB  parallele  Linie  C7  //'  gezogen ,  so  xni  offenbar 
C^iy^=iOBf  und,  jenachdeni  Oii=-j-ti  oder  0/i  = — y  ist,  ist 
^/>'CZ>"=ZFOÄ'=:£j  oder  Z/>'r/>"  =  ZrOÄ=  180<>— (3, 
d.  h.  es  ist  mit  Bezieliung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

OB=±y,^  cos lyC'D"  =  cos  VOK  =  ±  cos (3; 

also  ist»    weil  das  Dreieck  Cl/Jy  offenbar    bei  D'  rechtwinklig 
bt,  in  völliger  Allgemeinheit 

C  Z)'  =  Oi? .  cos  VOK = y  cos  ß. 

Jenachdem  endlich  OC=:-f-:  oder  OC=  —  z  ist,  ist  offenbar 
^ZOK  =  y  oder  ^ZOK^V^—y,  d.  h.  es  ist  mit  Beziehung 
der  obern  and  untern  Zeichen  auf  einander 

OC  —  ±z,  cos  ZOÄ=  ± cos y; 

I 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

OC  =  OC.  cos  ZOK  =  z  cosy. 

FGhrt  man  nun  die  gefundenen  Ausdrücke  von  KD',  CD',  OC 
ia    die  Gleichung  8)  ein «    und  setzt  zugleich  OK  =  p »  so  erhält 
die  Gleichung 

9)    p  =  jr  cosa+y  cos  §-{-z  cosy. 

Diese  Gleichung  führt  aber  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
7)  auf  der  Stelle  zu  der  Gleichung 

10)     ^*  =  a:* + y*  +  2*+ ^Ixy  cos  {xy)  +  2yz  cos  (ys)  +  2zx  cos  {zx). 

Sind  jetzt  x,  y,  z  und  .r^,  yi,  Zi  die  Coordinaten  zweier  be- 
liebigen Punkte  im  Räume,  deren  Entfernung  von  einander  durch 
E  bezeichnet  werden  mag,  so  lege  man  durch  den  ersten  dieser 
beiden  Punkte  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles 
-^Koordinatensystem,  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zweiten  der 
beiden  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  dieses  neue  System  durch 
j^y  ^,  z  ;  so  ist  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten 

Xi  =x+x,  y^=zy-]ry\  z^  =242'; 

also 

X*  =  X^—X,   y'zziyi'-y,    z'rrrzi  — :. 

Nun  ist  aber  nach  10)  offenbar 

£«  =  ^«  +y*  +  2'*  +  2a:y  cos  (xy)  +  2y'z'  cos  (yz)  +  :1z' x'  cos  (zx) , 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


198 

+  2  (:ri— .r)  (yi--y)  cos  (^//) 
+  2  (yi—y)  (ii~s)  cos  (2^1) 

+  2  (zj — 2)  (.rj — x)  cos  (za:) 
oder 

12)    ^  =  (a;-a;,)*  +  (3(--yi)»  +  (i-ti)^ 

+  2  (o:— a?i)  (y-^i)  cos  (;ry) 

+  '^  (y—yi)  (2—2:1)  cos  (^z) 

+  2  (2 — Zj  )  (x — x{)  cos  (za:) .  ^ 

Führt  man  den  Ausdruck  von  q^  aus  10)  ip  eine  jede  der  dn 
Gleichungen  6)  ein^  so  erhält  man  nach  einigen  leiciiteo  Redv 
tionen  die  drei  folgenden  Gleichungen:  .1 


14) 


Q  COS  a  =  X  +y  cos  (xy)  +  2  cos  (zx) ,  \ 

13)      ]  Q  cos  /3  =  y  +  z  COS  (yz)  +  o;  cos  (a:^) , 
^cosy  =  z  +  o;  cos  (so:)  +ycos(yz); 

und  wenn  man  nun  aifs  diesen  drei  Gleichungen  auf  dem  Weg 

gewohnlicher   algebraischer  Elimination  x,  y,  z  bestimmt;   so  ei 
alt  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

K  =  cos  a  sin  *  (yz)^ —  cos  ß  { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (20?) } 

—  cos  y  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  co8(yz)  | , 

L  =  cos  ß  sin  ^(zx)  —  cos  y  { cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (ay)  J 

— cos  a  \  cos  (xy)  — cos  (yz)  cos  (zx)  ] , 

M  =  cos  y  sin  ^ (xy)  —  cos  cc \  cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos(yz) } 

—  cos  ß  { cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy) \ 

und 

15)  iV  =  1  —  cos  ^j:^y)— cos  %z)— cos2(z j?) +2cos(a:y)  cosCyz)  coa(&l 

gesetzt  wird: 

itK\  K  _  L  M 

16)    •^  =  2v^^'   ^       N^'    ^"^N^' 

Es  ist  auch^  wie  man  leicht  findet: 

17)  N  =:  sin  ^(yz)  sin  ^(za:)  —  [  cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (tx)  J* 
=  sin  ^zx)  sin  *(^y) — { cos  (yz)  —  cos  (zx)  coa(ay)  )• 
=  sin  H^)  sin  ^(yz)  —  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz)  j*. 

Zerlegt  man  aber  jede   dieser  Differenzen    zweier   QmidMli 
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auf  bekannte  Weise  io  Factoren,  so  erhält  man  mit  Hülle  einiger 
bekannten  goniometrischen  Formeln  auch: 

18)       N  =  4sinil(jy)  +  (y2)+(2;i:)|sinJtCy:)  +  (-^)-(.T//)! 
X sin  i  t  (opy)  +  (:.ir)— (yz) !  sin  1 !  (0^*/)+  (yi)  -  (s.r)  j. 


m. 

"Wir  wollen  uns  nun  zwei  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
I    Ausgehende  gerade  Linien  denken^  und  den  von  denselben  eiuge- 
"    «chlossenen,    180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  0,   die  von 
^    diesen  Linien  mit  den  positiven  Theiien  der  drei  Coordinatenaxen 
eingeschlossenen ,  ebentalls  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  aber 
^    dorch  a^ß^y  und  a«,  ßi,  /^  bezeichnen.    In  jeder  dieser  beiden 
'    liinieo  nenmen  wir  emen  beliebigen  Punkt  an ,  und  bezeichnen  die 
EntfemuRgen  dieser  beiden  Punkte  von  dem  Anfange  der  Coordi- 
naten   durch   p^und  <^| ,    ihre  Entfernung  von  einander  aber  durch 
£7;  so  ist  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

19)      £2  =  p2  +  ^1«  —  IqQx  cos  0. 

Bezeichnen   wir  aber  die  Coordinaten  der  beiden  in  l^ede  stehen« 
den  Punkte  durch  Xy  y,  z  und  j'i,  yi,  Zi\  so  ist  nach  10)  und  12) 

^  =a?*+y*+z*+2a;ycos(a;^)  +  2y2Cos(3(2)  +  2za:cos(za:), 
Pi*=  ^iH»iH2:iH2a?iyi  cos(:iy)+2yi2i  cos  0/2)+2ri.r,  po^(zx) 

and 

£«  =  (X^X{)'^  +  (y-yi)2  +  2-Zi)2 

+  2  (X'-Xi)  (y—yi)  cos  (xy) 
+  2  (y-tfi)  (2— Ji)  cos  (yz) 
+  2  (r — ti)  (X'^Xi)  cos  (ix) ; 

also  nach  19): 

(*-^i)*  +  (y-yi)H(2-ii)^ 

+  2  (x-xi)  (y—yi)  cos  (xy) 
f  2  (y—yi)  (r— ri)  cos  (^yz) 
+  2  (r — jj)  (a: — Xi)  cos  (zo:) 

=  ^*  +  S*  +  2*  +  2a?y  cos  (o:^)  ^-  2y2  cos  (yi) + 2tar  cos  {zx) 
+  J^iHViHnH'^iyi  C08(xy)+2yiZi  cos(yz) ^'Iz^x^  cos(ra') 

oder,  wie  man  hieraus,   wenn  man   aufhebt,    was  sich  auflieben 
ISsst ,  leicht  findet : 
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20)      QQi  COS  &  =r  xxi  +yyi  +  zi^  +  {ayi+yx{)  cos(xy) 

+  (zwi  +  a:Z| )  cos  (r.r). 
Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

21)    P  =  sin  2(:ry) ,  Q  =  sin  %?) ,  Ä  =  sin  ^za:) 
und 

IPj  =  cos  {xy)  —  cos  (yi)  cos  (zx) , 
Qi  =  cos  (yz)  — cos(za:)  cosK^ry), 
Ri  ^  cos .(2:^)  —  co8(wy)  cos  (yz); 

so  ist  nach  16) 

/  Qcosa — fi  cos/3 — Äi  cosy 

^ ^ Q> 

R  cosß'-^Qi  cosy — fi  cos« 

y ^  Q, 

PCOBV  —  Äi  COS«-— QiCOSjS 

Z ^ Q 


und 


__  Q  cos  «1  —  Pi  COS  ßi  —  Ri  cos  Yi 
R  cos  ßi  —  Qi  cos  yi  —  fi  cos  «1 

,.  _.,  Pcos yi »—  /?!  cos ai  *—  Qi  cos ßi 

H -^ Qi 

Also  ist  nach  20): 

2^      NN  cos  B  = 
(Q  cos  a — /\  cos  ß — Ri  cos  y)  (Q  cos «i —  Pi  cos  ft —  Jl^  cos 7^ 
-{■{Rcosß —  Qi  cosy — P^  cos«)  (Äcos  jS^  —  Qi  cos'yi — /\  co8i% 
+(Pcosy  — /?!  cos« — Öl  cos/3)(Pcosyi — R^  cosa^ —  Oj  cos/^ 

(    (Qcosa — Pi cos/3 — jßiCosy)(/iLCOs/3i— Öicosyi— PxCosai)\ 
|+(Äcos/3— Qicosy— PiCOsa)(Qcosai--PiCOS/3i— Äicosyi)!        ^^ 

,    j    (ÄcosjS— Qicosy— PiCosa)(Pcosyi — Äicosofi— ÖiCos/5i))        ^ 
/+(Pcosy— /?iCosa— OiCos/3)(/?cos/3i— fiiCosyi--PiCosai))    ^^ 

r    (Pcosy— Äicosa— OxC<>s/3)(öcosai— PiCos/3i-^ÄiCosyi)l^'      , 
|+(Qcosa— Pj  cos/3— ÄiCosy)(Pcosyi—iRiCosai—OiCosjSi)5  ^^    ' 
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>r,  wie  man  nach  leichter  Entwickeluiig  findet: 

24)    NNcoBS  =  {QQ  +  PiPi+J^it^i 

— 2  QPi  cos  (xy)  I 

+  2  PiRi  cos  (yz) 

— 2/2x0  cos  (zar) 

+  \RR+QiQi+PiPi 

-2ÄP,cos(a:y)r     ^^^^^^.^^ 
— 2eiÄco8(yz) 
f2PiQiCos(w;) 

+  iPP+ÄiÄi  +  QiQi 

— 2PQiCos(ya;) 
— .2ÄiPcos(2;aj) 

^{QR+PiPi)cos(xy)  [  (eo8«cos/Si  +  cos/Scos«i) 
,   —  (PiQi— ÄÄi)cos(y2) 
— (ÄiPi— QOi)cos(za:) 

—  K(ß+P)ei-Äi^i) 

-(Piei-ÄÄi)cos(:r2^)  f  (eosjScosyi+cosycosA) 

—  (ÄP+Qiei)cos(yz) 

—  (QiÄi— ^A)cos(za:) 

-(ÄiPi-QQx)cos(^7)  f  (cosyco8«x+cosacosyi). 
^(QiRi—PPi)<^o6(yz) 

--{PQ+RiRi)  coa(za;) 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

25)      iV2Vcosö=   oleosa  cos«x 

+  i?  cos  j3  cos  jSx 

+  Ccosycosyx 
I ,  +  D  (cos  a  cos  ßi + cos  jS  cos  «x) 

+  JE  (cos  13  cos  Yi  +  cos  y  cos  ft) 
<  •  -|-F(cosy  cos«x+co8acosyx)» 

fH>  die  Bedeutung  von 

il,  Ä,  C,  Z),  £,  F 
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von  selbst  erhellen  wird;  so  ist,  wie  man  nach  einigen  leichten 
Reductionen  findet: 

A  =     iVsin%2), 

B  =      iVsin  ^(zx) , 

C=      Nsin^ixy), 

D  =  —  N{  cos  (a:y) — cos  (yz)  cos  (za:)  j , 

E  =  — N{  cos  (yz)  —  cos  (za)  cos  (xy) ! ,     ' 

F  =  —  N{  cos  (za:)  —  cos  {xy)  cos  (yz)  ] ; 

lind  nach  25)  erhält  man  also  für  iVcos  &,  wo  immer  N  seine  ans 
dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  hat,  den  folgenden  merkwürdi- 
gen Ausdruck: 

26)    N  cos  &  =     sin  ^(yz)  cos  «  cos  «^ 

+  sin  \za:)  cos  ß  cos  ft 
+  sin  %ry)  cos  y  cos  y^  * 

— t  cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (zx)  \  (cos  a  cos  |?x  +  c^s  j3  cos  «i) 
— { cos  (yz) — cos  (zx)  cos  (xy)  ]  (cos  ß  cos  yi  +  cos  y  cos  ft ) 
—  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz)  ]  (cos  y  cos  aj  +  cos  a  cos  yi). 

Für  rechtwinklige  Coordinaten  ist 

(xy)  =  (yz)  =  (zx)  =  90^, 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  N=  1 ,  und  folglich  nach  26) : 

27)    cos  &  =  cos  cc  cos  cfi  +  cos  ß  cos  /?x  +  cos  y  cos  yi , 

weiches  die  bekannte  Formel  ist,  deren  schon  oben  in  der  Ein- 
leitung Erwähnung  gethan  worden  ist. 

IV. 

Zu  dem  im  Vorhergehenden  betrachteten  Coordinatensysteme 
der  xyz  wollen  wir  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  der  x'y'z' 
mit  demselben  Anfangspunkte  fugen,  dessen  Axen  auf  den  Coor- 
dinatenebenen  des  ersten  Systems,  nämlich  die  Axe  der 

o;',  y\  2' 

V 

respective  auf  der  Ebene  der 

yz,  zxy  xy, 

senkrecht  stehen,  und  wollen  die  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  von  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  aus- 
gehenden beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  AjLen  der 
x*,  y'y  z'  einschliessen,  durch  a^  />,  y  und  o'i,  |^i,  y'i  bezeichnen. 
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Dies  vorausgesetzt,  Ist  offenbar  nach  26) : 

iV  cos  a'i  =:  sin  •(yz)  cos  (xx*)  cos  «i 
+  sin  \tx)  cos  (yx')  cos  ft 
+  sin  \xy)  cos  (m/)  cos  yi 

— ( cos  (xy) — cos  (yr)  cos  {zx)  }  ( cos(a:j?')  cos  ßi +cos(ya:')  cos  «i)  I 
— { cos  (ys)  —  cos  {zx)  cos  (ory)  1 1  cos  (yx')  cos  y^  +  cos(za:')  cos  ft  )  | 
— ( cos  {zx) — cos  {xy)  cos  (yi)  ]  [  cos  {zx')  cos  «i  +  cos  (ar*^)  cos  yj) ) , 

iV  cos  /Ti  =    sin  *(yz)  cos  {xy)  cos  0?^ 

+ sin  *(za:)  coh  {yy)  cosft 
+  sin *(a?y) cos (ly)  cos yi 

I 

— { cos  {xy) — cos  {yz)  cos  {zx) )  { cos  {x^)  cos  |Sx  +  cos  {y^)  cos  cfi  | 
— { cos  {yz) — cos  {zx)  cos  {xy)  ]  { cos  {yy)  cos  y^  +  cos  {zy)  cos  /Sj  | 
— { cos  {zx) — cos  {xy)  cos  {yz)  j  1  cos  {zy)  cos  «i  +  cos  {xy)  cos  /| } , 

iV"  cos  7^1  =    sin  ^{yz)  cos  (:ry ')  cos  «i 
+  sin *(za?)  cos  {yz)  cos ft 
+ sin  \xy)  cos  (22')  trosyi 

—  { cos  {xy) — cos  (yz)  cos  {zx)  |  { cos  {xz')  cos  /?i  +  cos  (yz)  cos  «1 ) 

—  { cos  {yz)  —  cos  {zx)  cos  {xy)  ]  { cos  {yz')  cos  yi  +  cos  (22')  cos  ßi  ] 

—  { cos  {zx) — cos  {xy)  cos  {yz)  ]  { cos  (22')  cos  «i  +  cos  {xz)  cos  y^ }. 

Nach  der  Voraussetzung  sind  aber  die  Winkel 

{yx'),  {zx');  {zy'),  {xy');   {xz'),  {yz') 

sfimmtlich  rechte  Winkel,  und  die  drei  obigen  GleichuDgen  nehmen 
^   daher  die  folgende  Gestalt  an: 

cos  {xx') 
=  sin  *(yz)  cos  a^  —  { cos  {xy)  —  cos  {yz)  cos  {zx)  ]  cos  ßi 

—  { cos  {zx)  —  cos  {xy)  cos  {yz)  ]  cos  yi , 


N 


cos  ß'i 


cos  (yy') 
=  sin  *(z^)  cos  (Sx  —  I  cos  (a:y) — cos  (yz)  cos  (2a:) )  cos  a^ 

—  ( cos  (yz)  —  cos  {zx)  cos  (xy)  ]  cosy^ , 

jy  cos/i 
cos  (22') 

.  ^in  *(a?y)  cos  yi  —  { cos  (yz)  —  cos  {zx)  cos  {xy) )  cos  ft 

—  tce8(2^)-— cos(jpy)oos(3fz))co8ai. 


204 

Weil  nun  nach  26) 

]S  C0&& 
=         cos  a  { sin  ^z)  cos  «j  —  (cos  (x^) — cos  (yx)  cos  (zai))  cos  ßi ) 

—  (cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz))  cos  y^ ' 

+  cos  /?  { sin  *(2 j:)  cos  ft  —  (cos  (»y) — cos  (^;;)  cos  (zo:))  cos  cti  | 

—  (cos  (yz)  —cos  (za:)  cos  (ar^))  cos  y^^ 

+  cos  y  I  sin  %xy)  cos  yj  —  (cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy))  cos  /?jl 

—  (cos  (zx)  —  cos  (jcy)  cos  (yz))  cos  aj 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

rtov  ^      cosacoscf'i  ,  cosöcosß'i    ,  cosycosy* 

28)     cos 6  = 7 — j^+ — — .    ^r     + f-^    ' 

cos{xx)  <^os  (yy)  cos  (zz) 

Bezeichnet  man  die  beiden  Linien  durch  q  und  q,  so  kann 
man  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

29)      cos(^9') 

cos  (qx)  cos  (qx')   ■  cos  (gy)  cos  (g'y)  .   cos  (pi)  cos(^V) 

cos  (xx)  cos  (yy^        cos  (zz) 

Weil  nach  bekannten  stereometrischen  Sätzen  auch  dieAxendflt 

f 

^,  y,  2 

respective  auf  den  Ebenen  der 

yz,  zx\  xy 

senkrecht  stehen ,  so  kann  man  in  der  vorhergehenden  Gleichiuq; 
die  gleichnamigen  Axen  der  beiden  Systeme  mit  einander  verwecfa- 
seloy  wodurch  man  die  Gleichung 

30)    cos  {q^ 

_  co6(ejr0cos(pj)  ,  cos(gyOcos(gy)      cos(p;0  cosCg'z) 
eos(j:j:')  cos(jfjf')  cos(z2^ 

erhäh.  ,'-,'1 

Ist  das  Svstem  der  x}fZy  und  also  naturlieh  auch  das  ^  iriitcirti 
der  jr'y:'  rechtwinklig»   so  kann  man  offenbar  immer  annenmeiSl 
dass  oie  positiven  Tneile  der  Axen  der  x\  y,  z    respective  wA] 
deo  positiven  Theileo  der  Axen  der  x«  ^f,  :   zusammenlaUeOy  aitj 
es  ist  daoD  ^^ 

(«•)  =  (MrO  =  (=')  =  0 

od 

(pV)  =  (e'jr) .  (e'f')  =  (e'f ) .  (*  O  =  «.'s) ; 


20.'> 

also  nach  29): 

31)    cos  (qq) 
=:  cos  (gar)  cos  (Qa)  +  cos  (gy)  cos  (Q\y)  +  cos  (qx)  cos  (qz)  , 

welches  wieder  die  Gleichung  27)  ist. 

Id  deo  Gleichungen  29)  und  30)  ist  der  in  der  Einleitung  er- 
wähnte, von  Cauchy  a.  a.  O«  auf  eine  ganz  andere  Art  bewiesene 
Satz  enthalten.  Unser  Hauptzweck  bei  der  vorliegenden  Abhandlung 
war  aber,  wie  schon  erinnert  worden  ist,  die  Kntwickelung  der 
allgemeinen  Gleichung  20),  von  welcher  die  bekannte  Gleichung 
^)  ein  besonderer  Fall  ist. 


Heber  die  Schwininunsren  eines  kleinen 
KiSrpers,  der  an  einem  elastisclienKör- 

per  befestigt  ist. 

V^on  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Ijehrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  höheren  Rärgenchale  co 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  Abhandlung  Nro.  XXVI.  im  7ten  Jknde  des  Archivs  eriu- 
nerte  mich  an  eine  frühere  Arbeit,  die  ich  hier  vorlegen  will. 
Sie  behandelt  die  Bewegung  eines  kleinen  Körpers,  der  z.  ß.  am 
einen  Ende  eines  elastischen  Schraubendrahtes  befestigt  ist.  Wird 
ein  solcher  Draht  ausgedehnt  oder  zusannuengedriickt ,  so  geräth 
der  daran  befestigte  Körper  in  eine  hin  -  und  hergehende  Bewe- 
cang  um  den  Punkt  Heiner  Ruhe  herum.  Diese  Bewegung  ist  her- 
vorgebracht durch  die  Kraft  der  Elastizität,  von  der  man  hier  an- 
nimmt ,  sie  wirke  wie  eine  von  dem  Punkte,  in  welchem  das  Ende 
des  freien  Drahtes  für  den  Fall  der  Ruhe  ist,  ausgehende  und  im 
Verbältoiss  der  Entfernung  wirkende  anziehende'  Kraft.  Unter 
■diesen  Voraussetzungen  werden  folgende  Aufgaben  leicht  verstan- 
den werden.  Es  wird  natfiriich  dabei  vorausgesetzt,  dass  das 
andere   Ende  des  Drahtes  festgemacht  sei ;  der  feste  Punkt  aber. 
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von  dem  im  Folgenden  die  Rede  ist,  ist  der  Punkt,  in  welchem 
das  freie  Ende  des  Drahtes  sich  befindet ,  wenn  der  Draht  unbe- 
lastet in  Ruhe  ist. 


§.  1. 

Ein  Körper 9  dessen  Gewicht  (in  Kilog.)  p  sei,    ist  einer  in  ; 

direkten  Vernältniss  der  Entfernung  wirkenden  Kraft  unterworfen,  j 

die  von  einem  festen  Punkte  ausgeht;  weiches  ist  seine  Bewegung ?  ! 

Sei  in  untenstehender  Figur  1 


A 


Q 


B 


A  der  feste  Punkt,  B  der  Ausgangspunkt  des  Körpers  ^    Q  seine| 
Stelle  am  Ende  der  Zeit  t,  und  AQ=Xy  so  hat  man  offenbar: 


=  —25^ 
P 


.s 


wenn  g  die  bekannte  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  e  eine 
konstante  Grösse  ist ,  die  von  der  Beschaffenheit  des  Drahtes  ab* 
hängt.    Hieraus  folgt  zunächst : 


W  dt 


^  1/  ^    da:  "Inear    dx 

It  -rr^  •  -rcz  =  —  — ^^ •  ir-* 


\i\ 


(i)'=-«?^+c="- 


Ist  nun  AB=a^   so  ist  r  (die  Geschwindigkeit)  fiur   a:=s« 


Null,  also 


t 


Aus  (1)  folgt 


(1) 


ex 


V«*-x* 


arc(sin  =  — )• 


Da.  Ar  x=s«.  t=0,  so  ist 

worin  ti  eine  beetfanmle  ttnie  Znhl  ist. 


(2) 


i 

L 
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Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  sohliesst  man  leicht : 

Der  Körper  bewegt  »ich  von  B  bis  C,  wenn  AC=zAB,  von 
B  bis  A  mit  zunehmender,  von  C  bi«  /l  mit  abnehmender  Gre- 
schwindigkeit ;  in  B  und  C  \^i  seine  Geschwindigkeit  Null;  von 
f7  bis  fi  geht  der  Körper  umgekehrt  so ,  wie  von  B  bis  C  u.  s.  f. 

Die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  der  Körper,  nachdem  er  von 
JB  ausgegangen ,  das  erste  Mal  wieder  dorthin  zurückkommt,  ist 

SavV  £;  die  Zeit,  die  er  braucht  von  B  bis  C,  ist  die  Hälfte 


\A£ ;  di 


.r, 


davon.     (Von  C  bis  B  ist  arc(^in=-)  negativ.) 


a 


In  der  Formel  (2)  ist  fiir  die    erste  Bewegung   von    B  bis 
;    wieder  nach  By  n  =  l;  lur  die  zweite  Bewegung  von  ^  bis  wieder 
nach  J?,  9t =2  u.  s.  f. 

Die  Stelle,    welche  der  Körper  am  Ende  einer    bestimmten 
Zeit  T  einnimmt,  iindet  sich  folgendermassen. 


F 


demnach 


Sei  T  =  '2n7ty  V  +^,  worin  Q<2ny^,  so  ist 

rwikfeq      4w4-l  /  .       ar. 

T\  -^  —  — V  -  7c  =  —  arc  (sm  =  -) , 
T    p  2  a'\ 

.r;=:acos(^Y  -^). 

Ffir  7^=0  ist  p  =  0,  also  xz=,a\ 

Dir  3r=»Y  -^  ist  ^  — ttV  '-,  also  a:  =  — a  u.  s,  f. 


(3) 


Die  Gleichungen    (1),  (2),  (3)  bestimmen  die  Kenegung  voll 
«tSndig. 


§.  2. 

Die  Verhältnisse  seien  'wie  im  vorigen  Paragraphen,  nur 
nehmen  wir  den  Körper  auch  noch  als  den  Wirkungen  der  Schwer- 
kraft unterworfen  an.  Es  sei  x  vom  Anziehungsmittelpunkte  aus 
aacb  unten  gerechnet  und  die  urspriingliche  Entfernung  von  dem- 
■elben  wieder  a  (indem  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Schwingungen 
senkrecht  auf  und  nieder  geschehen). 


Ffir  diesen  Fall  ist 


^=J(p--)' 
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woraus  w\e  oben 

p 
Da,  für  x^siüs  t=^Oy  so  ist 

Setzt  man  also  2p — aez::he,  so  ist 


(gy=.^(6-.)(._«). 

'    P       V  (6-x)(j:-a) 
rV'f=-2arc(^=Vrg)  +  e, 

uml  da,  für  xzsa,  t=0  ist,  so  folgt  daraus:  , 

f^??=C2ii+l)»-2arc(tg  =  y^=£).        (2> 

aus  welcher  Formel  man  jr  durch  f  ausdrucken  kann. 

Vor  Allem  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  wenn  f =0  II 
s-^a  sein  soll,  der  Pimkt,  in  welchem  der  Korper  im  Anfang  m 
«oll,  tiefer  sein  muss,  als  der,  in  welchem  die  Anziehui^gsloil 
und  die  Schwere  gleicli  stark  wirken,  (ur  den  also  ejc=p,  o4| 

j^=£^  ist,  d«  h.  «S^;  Im  andern  Falle  ^nse  der  KSrper 

e  c 

K«r8ck>  sondern  er  nilrJe  sich  Euerst  noch  weiter  Tom  Antknl     ^ 
mittelpwikte  entferne«.  7i 

Die  Geschwindi^eit  ist  Null  für  j-  =  o  und  für  jr=  6  =^  4 
IVer  Kori^er  schwingt  also  in  dem  Räume  Ton  xscc  Ins  x=sS— ^ 


.'  M 


hin  und  her:  ist  demnach  äv-   •   ^  eireiAt  er  nie  dea 

c 


hungsmimipunkt.  Oie  Zeit»  w^cbe  dea-  Kcirper  hnaidrt,  «k  «d 
a-tzin  bis  ;r=5!— #  a»  frühen,  findet  sich  sr  1/  —  »  «■*  * 
w*e)ohe  er  braucht ,  um  auf  seine  ursprumrTiche  Stelle  uuldini 
e(4i€^:    i^irV    r  ,  cana  wie  in  §.  1.  l>er  Punkt,  in  weldwoi  dta 
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Kdrper  die   grGsste  Geschwindigkeit  hat»  eotspricht  ar=^  ;    die 
Zeit»  welche  er  braucht«  um  von  x=:a  bis  x=^    zu     gelangen, 

.ist   ^  V  -^  f  ^^^^  T  ^^'  ganzen  Schwingungsdauer;  zugleich  liegt 

dieser  Paolct  in  der  Mitte  zwischen  den  äussersten  Punkten.    Die 
/  Bewegung  ist  übrigens  fthnlich  wie  in  §.  1. 

[ 

§.  3. 

Sei  Alles    wie  in  §.  2.,  nur  befinde  sich  der  KOrper  im  An- 

faiure  über  dem  Punkte  xz=i^,  sei  also  a<^,  so  findet  man  die 
^^  e  e 

gleichen  Resultate  in  Bezug   auf  die  Schwingungsdauer;  die  Be- 

wegaog  ist  ebenfalls  die  nämliche ,  ihre  äusssersten  Gränzen  sind 

f  =z^  und  j:=-^  —  a,  wie  oben,  so  dass  §.  2.  allgemein  gilt. 

Setzt  man  a  negativ,  so  deutet  diess  an,  dass  der  Korper  an» 
fSnglicb  über  dem  Anziehungspunkte  gewesen;  die  Schwingun«;»- 
dauer  ist  die  gleiche,  wie  so  eben;  der  Korper  oszillirt  zwischen 

x^ — a  uüd-cc=z-L -t-a;   seine   grösste  Geschwindigkeit  hat    er 
am  oänilichen  Punkte,  wie  so  eben  u.  s.  f. 


§.   4. 

Sei  ein  Körper,  dessen  Gewicht  p  sein  soll,  der  Wirkung 
iavFeler  anziehenden  Mittelpunkte  unterworfen,  welche  auf  die  an- 
Mfahrte  Art  wirken;  hcissen  C  und  C  die  Mittelpunkte,  ist  a 
IDT«  Entfernung  und  werden  die  Abszissen  x  gezählt  von  C  gegen 
CT,  Imt  der  Korper  ferner  im  Anfange  der  Bewegung  auf  der  gera* 
den  Linie»  welche  die  beiden  Anzieh ungsmittelpuukte  verbindet, 
•o'  hat  man: 

wobei  /  'Utid  e  den  beiden  Mittelpunkten  entsprechen,  und  x  kleiner 
«le  a  Torausgesetzt  ist.    Hieraus 

P  ' 

iDd  trenn  fllr  «=A«a),  «=0: 
TheU  Vin.  U 


fio 


r«  =  2  [2ae'(x—k)—  (e+e")  (,a*—kf)]  (1) 

P 

=  ^  (2  ae-^ie+e)  k'-(e+e')x)(:v—k). 
P 

Setzt  man  also 

2ae—(e+€)  k  —  m(e+e) , 
HO  ist 


©'=^,'^  <—"'-*>. 


woruius,  wie  obeo: 


t  ^3(<±Ü  =  ciB+l)  «_2arc(tg=:y'^^. 


(2) 


Also  ist  die  Dauer  einer  Oszillation  (hin  und  her)  =29r%/  — £ 


2ae' 


der  Körper  oszillirt  zwischen  x=k  und  d:  =  jii=^^^,  —  it;    er  U 

seine  grosste  (Geschwindigkeit  in  x  = ^ ,  welcher  Punkt  io  jU| 

Mitte  liegt,  und  in  welchem  beide  Mittelpunkte  gleich  stark  «räln«i 
Setzt  mau  X*=0,  e=ze,  so  geht  der  Korper  von  eioem  Mittek 

punkte  tum  andern  in  der  Zeit  n  V  ^-^ . 


§•   5. 

Ein  Kor)ver  vom  l^wichte  p  sei  den  Wirkunseo  zweier  miA, 
recht  über  eiusinder  liegenden  Anziehungsmittelpunkte  unterworf«| 
deren  Kräfte  von  der  mehrfach  betrachteteo  Art  sind ;  er  belu 
sich  «mlSuglich  zwischen  beiden  auf  der  Linie,  welche  diese! 
verbindet.    Sei  C  der  untere«  O  der  obere  Mittelpunkt  der  A 
huiig«  die  .r  seien  von  C  aus  ge^een  C  geredwet,  a  die  Linie 
k  habe  die  Be«leutui^  de$  §•  3«  >  wie"  t  imd  e,  endUcfa   ee 
K^ftr)^^r  den  Wirkun^^tNi  der  Schivere  unterworfee.     Hier  hat 

?*jr        r\e— jr1i — tJt      ,v  •     •        ,—  ,   x  v 

K^ier.  ue««  »ur  AbkiErAUi^  t"m — /i=^m.  t-^-r^^r  gesetzt  wird; 
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p«  =  2.  (2iii(j:-  it)— r(:»^— ä«))  =  ^-  (2m— r(ar+>5:))( jr— A:)   (1) 
P  P 

=  (ifn—rk—rx)  (x—k)  ^. 

P 

Setzt  man  ^m-^rk^rb,  ao  ist 

<y^a:  =  (2„+l)«-2.arc(tg  =  y^.  (2) 

Hieraus  folgt«    dass  die  canze  Oszillationsdauer  ==2n\j  ^- 

r    n  ^ 

^'2»  4/  ftf\»  ^^^^  gerade  wie  in  §.  3.  ist;  diese  ist  daher  die 
aSmlicbe»  ob  man  die  Schwere  berücksichtigt  oder  nicht.  Der 
KOrper  schwingt  zwischen  den  Punkten  x=k  und  x=b=z k 


= -j--T^ — ^;  seine  grösste  Geschwindigheit  hat  er  im  Punkte 

X  =  — =  '  77    y  <^®r  in  der  Mitte  liegt. 

Wir  schliessen  demnach  aus  dem  Obigen »  dass  die  Oszilla- 
tionsdaner  durchaus  die  nämliche  ist«  ob  man  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  beachtet  oder  nicht;  es  hat  dieselbe  bloss  Eihfluss 
aaf  die  Amplitude  der  Schwingung. 


14* 
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Velbnngrsaufgralben  fttr  Schttler 


'':l 


Wenn  A  ^^^   Flächeninhalt   eines  Dreiecks  ABC  bezeichi 
und  A',  B',  C  beliebige  Punkte  in  den  Seiten  i?C,  CA,  AB  i 
deren  Verlängerungen  sind^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  A'l 
aber  durch  ^'  bezeichnet  wird,  so  ist  jederzeit  i^. 


AB.  BC.  CA 


A_  

is^^~  AR.  BC.  CÄ  +  AC.B4\CB'' 

Wie  lässt  sich  dieser  Satz  beweisen  und  auf  sphärische  Dtd^i 
ecke  erweitern? 


(The  Mathematician.  March.  1846.)    Thomas  Cotterill. 


ftii 


Wenn   die  durch  den  Punkt  M  eines  Kegelschnitts  gezogeM^ 
Berührende  die   Hauptaxe  AB  desselben    in   N  schneidet,    undi 
das  in  N  auf  die  Hauptaxe  errichtete  Perpendikel  von  den  nS 
genfalls   gehurig  verlängerten    Sehnen    AN  und  BN  in  D  und 
geschnitten  wirä»  so  ist  immer  DN=::EN. 

(The  Mathematician.  March.   1846.)   J.  W.  Eliiott. 


Es  sei  ABCD  ein  Parallelogramm ,  dessen  Diagonalen- ilCj 
und  BD  sich  in  O  schneiden.  Durch  den  Punkt  O  ziehe 
die  Linien  EF  und  GH  den  Seiten  ABy  CD  und  AD,  BC 
Parallelogramms  ABCD '  parallel.  Nimmt  man  dann  in  EF  eil 
heliebigen  Punkt  E^  an ,  zieht  die  Linien  AE  und  DE, 
die  Linie  GH  iu  C  und  H  schneiden,  und  hierauf  die  Linj 
BC  und  CH\  so  gehen  diese  beiden  Linien  durch  denselbea 
Punkt  r  der  Linie  EF,  und  das  Viereck  EFGH'  ist  ein  P^ 
rallelogramm. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)    Fenwick. 


Einen  Bogen  eines  gegebenen  Kreises  so  zu  bestimmen, 
der  Unterschied  zwischen  seiner  Sehne  und  der  Sehne  ' 
Hälfte  ein  Maximum  ist. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)    Matthew  Collins. 


I 
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'   Von    dem   Herrn  Oberlehrer    Seydewitz  am  Gymnasium 

zu  Heiligenstailt. 

1.  BerQbren  drei  Seiten  ABy  BC,  CD  eines  einem  Kreise 
eiDgeschriebeoen  Vierecks  ABCÜ  einen  zweiten,  mit  dem  ersteren 
coDcentrischen  Kreis,  und  verbindet  man  eine  der  beiden  Ecken 

i  B,  Cf  wo  diese  drei  Seiten  paarweise  zusammenstossen ,  z.  I).  C, 
mit  dem  Berflhrungspunkte  der  dritten  Seite  AB  durch  eine  Ge- 

*  nde»  so  wird  letztere  von  der  Geraden,  welche  den  ersten  Kreis 
in  der  anderen  Ecke  B  berührt,  und  von  der  vierten  Seite  des 
Vierecks  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten. 

2.  Liegen  drei  Ecken  A,  B,  C  eines  einem  Kreise  umschrie- 
benen Vierecks  ABCD  auf  dem  Umfange  eines  mit  ^  demselbeo 
concentrischen  Kreises«  so  schneidet  eine  jede  der  beiden  Seiten 
JkB,  BC,  welche  zwei  dieser  Ecken  verbinden,  z.  B  AB,  die 
Gerade«  welche  den  .zweiten  Kreis  in  der  dritten  Ecke  C  berührt. 
In  einem  Punkte,  welcher  mit  dem  Berührungspunkte  der  anderen 
Seite  BC  und  mit  der  vierten  Ecke  des  Vierecks  in  einer  und 
dersellien  geraden  Linie  liegt. 

3*  Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  dergestalt  um  ein  Qua- 
drat, dass  seine  Schenkel  fortwährend  zwei  benachbarte  Ecken  des 
letzteren  berühren,  so  dreht  sich  die  Halbirungsünie  desselben 
um  den  Mittelpunkt  des  Quadrats. 


Von   dem  Herrn  Dr.  J.  Dienger,  Lehrer  an  der  höheren 
Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

h 
Man  liat  für  jedes  ganze,  positive  m  und  r: 

(«ffl).l>2.3..,(r-2)rt  ■  m+r  ,.  (m+r)(m+r-l)  , 
lm+^ (m+ä) . . . (m+T)  L   "^  r-2  "»"      (r-2)(i-^)    +•••• 

,  (w+r)Cm+r— l)...(m+3n       , 1.2,..(t^l) 

••'•■^        (i^2)(r-3)...l        J  (m+2)(m+3)...( 


[m+r) 


U. 


wenn  p  eine  ganze ,  positive  Zahl  ist. 


m. 

.      2.i.6...2p     .,        _1 2H4  _J_      J_  i2p+l)2p 

^      '  1.3.5...(p+l)  2p+l         1    >-1^2^-3'      1.2 

/_i^n(2p+l)2p...(p-t-2) 
•••^    *^  1.2.3...P 

wenn  p  eme  ganze,  positive  Zahl  ist. 


IV. 

Setzt  man 


njn—l)  («— 2)...<w-»t-fl)  _ 
.2«..  m 


'fie  findet  ihan : 


Hm  =  -  Wm  -| T  (n — l)m-i  H ö  (w— 2)ro-^  +  . .  . 


« — m  n  n—\  w— 2 

»t — Wl-f-l 

was  auch  n  sei^  wenn  nur  meine  ganze ^  positive  Zabl  ist. 

V. 

,      2m     2m  (2wi-2)      2?n(2m— 2)(2m--4) 

S  "*"     1.3.5  1.3.5.7         "*■•" 

■  2m(2m>--2)...2_      1 
••  -3.5. 7...(2m+l)~  2^+1* 


wenn  m  eine  ganze »  positive  Zahl  ist. 


VI 

costf      cos  53  ,  cos  5 3  .     .  ^ 

=  j-^-log(2(l+cos2^)  -|sin*. 
sind      sin3d  ,  sinSJ  .    .  - 

xj~"är"*'"5ir""--  *"*"*• 


ßeide  Male 


1  ,      /l-fsin5\      ^        jt  ,  sin 3,      .-»,•  ,        ^_^^ 
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VII. 


coadj  1  cobUJ  ,  l.:tcos6tf  ,  1.3iSco«73  ,  .    ., 

1-2  ■*■  2    3.4    +  i4~5?)~ "•" IXÖ "TS ~  +  ' • ' •  '"  ""• 

>«ind  ,  1  siii3^  ,  1.3  sin5^  .     .  - 

=  log  [ VT+iifTS + Vii^]  -  V2ih75 Hin  rj  +  ^)  +  «i» ^. 

^-14-   1    4.1       ^   J.1-3      1   J- 


miscelle 


Beweis   des  Ptolcmäischeu  Lehrsatzes. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  llessel  zu  Marburg. 

Während  uns  der  Pythasoräische  Lehrsatz  sagt^  dass  bei 
iedein  Rectangel  abcd  (Taf.  IlL  Fig.  8.)  das  Product  der  beiden 
Diagonalen  gleich  sei  der  Summe  aus  den  Prodacten  der  gegen- 
überstehenden Seiten,  d.  h.  dass 

uc.bd  =  bc.ad  +  ba»cd 

sei  9  so  erweitert  der  Ptolemäiscbe  Lehrsatz  bekanntlich  diese  Be- 
hauptung und  spricht  ihre  Gültigkeit  ftlr  jedes  Viereck  im 
Kreise  aus 

Er  gehf^rt  daher  zu  den  interessantesten  Sätzen  der  Elemen- 
targeometrie. 

Eine  eigenthiimliche  Art  ihn  zu  beweisen  ist  folgende. 
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Bezeichnet  man   ein  Parallelogramm  und  ein  Dreieck  ^    wenn 
in  beiden  die  Seiten  x  und  ^  den  Winkel  v  einschliessen  >   durch 

Il[  y'\  und  durch  jf^J^j,  so  hat  man: 

1)     Viereck  abcd  =  ^  n  ("/ *^)  (Siehe  Taf.  lll.  Fig.  9.) 

Zieht  man  nun  de^ac  und  dann  ec  und  eb  und  ae,  so  ist 

2)    A  o/ZcQQ  Acea. 
mithin 

3)    Viereck  abcd  =  Viereck  aecb  s=:  ^  6c6+ A  bae. 

Zugleich  aber  ist: 

4)    ^ace  =  ^cad::^  d, 
mithin 

also  auch  5  da  abce  ein  Viereck  im  Kreise  ist, 

6)    Z6aß  =  180ö— 6ce=180O— m'  =  u, 
so  dass 


j 

V 


7,  A*«=^('^-)=^i7('2r). 

und 

8)  A6«.  =  ^(*--)=|n(*--). 

'Es  folgt  daher  aus  1),  3),  7)  und  8): 

folglich  9  da  die  Gültigkeit  eiser  solchen  Gleichheit  nicht  aii%9^ 
hoben  wird,  wenn  man  in  jedem  der  drei  Parallelogramme  statt 
des  Winkels  u  einen  und'  denselben  anderen  Winkel,  z.  B.  eii 
rechten  Winkel  ^9  setzt  und  die  Factoren  \  weglässt: 

d.  h. 
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11)    ac.bd  ^=bc.ce  +  ba.ae, 

oder,  weno  man  statt  ce  den  Werth  ad  und  statt  ae  den  Werth 
cd  sobstiluirt, 

12)    ac . bd  =:  bc .ad ^ ba . cd. 


Aufgabe. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Hcssel  zu  Marburg. 

Ein  gleichschenkelige8Dreieck^i?C(Taf.  III.  Fig.  10.), 
dessen  Schenkel  C^  und  CB  an  Länge  (constant  sind, 
ferändert  sich  so,  dass  sein  Winkel  ACß  wächst  und 
sein  Punkt  B  in  einem  Kreise  vom  Radius  CA=:CB 
fortschreitet,  während  der  Schenkel  CA  unbewep;t 
bleibt:  man  soll  die  Curve  zeichnen,  in  der  sein 
Schwerpunkt   ß  fortrückt. 

Auflösung.  Es  ist  Cß=^Cu,  oder,  wenn  Ca=rlCA  ist, 
€^=zCa  .  coakACB.  Es  ist  daher  die  Curve  aßßiß^C  ein  Kreis 
vom  GLadius  ma=mC=«aC=J^C  dessen  Mittelpunkt  m  in  CA 
liegt,  dass  Git=  i  CA  ist. 


1d  dem  Journale:  The  Mathematician.  March.  1846. 
p.  09.  hat  Herr  William  Kutherford  eine  Untersuchung 
Aber  die  acht  Kreise,  von  denen  die  drei  Kreise,  welche  sich 
Aber  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  als  Durchmessern  beschreiben 
lassen,  geliefert,  deren  Hauptresultate  ich  im  Folgenden  mit- 
theilen will,  weil  ich  glaube,  dass  das  Aufsuchen  der  Beweise 
Dir  dieselben  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  darbieten,  und 
▼ielleicht  auch  noch  zu  manchen  andern  interessanten  Resultaten 
füren  kann,  die  ich  gern  im  Archive  abdrucken  lassen  werde, 
wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  hat. 

Das  gegebene  Dreieck  sei  DEF  und  A,  B,  C  seien  die  Mit- 
Idpunkte  der  Seiten  EF,  FD,  DE.    Man  setze 

BC=ay  CA=b,  AB=c 

and  2s=:a't-b-i'C;  ferner  der  Kürze  wegen 

<i=«— a,  52  =  1 — 6,  *a='  — <?• 

Die  über  EF,  FD,  DE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
wollen  wir  respective  den  Kreis  a,  den  Kreis  b,  den  Kreis  e 
nennen. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  dem 
Kreise  a$  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen ,  Innen,  Innen 
Statt  findet,  sei  ^i-  • 


m 


Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen^  Aussen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  pg. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen^ 
Innen  Statt  findet,  sei  ^2* 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  qj. 

Der  'Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen, 
Innen  Statt  findet,  sei  ^3. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  6,  c  respectiye  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  ^, 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective«  eine  Berührung  von  Innen,  Innen» 
Aussen  Statt  findet,  sei  ^4. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Aussen- 
Innen  Statt  findet,  sei  g^ 

Die  Halbmesser  der  vier  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  h^ 
rührenden  Kreise  seien  r,  Vi,  Vz,  r^;  und  zwar  sei  r  der  Halbmesnct 
des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  ri  sei  der  Halbmesser i 
des  über  der  Seite  a=BC  ausserhalb  liegenden  Kreises;  r«  sei! 
der  Halbmesser  des  über  der  Seite  b  =  CA  ausserhalb  des  Drei-i 
ecks  liegenden  Kreises ;  r^  sei  der  Halbmesser  des  über  der  Seite] 
c  =  AB  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Kreises. 

Dies  vorausgesetzt  hat  man  die  folgenden  Formeln  : 


•2 

1       1       1 

r 

■  > 

$1         *2         *3 

2 

S          S2        h 

2 

2 

1        _ 
«3+9»  ^3         t  *|  «j 

«a+P«  »"a      s       s,      s. 


1 


Si+Qt 
1 


2       111 
-—-+-  +  -. 

Ti         S         «s         *» 

2       111 

r       s{     S2      *3 
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Setzt  man 


0  wird 


2«/=  —  r+ri  +ra  +  rj'. 


".=i+, 


Qi        s       2^(5 — il — r)' 


1-      i  + 


P4  *3  '^3(%+<^— »'s)' 

96  *3  *^*3  (*3— ^+»'3) ' 

1-^1   + 

:: —     T"T  41 


1^_  j_ r 

^8  s       2s(s+d+ry 

Hieraus  ergiebt  sich 

1        1         r  (         1  .  1 


I 


^(fi      pa       2*  (f-(rf  +  r)  ■   «^-(d  +  r)}• 
l    .    1  _  ri  i        1 


_  j.  _  =  Ji 

1    .    1  ^  r,  I        I         ^  1        I 

Ps      9«       2«a  («a+C«^— »"2)      «a— {d— Tj)'  ' 


1er 


1_  ,   i.  _         '•g »« 

es  "^  ?6  ~  «*-(<«+»•)*  —  («+rf+»-)  (s-</-r) ' 


Qi       Qi       ««-(d+r)*       is+d-{^)(i-d-r)' 


^ 


Bemerkt  man,  dass 


'     »"       Ti     Ta      r, 
,ist,  ao  erhält  man  hieraus  die  Relatioo 

1  1.1 


1        11,    1^1.1'    1.1 

$1       Ps       92       9?       9i        96       9*       9!» 


oder 


9i98    ^    929r    ^    9s96    ^    gaPs   ^ 
9%—9i        92+9r       99+96       ^4+^5' 

Endlich  findet  auch  noch  -  die  folgende  bemerkenswertbe  I 
lation  Statt:  ^ 

9%     9z      9a       9i      96     96      97     98 
oder 

^^^3^4  96       96       97       98 

Wenn  der  Winkel  bei  D  in  dem  gegebenen  Dreiedw  AJ 
ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist 


ft  = 

0, 

fc  = 

0. 

1  _ 

b 

rt 

9s 

2i>(«i+«-p^' 

1  _ 

*-s 

9« 

2%(ii+«-r,)' 

9»  - 

0, 

Q6  = 

0, 

1_ 

*l 

f           *■« 

9t 

■  2^  (*i— o+ri) 

1 

1 

s 

r 

9a 

2f  (,+a+r)  • 

Wenn  das  gegebene  Dreieck  DEF  gleichsrit%  utL,  «• 

^       •  2a  «    .4 


sli 


1  _  1  _  1  _  3VHI 
9i      9»       9i  2o     ' 

i  =  1  =  1  =.  ^^^ 

Q»       Q»       Qt  2a 

1__3— VS 
Alsa  ist  in  diesem  Falle 

'*~5TT^=  1(3-V3)a. 

»Igfich  ^-f^=2a=:  der  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  DEF. 

Ich  wiederhole,  dass  ich  einer  ausführlichen,  mit  muglicbster 
leganz  und  Allgeroeinheit  durchgeführten  Untersuchung  über 
esen  Gegenstand  gern  einen  Platz  in  dem  Archive  einräumen 
erde»  da  mir  die  bisherigen  Untersuchungen  noch  Manches  zu 
fioschen  übrig  zu  lassen  scheinen. 


Anzahl  der  Diagonalen  eines  Polyeders. 

'Die  Anzahl  der 

3ecke,  4ecke,  5ecke,  6ecke,  7ecke,  u.  s.  w  , 
eiche  ein  Polyeder  begränzen,  sei  respective 

«3,  »14,  Wj,  TIg,  W7,  u.   8.  w. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  aller  Seitenflächen  des  Poiye- 
irs  durch  F,  so  ist  natCirlicb 

f 

1)      F  =  7l3  +  W4+7l5  +  Wö  +  Wr+.     .. 

Die  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  ist 

Swa  +  4n4  +5w5  \-Gn^  +  Twy  + . . . . 

'Weil  nun  jede  Kante  des  Polyeders  zwei  Seitenflächen  als 
trite  angehurt,  so  ist  offenbar  die  doppelte  Anzahl  der  Kanten 
br  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  gleich,  d.  h.  wenn  K 
WB  Anzahl  der  Kanten  bezeichnet,  so  ist 

» 

2)    2iC=3iij+4w4+5n5+6we  +  fn7+.... 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  unsers  Polyeders,  welche  wir  durch 
f  bezeichnen  wollen  ,  ist  offenbar  gleich  der  Anzahl  aller  die  Ecken 
M  Polyeders  unter  einander  verbindenden  Linien,  weniger  der 
uabl  aller  Kanten  und  der  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seiten- 
päeo  des  Polyeders. 


Bezeichnet  £  die  Anzahl  der  Ecken,  so  ist  — ^^-^ — l  die  Ai 

zahl   aller  die  Ecken   des  Polyeders  unter  einander  verbindende 
geraden  Linien. 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seitenflächen  des  Polyedei 
ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Geometrie 

3.0      ,4.1       ,5.2      ,  6.3      ,  7.4       , 

Hiernach^  in  Verbindung  mit  2),  ist  also 

...     j^      E(E-l)      3.0         4.1         6.2         6.3 

3  4  5  6 

_  £(£--1)  _  i^j  3^^  ^2.4714+3.5 W5 +4.6»^ +  ....) 

oder»  weon  der  Kürze  wegen 

4)    .lf=:  1.3 «3 +2.4114+ 3.5 W5 +4.6 it6  +  .... 

gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  8  multiplicirt  wifc 

5)    8xV=2£(2£~2)— 4ür 

Nach  dem  Eulerschen  Satze  ist  aber 

£+F  =  A'+2, 
lolglich 

£  =  A— F+2,  2£  =  2A'— 2F+4. 

Weil  nun  nach  1)  und  2)  offenbar 

2A— 2F=iii+2ii4+3it5  +  4ne  +  ... 

ist,  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

6)    L  =  »,  +  iii4+3ii5+4»«  +  .... 
setxen, 

2£=f-+4,  i£— i  =  L+>. 

Alsi»  ist  nach  5) 

* 

r^      S.V:r.(fc  +  ä)^L+4>— IM. 

IKe«  lükrt  un«  i«  d*m  foiit^ndeii  Saiti»: 
Wi^iiM  di<^  A^t;jihl  df^r 

^Vtirk«.  I^H^^e,  5fM^k^«  tVM^il^.  Ttecke»  ...,  ■ 
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welche  ein  Polyeder  begräDzeo«  respective 

?IS,  1/4,   W5,  W^,  W7,  .... 

ist,  und  der  Kiirze  wegen 

L  =  W3  +  J«4+3w5+4we+7ii/+ 

M  =  1.3w3  +  2.4w4  f  3.5115  +  4,()7/g  ^  . . , . 

gesetzt,   die    Anzahl   der    Diagonalen  des  Polyeders 
alter  durch  iVbezcichnet  wird,  so  ist  jederzeit 

8iV=:(L+2)(L  +  4)— 4ilf. 

(Ü(*iii    Weacntiichen    nach    aus   einem    Auf«aUc   Av.h    Herrn    Henri 
I    B i D d e r    in  den    Kouvelloa   Annale«    de    Matboniatiquea   von 
Tcrqiicm  und  Geronn.    Di^cembre.  1845.  p.  (>5ü.  entlehnt.) 


Schon  Tbl.  Vll.  8.  107.  ist  bemerkt  worden,  dass  die  fran- 
xtisischeu  Kammern  eine  iSamnilung  und  Herausgabe  der  Schriften 
Fermat*8  beschlossen  haben«  In  dem  Journal  des  Savants« 
Septembre  18;)U.  Mai  1841.  Novembre  1845.  hat  Libri 
drei  Aufsätze  sur  la  vic  et  les  manuscrits  de  Fermat  ge- 
liefert. Aus  dem  neuesten  dieser  Aufsätze  theile  ich  den  Lesern 
des  Archivs  folgende  Fermat's  Leben  betreffende  Stelle  mit. 

NoD-seulement  les  ecrits  de  Fermat  ont  ete  pour  la  plupart' 
Agares,  mab  sa  biographie  meme  etait  encore  a  faire  dans  ces 
derniers  temps.  Ezcessivement  modeste,  ne  voulant  donner  aucune 
publicite  ä  ses  travaux,  vivant  en  province  et  souvent  ä  la  cam- 
uagne »  Fermat  ne  fut  apprecie  d*abord^  que  par  (|uelques  esprits 
d'elite,  qui,  ä  Paris,  a  Londres,  a  Florence,  admiraient  ses  beilos 
d^ouvertes  scientiüques ,  etil  mourut  presque  ignore  au  mileu  des 
Biens«  Aussi,  jusqu'a  ces  derniers  temps,  on  n'etait  d'accord  ni 
sur  Tepocjue  de  sa  naissancc  ni  sur  celle  de  sa  mort,  et  Ton  peut 
dire  que  i*on  ignorait  a  la  fois  la  ville  oü  il  etait  ne,  celle  011  il 
avait  cessä  de  vivre,  et  les  priucipales  circonstances  de  sa  vie. 
Nous  devons  surtout  aux  infatigables  recliercbes  de  M.  Taupiac, 
avocat  a  Beaumont-de-J joniagne ,  la  connaissance  de  plusieurs  do- 
cuments  qui  peuvent  faire  cesser  Fincertitude  dans  laquelle  on 
tftait  k  cet  egard.  * 

Sans  etre  appuyee  sur  aucun  fait  positif ,  la  tradition  voulait 
que  Fermat  füt  ne  a  Toulouse,  ville  oü  il  rösidait  habituellement,  et 
cette  opinion  etait  adi^ptee  gcnoralemcnt  par  les  biographes,  lorsque 
M.  Taupiac,  guide  par  des  renseignemeuts  et  des  traditions  qu1l 
avait  recueillis  sur  les  lieux,  entreprit,  dans  les  archives  de  la  ville 
de  Beaumont,  des  rechercbcs  qui  paraissent  etablir,  a  notre  avis, 

aae  Fermat  est  ne  dans  cette  localite,  au  mois  daoüt  1601»  de 
Dominique  Fermat  et  de  Fran^oise  Cazeneuve,  et  qa*il  avait  öte 
baptis<^  le  20  du  möme  mois.  Les  Fermat  etaient  marchands  de 
Goirs,  et  Dominique,  pere  du  g^ometre,  possedait  des  biens  con- 
sidiSrables.  On  peut  lire,  dans  la  France  mendionale  du  16.  avril 
1844 j  un  artide  fort  interessant,  dans  lequel  M.  Taupiac,  k  Taide 
dun  grand  nombre  de   documents  qu'il  a  däcouverts,  suit  pas  ä 
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bas  la  vie  si  trauquille  de  Fermat ,  et  nous  le  mootre  avocj 
üiinl ,  imia»  eusuite  coiiäeiller  ä  la  Chambre  des  requetes  dn 
uifut  uo  Toulouse.  L^arri^t  qui  investit  Fenuat  «ie  :>e$  fon 
fNt  du  14.  mal  LtV31.  (Quelques  jours  plus  tard  .  ce  jeurie  Tna§ 
uu't  t'Uil  deja  uu  illustre  geoiuetre,  epousait  Louise  de  Lons 
dun  o.Mt.selller  uu  meiue  parieineot.  ?(ous  oe  repniduirons  i 
U*>  recheri-he.s  de  M.  Taupiac  relatives  a  lu  riais^ance  de?»  e 
de  FtTiuat,  et  uu\  t'requeiits  voyages  que  r.-eiui-oi  lit  n  Beai 
Muu»  almoDs  uiieux  dire  un  inot  d'uoe  dilücuite  qui  nuus 
arretc  d'abord  uous-iueuie,  difticulte  qui  ne  semble  pus  s'etr 
^c'ijieo  a  I  esprlt  de  M.  Tuupiac»  et  qui,  st  eile  u  etait  pas 
pjLirraU  jcter  une  graude  iucertitude  sur  touc  oe  quil  a  avao 
sujet  de  Fermat. 

L'extrait  de  bapceme..  qui  a  ete  decouvert  par  M.  Taupi 

parle  de  Pierre  Fermul.   saus  la   particule  nobiliere  fie ,    qu 

cede  le  iiuiu  Je  «.et  illustre  ireoiuetre  daus  .'e*i  Opera  varia, 

que  dans  te  Uiophuute  publie  en  lOTÜ  avec  de»  nutes  de  lu 

;iu  XVII«  siecle.  cette  particule  ne  se  prenait  :tas  i  \  oionte.  d 

ctda  est  arrive  ^1  trequeuuneut  depuis.  et  :1  :)uu>  serait  impoi 

d'admettre  que  Pierre  de  Frniiaif  i.ooseiller   lu  narleiiient  de 

lou^e,  est  le  meiue  individu  ijui  avutt  ete  lapci^e  .i  Heaumoai 

le  nom   de  Pierre  hrrmut.    »11  :i  y  avait   ;»as    lueique  nioyei 

de   L-oostater    1  identite.     HeureusenienE     i\.urrt*s     iocuments, 

M.  Pellepürt.  ari;hi\lste  de  !a  ouur  ruviiie   le   Timrouse,  a  tn 

daos   les  pupiers  de   laiicieD   fiarteiueiit,    er    ioiir   mous  devo 

oouuuuaicättOQ    .i  lobii^eauce  de  M.  Alartiü.    iepute  de  la  H 

Garuiiue.    tuus  .»eruieiteüC    iexpiiiiuer    f(te    iitticuite.     Daus  T 

du  14.  niai  Ibol.    ie  riuuvtrau    ••u^eiiler  ^*>i   .pp»*ie  Pierre  Fei 

et,     laii»   Uli   .lütre  :irr*rt    iu    JÜ.   iereiiiüre   "»wkN.    mu  voit  le  D 

^ouseliler.    ^ur    :  ideuiite     luquei     i     it*  ^vir\  <eiever  aucuu  d 

ap|.<ele    'iucjeiieuieiii  'le  Firmai.     <  't>»i  .>roiiaiiiemeut  daus  o 

'ervaile   de   temps   «lue   oe    jrau«!   ::Ktiheiis^i»i  .ni.   .luquel   son 

:ul»ioii    :u  :>urieiueut  'inüfiait  -r  «.ii  "ii  ^.ppri.ui    x  >ffi*iesse  de\ 

oüuut'iK*!  a  !airt»  ::suue     iutj    «ariit  »le    .ui      ixi^uiit  ]»a.s  daoi 

icte    :e  '>a^>ieaje.     >ou>  ;-;fi«»riMj>  .*• .    .i'f>     eile  .niniist^ioDy  1 

auoiiii  Ol  reiuiu  .;pte.  :  a»    ;m  ..rret  ».itecuii ,         lire  }*reoeder  d 

soD  iii^iii .     u  Meu  >4  .Mie  rt'jie  .;«i4liti".i  >  »:i'er.:  ^euieiiient  par I 

de  la  üouvciie  .  liar^e    i  .lü     :   '';,i:i  -t'^eiu.      >iu'i  -ju  il  eo  soi 

est   Süu   d.iji'uier    ..ue.     iieiue    :au>    i  ^uiie.      u  iruuve  son 

ecrit  laiUiit  Je  .uiic.  'aiii.'t    :e  i  auire  niaiut-re '"'■ 

"•i     Volci    ret   uu.       u»  ■   v  ^^  ^-<i»  •i-m  .     .  '-trir.  •'!!»  lie  DeHM 

■  >a|'»isi    I**    2*H    .it..»».      -»«i.      i'.mm.    J'ürn'   1  i  rnia».     iidrchand  et  : 

.utiii  l>oiuitii«{tic .  ..•.4.ii..t.    'iiij.iia    «.'.iJ'cuut  i  .     •   .-it'i-"     V  ia  suilt 

"  %  ■  ■     ■  ■ 

'!•..*    .;V  ^a  :ne^hii   ..iS     ./*^  *   **.  ti'nt»,    .^a£  i  .uiu-ili  iCastres«  ] 

'.  *'".  ;«.  ^9>,   Ol  i  II  .  ie  .■  un    .>u%i4ii^i   ^al   ..i  .:u»»k   maiiere  par  Ti 

^Ili.  oft4  aoreMve  ..  ^  Moiikiviir  Wnua« .     i»ii»iii40c  »ii   ri>v  an 


Heber  die  beste  Constrnction  horizon- 
tal belasteter  OewSlbe. 

\oii  dem 

Herrn  Reallchrer  Brenner 

zu   Tuttlingen    im    Königreich   Würtemberg. 


Eid  Gewölbe  sei  durch  eine  horizontal  geebnete  und  in  Hezui; 
^or  Dichtigkeit  homo<;ene  Lust  bedockt.  Ks  koH  nun  das  Gef^etz, 
Reiches  die  Wülbuni;  oder  die  durch  den  vertikalen  und  senkrechten 
^rchschnitt  des  Geurdbes  dargestellte  Curve  befolgt,  für  den 
'äH  vollständigen  Gleichgewichts,  so  wie  noch  die  übrigen,  hieher 
S^hurigeo ,  wichtigsten  Momente  entwickelt  werden. 

Nehnien  wir  die  Abscissenaxe  JX  (Taf.  IV.  Fig.  J.)  hori/on- 
^l  und  die  Ordinatenaxe  .-M' vertikal,  so  wird  fraglicher  Durch- 
®<^biiitt,  den  wir  uns  durch  die  Abscissenaxe,  die  ftori/ontalebene 
^«r Belastung,  so  \\\e  durch  zwei  auf  den  sogenannten  Widerlagern 
^*8  GewJilhes  ruhende  Vertikalen  begrenzt  denken  ,  ein  rechtwink- 
liges Parallelograiiiiii  bilden.  Es  ist  nun  klar,  dass  wir  uns  jeden 
*neil  des  belasteten  (iewillbes  als  vollständig  fest  und  vermittelst 
^er  Kräfte,  die  auf  denselben  wirken ,  im  Gleichgewicht  sich  be- 
fiodeod,  vorstellen  können.  Kinen  solchen  Theil  stelle  ABKiM 
^r,  welcher  durch  die  (iewi'ijbskurve  AMzzis,  die  Horizontale 
^£=z4F=zx  und  die  Vertikalen  AB^=h  und  ME'=.h  —  /y,  wo 
°  die  Hohe  der  Belastuns  ist,  beurenzt  ist.  ABKM  belindet  >ich 
'"^rinittelst  dreier  Kräfte  im  ^il"irhgewicht ,  nemlich 

1)  vermittelst  de>  v«iiii  übrigen  Theile  des  Gewölbes  her- 
'^hrenden  Druckes  l)  in  M  nach  der  Tangente  und  Kichtung  Mt\ 

2)  vermittelst  des  vom  Widerlager  in  A  ausgeübten  Druckes 
^    viach  der  Taosrente  und  liichtung  Al\ 

3)  vermittelst  des  Gewichtes  von  AB  EM,  das  wir  durch  P 
^'^^rstelleo  wollen  und  In  meinem  Schwerpunkte  \ereinigt  denkeu 
*^ÖDnen. 

Ersetzen  "ir  />  ur:d  n  di.T»  b  z"ei  <;leir  he  nach  ^itixuAAt  ge- 
^^chtete   Kräfte,   so    >cbnelden   sie  .«»ich  in  /,  und  wählt  man  i  als 

Theil  Uli.  \% 
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Ani^riflspiinkt,  so  folgt  daraus^  da^s  der  Schwerpunkt  von  P  mit 
t  in  (lerHclben  Vertikale  liegen  muss*.  Es  ergeben  sich  somit  für 
den  Punkt  /  folgende  zwei  Gleichgewichts  -  Gleichungen : 

a  cos'9' — iO— ,-  =  0, 
ds 

asin^  — />— D-^  =  0*), 

ds 

wenn  man  den  constanten  Winkel  MA'3:='9' setzt. 

Kliminiren  wir  den  verändcrliclien  Druck  D,  so  ergibt  sich 
l*=asin<)'  —  rtcosO-fi//  oder,  da  P  offenbar  der  Flüche  ABEM 
proportional  ist: 


(f^) 


p{fw  —  I yfJ^)  =  (f  sinO" — a  vos&ot/. 


1 

uo  /)  -  -   dem  Gewichte  der  Volumen -Einheit  der  Belastung  ist 
und  wo  das  Integral  /  ffd.r  mit  j'^O  zu  beginnen  hat. 

Diflferen/.iiren  wir  in  lieziehuni;  auf  a: ,  so  kommt 

P  (f* — !/)  -  --  —  a  cosd-ch/ , 

und  wenn  wir  —  '  —  =A  und  ;/  —  fi  =  z  setzen; 

(1  cos  & 


(M) 


'•> 


■i.    .1. 

*  M^H^  A     I    •     • 


Das  Integral  dieser  linearen  DilTereuzial- Gleichung  ist.  wenn 
wir  :  wieder  durch  v  —  6  erset/on  , 


tf  -f»     :  (VosvJ*\  — -P  f  f'iaiin  .r\  — A) , 

wo  ('  und   Ci  die  beiden  ('o:ist:i:aen  sind. 

Für  »r=i:0  hat  man  v  =  0.  d^ibor  C=:—'t. 

IMe  Oonstanto  (\  be>timiiit    sich  aber  aus  ,/,)  oder  auc 
der  ItCilin^unif  Wj'h      ti:-^.  ^^'^  .-V^  dor  Werth  von  cjf  ist, 
man  ,r=()  sotct/und  sv»  orh,:Ilon  iur  die  Gleichung 


h  ans 
wenn 


>.>-^ 


•  ;« 


.    i  \ 


OS 


\        A 


Ob  unsere  Tcr^o  die  Ab>oisso:  .ao  ,;usser  dem  Anfangspunkte 
A  \i\  ttivh  ^^ eitern  Pxmkten  trid":  .  er^tb:  sich,  wenn  man  ;y:=0 
«etrt  und  die  Werthe  ^.^^  .:   e'*:n"uko!:.     M.\n  hat 


V 


«f«  KaW.  *-Jioh  Owm.   .".*    IV'.o",:  :-;'*:,'.>.,■  ■* 


.1.'^  D'.:T<rrnzial -Zcicheu 


.••i:^rr= 
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V  — A 
»der 

-  Y  — *i 

Teicher  Gleicliuns^  i^enüirt  wird : 

1)    durch  siri(^  V"=^)  --^  0,   d.  li. 


T    ./ — .■  X  .. — 7 


>der,  wenn  man  mit  <»1Z^  '  multiplicirt,  l=:e'^''^,  woraus  xV^ 
=  logl  =  0,  aläso  X  -i)n  wodurch  eben  der  Coordinaten  -  Anfang 
ingezeigt  wird ; 

2)   durch    /ßs\n(!'^V^^)\-~^=coH{^V'^^^ 

Geht  man    auch    hier    auf   die   Kxponentialgrössen   lihcr,    so 
Iconiint 

Multiplicirt  man  mit  e-2^   ^,  entwickelt  c'^  '',  und  logarithmirt, 
lo  kommt 


d:  =  — r—  !<»*;  (  ^-5-     1 


ils  zweiter  l)urrhs(*hnitts{)unkl. 

Daraus -folgt,  dass  die  Ordinate  //   eines  Maximums  lahig  ist. 
Man  hat  für  diesen  Zweck 

d^=ö  V"^^  sin  {a:  V^^i)  \  tgO  cos  {xV^i)  =  ü , 

lind   durch    eine  ganz   ahnliche  Kntwickeluni^  wie  oben  in  2)  oder 
luch  durch  blosse  Ansicht  von  •J)  ergibt  sich 

X  =  — 7=  log  (  -  -- ) , 

2V/i        V^V^— tg^/ 

i(erade   halb  so  gross    als  das  x  des    2ten  Durchschnittspunktes 
1er  Curve  mit  der  Abscissenaxe ,  wie  zu  erwarten  stand. 

Meistens  ist  statt  des  Druckes   a  und  des  Winkels  «O*  die  Ab- 
dessweitenDurehschnittspunktes  der  Curve  mit  der  Abscissen^ 

15  * 
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axc>  oder  die  Weite  n  des  Gewölbes  und  dessen  Hohe  h 
dan  Maximum  von  ?/  gegeben,  und  es  kommt  nun  darauf  an, 
^  oder  aucb  A  mia  §•  aus  n  und  h  zu  entwickeln.  Wir 
zu  gleicher  Zeit 

(  O)  0  rn:  A  f  1  —  COS  (71  V  —  J)]   +  T^^  sin  (/l  V"=a)  , 

(P)        A_6=-Acos("V-^)    \  -*ß^s\n(l\r^rÄ). 

\  — A 

Die  erstere  Gleichung  (O)  verwandelt  sich  in 

0=6  sin  2(:'  V-"^)  h  ~ß^  sin(!^  V"^=^)  cos(^V  I^:;^ 

-  V  — A 

woraus 


Hiedurch  geht  (P)  über  in 

AAC  f —  %/   .11     I- 

cos  (-f  V"ii7i  > 


j^  =  C08(J\^-J)    I 


welches  gibt 


cos(^V  — .^)=j3^, 
oder,    wenn  man  auf  Exponentialgrössen  übergeht   und  bl 


n 


!L4'7 

auf  es     ■    auflöst  : 


"4'j       /^  f  \  hi'20—h) 

^-      =     ~-i;Trr, • 


Die  Grusse  #»'j  i*-!   ;,h»-f    noth wendig  positiv 


als  1. 

Der  Ausdruck 


h\\  h'Uf,     h,  h     h 


erfüllt  aber  bei  Jedem  H    <>(i*rf  'Affitt-u  die  ersteivl 
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V 

Denn  da  der  Natur  der  Aufgabe  gemSss  6>A,  so  setze  man 
=  A  f /,  woraus  2A  —  'Ih  +  2i  und  •>&—/*  =  ä  +  2/=  6— /  f  2/ 
Ä  +  /  und  h--=b  —  l,  demnach 

V  h ("Ib^/ij  =  \fb^^P, 

Iche  Grösse  kleiner  ist  als  b.  Die  zweite  Bedingung  aber  er- 
'dert»  dass  der  Zähler  grösser  ist  als  der  Nenner^  und  diess  ist 
r    luüglich,   wenn  man   das  positive  Zeichen  nimmt.    Denn  da 

>Ä,  so  ist  2Ä— A>/*,  daher  VhC2b—h)>k. 

WGrde  man  das  negative  Zeichen  nehmen«  so  bliebe  der 
Ihler  kleiner  als  der  Nenner.    Es  ist  demnach 

Km  .  r^+v*/7(25^ni    ^  ^    (2,   w-b+vJm^)'!)  * 

^^=  *^» L     b^h     J  ^"d  ^  =  y ^e l^b^rr^J]  ' 

Zur  Abkfirzuns  werden  wir  uns  fast  immer  des,  nun  bekaDD- 
'D,  Buchstabens  A  bedienen.     Die  Gleichung 

6  sin  ([i  \ni2) 


Uert  uns  Dun  aber 


Allein  wir  haben 


desswegcD 


|-HVA(26--A)-|« 
L       6-A       .1 


**  n     ''L        6—/*         .1    |-HV^(26-A)-|«.i 

L        6—7*        .1  "•" 


* 


=  -  VÄT56:ZA)  log  |_ — ^zir—.  I 


i  Aus  der  Gleichuns  *4  ~  — ^ — _   haben    wir   a  ~-  \  • ~ . 

acos^  A    cos-^ 

end  man  nun  die  Formel  hat       -  _  =:  V  J  4-  teÄ*,  so  er- 

cos  B  ■    ^ 

ich 
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Vermitteist  der  Bestimmungen 

^/ —  — und  cos  K  V  — A)  =  7 — 7- 

>f-A  cosev:=3)  .  -^  *-* 

ml 

sind  wir   im   Stande,    der   Gleichung  {N)  unserer  Curve  iolgende 
Form  zu  geben : 


o 


m.      a)  y  =  6  —  (6-/0  cos  \("j  -^a:)\r^], 

welche  letztere  Form  zur  Auswertbung  der  Ordinaten  geeignet  ist. 

Würden  wir  (was  wir  jedoch  hier  .nur  bemerkungsweise  thun) 
den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Durchscbnittspunkt  des  Maxir 

mums  h  mit  der  Abscissenaxe  verlegen,  so  hätten  wir  a:=.r'-f-  — 

iE 

ZU  setzen,  wenn  wir  die  neuen  Abscissen  mit  a:'  bezeichnen  und 
111.  b)  ginge  über  in 

y=:b-i  (6-/0  (c'"»'"^  +  «-""♦^^) , 

eine  Gleichung,  welche  ganz  unverändert  bleibt,  wenn  man  -{-x' 
in  — af  umwj^ndeit.  Man  wird  sich  daher  überzeugen,  dass  das 
Maximum  von  y  die  Curve  in  zwei  congruente  Zweige  theilt. 
Auch  ist  es  nicht 'schwer ,  einzusehen,  dass  sich  die  Curve  in 
ihren  beiden  Zweigen  auf  der  negativen  Seite  (nicht  Richtung) 
der  Abscissenaxe  ins  Unendliche  fortsetzt.  Auch  konnte  man 
der  Gleichung  III.,  wenn  man  statt  \^A  dessen  in  71  und  k  ge- 
fundenen Ausdruck  setzen  wollte,  eine  andere  Form  ertheileo  und 

zwar  vermittelst  der  Formel  f?      ^     =  J9"*. 

Beschäftigen  wir  uns  nun  mit  Aufsuchung  des  Druckes,  den 
ein  Gewölbstein  auf  den  andern  ausübt.  Wir  haben  oben  diesen 
Druck  =/)  gesetzt,  und  aus  der  Gleichung 

a  cos  d"  —  D  -  *    =:  0 
(h 

ergibt  sich   in    Verbindung  mit  — ^i— -  ~  A  : 

n  cos '9' 
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li = 'i  ViTW' 


W'iT  halMMi 


1/ 


r^  ._-^  _  {/,_/,)  \   __^.|  ^;„  [(--  _^;  \   _JJ 


7/ 


-.---  iö^/t)  \  —A  sin  I  (x-^p  V  — .IJ , 
und  erhalten 


IV.      ^  =  ^\'  l  —  A{fj—/i)^s\ii\U^")\^A\ 


n  ^' — T  n   ^'-v    2 


Sowohl  ffir  ^"=0.  als  auch  fiir  jr^=ft,  linden  wir  nach  kurzer 
Entwicklung  den  olien  schrm  erhaltenen  Druck  a  auf  die  Wider- 
lager, während  man  für  [o/J,i  =  t2^>  den  ehcnralliü  schon  ohen 
^e^vonneiien  AVerth  1.,  allein  für  [c'/jn,  d.  h.  für  die  Hichtunu  des 
Drucks  auf  das  zweite  Widerlauer,  zwar  denselben  Ausdruck,  je- 
doch mit  nes:ativem  Zeichen  erhält.  Jier  stuirpfe  Winkel,  den 
die  letztere  Richtung  mit  der  Ahscissenaxe  macht,  ist  daher 
J80"  —  '9',  so  dass?  dieselbe  mit  der  erwähnten  Axe  den  Neiffunsjs- 
wiokel  IWOO—CISO*'  — ^)  =  ^,  also  denselben  Winkel  macht,  den 
aucb  die  Drucksrichtuus  des  ersten  Widerlagers  mit  ihr  macht, 
"vras  übriseus  zu  erwarten  stand. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  endlich   noch  die  Bestimmung: 

des  cubischen    Inhaltes   des    Gewölbes.     Bekanntlich    findet    man 

diesen  Inhalt  für  cyiindrische  Gewölbe  im  All(;emeinen,  wenn  man 

deo  vertikalen   und  senkrechten   Durchschnitt   derselben  mit  ihrer 

LaDse  multiplicirt.     ILsi  kommt   daher  zuniicbst  darauf  an,  diesen 

Vertikaldurchschnitt   zu  bestimmen.     Derselbe  ist   offenbar  «rleicb 

deiB   FläeheniDhalr  der   äusseren   Curve,    minus   dem   der  innern, 

zwlseheu  ihren  Abscissen  benommen.    Um  den  ersteren  zu  ünden.. 

sclieiDt  die   Gleichun^r   der  äusseren  Curve  nöthig  zu  sein.     Diese 

äassere  Curve  aber   ist  dadurch  entstanden,  dass  man  diejenigen 

Punkte  aller  verlanirerten   Normalen   der  innern ,    die   vc»n   dieser 

#stet8  gfleicb  weit  abstehen,  mit  einander  verbindet,  oder  durch  den 

Hridpunkt  einer  Geraden,  die.  der  Gewolbsrur\e  stets  normal,  mit 

ihrem    andeni    Endpunkt    auf   dieser    dahin«;) eitel.     Auch  ist  klar, 

dass  jeder  lixirte   Punkt  einer  s<»  dahinuleitenden  .Normale  in  Ver- 

biDdun<>  der  erzeugenden  Gewoihscurve  den  Dunhschuitt  (\es  Ge- 

ivolbes    darstellen    kann.      Zieht    man   also    diirclj    den    beliebigen 

Punkt   31  oder  («r.  */)   der  Krzeuirunuscurve  eine  .\orniale,  welche 

die   erzeugte   Curv«»   im   Punkte  ///    schneiden    v.inn,  so  stellt  ßiin 

die  coiJstante  Verlüniieruiiti  der  ISurniale  vor.     Wir  setzen  Mm      r, 

jso    wie   die   CiMirdiuaten    des  Punktes  tu  gleich    ;r'  und  ;//.     Nach 

einfacher  Betracht  uns  ^^ird  man  sich  bald  überzeu<>efi ,  das.> 
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X  -=1  X r^  oder  x'  -=.  x —— — : » 

TT  Im.X  7* 

y'  =y  +  '77r  ^^^^  y'  -  y  + 


ist,  welche  Gleichungen,  nebst  der  Gleichung  der  Erzeugungscurve 
y^=t{pc)  dazu  dienen^  x  und  y  zu  eliminiren,  so  dass  dann  eine  . 
Gleichung  zwischen  x  und  y  resultirt,  welche  die  der  erzeugten 
Curve  ist.  Diese  Eliminationen  sind  aber  in  den  meisten  Fällen 
ausserordentlich  schwierig  und  führen  zu  verwickelten  schwer  zu 
behandelnden  Gleichungen.  Für  ein  Glück  dürfen  wir  es  daher 
halten,  dass  es  einen  weit  einfachem  Weg  gibt,  unsern  Zweck 
zu  erreichen,  ein  Weg,  der  uns  nicht  nur  die  Quadratur,  sondern 
zu  gleicher  Zeit  auch  die  Rectiücation  unserer  erzeus^ten  Curve 
sogar  ganz  im  Allgemeinen  (abgesehen  von  unserer  oben  behan- 
delten Gewölbs- Curve)  zeigt. 

Es  ist  nemlich  klar,  dass  die  Krümmungshalbmesser  beider 
Curven  einander  decken  und  dass  derjenige  der  erzeugten  Curve 
um  r  grösser  ist  als  der  der  erzeugenden,  so  wie,  dass  die  un- 
endlich kleinen  Bogen  ds  und  ds  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Normalen  oder  Krümmungshalbmessern  einander  parallel 
sind.     Daher  ist 

__if! ^! fr  =  ds:ds\ 

dx&^y — dy&^x  '  dxd'^i/ — dyd^^x  '  f, 

woraus  Ti 


ferner 


I/o  r\    r  r^  r^ 

r  :  5-^5: Q    rs»    =cs  —os:  os; 


8  (,'_,)  =  r?^:fc^2^. 

OS'^ 


Die  Gleichung  der  Normale  aber  ist 

wenn  x"  und  v"  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  vorstellen, 
während,  wie  immer,  (x,  y)  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Erzeu- 
gungscurve selbst  bezeichnet.  Setzt  man  nun  den  Winkel,  den 
die  Normale  mit  der  Abscisscnaxe  macht ,  gleich  w ,  so  ist 


%  cosw*  oy^ 


und  da 


C0Stü^=-^, 


4 

i 


w 
5 
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SO  ist 

3«  = %^      ' 

und  so  hat  man 

S(s' — s)  =  rcw , 
woraus 

S  S^=^  TIC  -\-  C, 

welches  den  Ueberschuss  des  Bogens  s  über  s  vorstellt,  wofern 
das  IntesraL  rw-fr  C  zwischen  den  gehürigen  Grenzen  genommen 
wird«  Zwischen  diesen  Grenzen  stellt  aber  w  den  von  den  ausser- 
Bten  Normalen  eingeschlossenen  Winkel  dar  und  rw  ist  der  von 
diesem  Winkel  eingeschlossene  Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem 
Radius  r.    Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  der  nach  oben  beschriebener 
Art  erzeugten  Curve,  wenn  man  den  entsprechenden 
Bogen  der  Er zeugungscurve  um  denjenigen  Kreis- 
bogen vermehrt,  welcher  zwischendem  vondenäusser- 
steD  Normalen  eingeschlossenen  Winkel  mit  dem  Ra- 
dius gleich  dem  Abstand  beider  Curven  beschrieben 
iprird. 


t 


Ferner  ist  der  Satz  bekannt,  dass  der  Inhalt  einer  Fläche, 
^e  eine  Gerade  so  in  einer  Ebene  beschreibt,  dass  sie  in  ihrem 
k  Mittelpunkt  stets  normal  auf  einer  Curve  dahingleitet,  gleich 
K^  ist  dem  Product  aus  dieser  Geraden  und  der  Curve.  Diess  ist 
!t  oüenbar  der  Fall  mit  unserer  Erzeugungslinie  r  und  der  Curve, 
[m  £e  ihr  Mittelpunkt  beschreibt.  Allein,  um  diese  Curve  zu  erhalten, 
darf  man  den  Bogen  s  der  Erzeugungscurve  nur  um  den  Kreis- 

t ''^  boeren  -rr-  vermehren,   so   dass   der  von  r  beschriebene  Flächen- 

\l  .  r 

If ..  räum  sein  wird  r(s-\'^jw),  wofern  w  der  zwischen  den  äussersten 

Normalen  genommene  Winkel  ist.  Diess  auf  unsern  vorliegenden 
Fall  angewendet,  haben  wir  nur  noch  den  Bogen  s,  so  wie  den 
Winkel  w  zu  bestimmen.    Man  hat 

ds=\/l  +  dy^=  Y  1  ^A  (b-k)Hm  ^[  (x — ^)  V-^ , 


daher 


'  s=z-^L=  rVl-'C^sini^.dt, 


wenn  wir  >4(6-^A)*=c*  und  (x  —  '^^Sf — A^=Lt  setzen. 


2U 


(iii  »Will   \\\r  iiUi»  iiiif  ein  elliptUcliet»  Integral  gestossea,  und 
»ir  litthttit 


/ 


\      A 


-».4.«l    vJ.-i.U       •**  'JVi 


\\tiU-luf«>   llltt>^l'»l   iitirli    />vUoheu   iU*i\  Givuzen  x^=0  und  j:=b 


it 


H 


mlisi'  4\^  Ui'htiii  t  ^^  S       A  und  ^  =  |  ^j  \  — A  zu  nehmen  »^ 

m«  iU^n  «Ko   bUisH  Oio    reichte    Seito»    nixt  Wes:las*uBg  der  Caor 


Miiut«»!   \oid\kppelt  >xer\Wii  i!url'  uiul  (  durch  ;^  \  — A  ersetzt  ww- 

d«^u  um«%.     >Vv^\<^udeU   luut)  ^uleut  die  Sinus  io  Ejufoiieatial£mn> 

.  I 

tUui«M«,  wwd  \vOtetide(   üie   ciw^e^eiite  MutiipItcati^D   mit  — 


.<kO  w'^vd   die  im;ft.s(u^re   Kv^iriu  versch^tudetn     IXetces»  Intesral  tth 

\vei^(  aik'K  ii^^r«;<ei*N  ;*U  .^eikr  br:iuckl\jbr.  i-jde«  <r^  für  <iLe  omTflf 
UvI^voA   kalke  ^»ehe   t^H^(»d   ist-     Ketuerkc  mj^tc  nuch  ii'erdmi,. 
\Usii>  deuA  k'  tVJL>e<Kie  Fv*r*tt  ^ete«  ii.jLrjri: 


^ 


}t)i$täk^*h  ^ttd  wriwt  bald  'iinit**i.  «iuiS*  '<;  "'itf',  ^m  «ia»«-  ^di 

Si/  ii|»<M^hi   ühii    iiu   tu'  ^finiis.'iitffi  >üininuni   HKceHrhueiea: 
M^fUi'V  .iilir<«>.  'ttr>   II  I^'*.uu  tut    im   iiiri:'.iii(ai   ii!9£:.&Aefen  C.« 
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ITelier  pla|[riofn*apliische  Projection. 

Von  dem 

•  I 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Dau'iüg. 


Wenn  die  uuter  einander  parallelen  Gesiclitälinien  mit  der 
'OJeGiion&- Ebene  einen  rechten  Winkel  bilden^  so  ist  diese  allein 
sht  ausreichend,  sondern  es  niuss  die  Projection  auch  noch  auf 
le  anclere  Ebene,  deren  La^e  geg^en  jene  als  bekannt  vorausge- 
ht wird,  entworfen  werden,  falls  man  aus  der  Zeichnung  die 
thren  Dimensionen  des  dargestellten  Gegenstandes  soll  entnehmen 
nnen»  und  man  hat  bekanntlich,  wenn  die  beiden  Projections- 
leneD  auf  einander  rechtwinklig  stehen,  die  Methode  der  be- 
hreibenden  Geometrie.  Wenn  al)er  die  unter  einander  parallelen 
iisichtslinien  mit  der  Projections  -  Eliene  einen  s  ch  i  e  fe n  Winkel 
bden>  desae«  (yrrisse  gegeben  itat,  so  reicht  eine  Projections- 
leoo  hin,  um  ein  geometrisches  JiiM  xu  entwerfen,  aus  welchem 
dl  die  wahren  Dimensionen  des  Gegenstandes  erhalten  lassen. 
er  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  der  Winkel,  den  die 
rojectionsstrahlen  mit  der  Projections  -  Ebene  machen .  ein  halber 
achter  ist.  Diese  Projections- Art,  welche  in  derFortilication  InAn- 
eodung  kommt,  bietet  auch  in  theoretischer  Hinsicht  einige  nicht 
linteressante  Eigenschaften  dar,  weshalb  eine  Untersuchung  dieses 
menstandes  mir  nicht  ganz  liborÜüsMig  erscheint. 

Poncelet  erwähnt  dieser  Projections- Art  in  seinem :  „T raite 
BS  proprietes  projectives  desfigures^'  in  der  Einleitung 
ag-  XXVlII.  und  XXIX.,  ohne  sich  auf  den  Gegenstand  näher 
Dsulassen. 

"Wenn  wir  im  Folgenden  die  Theorie  dieser  Methode,  welche 
Ir  die  plagiographische  Projection  nennen,  analytisch  be- 
enden ,  so  hat  die  Ansicht,  dass  auch  für  den  ]>raktischen  Ge- 
such sich  auf  diese  Weise  gewisse  leichte  Vorschrillten  fiir  die 
ntwerfung  der  Projectionen  der  krunmicn  Oberflächen  ergeben, 
siehe  dem  Zeichner  willkommener  sein  werden ,  als  die  Methoden, 
titelst  welcher  man  auf  mühsamen  geometrischen  Wegen  das  Ziel 
Teicbtf  uns  dabei  vorgeschwebt.  Auch  in  der  gewöhnlichen  be- 
lireibenden  Geometrie  sind  die  Auflösungen  gewisser  Aufgaben 
r  die   u'irkliche  Anwendung  oft  viel    zu  mühsam  und  ungenau, 


aU  <lass  es  ntcbt  wdnacheßsn-ort)i  wäre ,  aie  durch  aodere  xu  rr- 
splzeii,  die  jener  Vorwurf  nicht  trifft.  Daiu  führt  aher  qewöbniicb 
die  analytische  Auffassung  sehr  leicht  Die  beschreibende  Geo- 
metrie i«t  in  dieser  Uinsicbt  noch  etoer EnveiteruDg  fähig,  oelche 
dem  Praktiker  nütslicb  werden  kann.  Bei  dieser  Gelegenheit  sei 
jedoch  die  Bemerkung  gestattet,  dass  es  keineswegs  unsere  Mei- 
nung ist,  dass  derZeichoer  zugleich  einige  Stöcke  der Construclina 
auch  berechnen  solle,  gegen  eine  solrhe  Vermiitchung  des  Geonie- 
triächen  un<l  Arithmetischen  müsseo  «vir  uns  entächiedea  erklären; 
das  Gesagte  beziehl  sich  hier  nur  auf  die  Nachweisuns  der 
Richtigkeit,  nicht  aber  auf  die  Ausführung  der  Conslruction, 
welche  unter  keinen  Umständen  ihren  geometrischen  Characler  Ter- 
lieren  darf. 

Zur  Projeclions-Ebene  nehmen  wir  die  Ebene  der  ay,  die 
Projectionsstrahlen  nehmen  wir  mit  der  Ebene  der  a-i  parallel  uadi 
wenn  nicht  das  Gegentbeil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  den  Nei- 
gungswinkel derselben  mit  der  Projections- Ebene  gleich  45"  an. 

Aufnähe  \.  Man  sucht  die  Gleichung  füidie  pla- 
giograpliische  Projection  einer  krummen  Linie,  ein- 
facher oder  doppelter  Krümmung,  deren  Gleicfanng 
gegeben  ist. 

A  u  f  1  ü  s  |i  n  g.  Die  krumme  Linie  sei  allgemein  durch  die 
Gleichungen 


-ipx. 


gegeben.  | 

Die  Abscissen  der  gesuchten  Projection  mügen   durcb  |,  die   i 
Ordinaten  durch  tj  bezeichnet  werden.     Es  kommt  nan  darauf  xa, 
die  Gleichung  Kwischen  l  und  jj  zu  ermitteln.    Man  hat  aber 


die  gesuchte  Gleichung. 

Wenn  z.  B.  die  zu  projicirende  Linie  ein  Kreis  ist,  dessen 
Ebene  auf  der  Projections -Ebene  senkrecht  steht  und  mit  der 
Ebene  ;ri  einen  beliebigen  Winkel  bildet,  und  dessen  Mittelpuokl 
der  Einfachheit  wegen  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  hege' 
mag,  so  ist,  wenn  man  den  Radius  mit  t  bezeichnet: 
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,/  =  «t   1-  Vr«— (Hfl*)?» 


oder 


die    Gleichung  einer  Klli|itf<s   deren  Axen  sirli  leicht  ermitteln 
lassen. 

Führt  man  nämlich  neue  Coordinateii  $  und  i\  ein ,  so  djiss 

»/  =  $'(  OS  rp  I   »y'  Nin  9 

wird  9  so  ergiebt  »ich ,   wenn  man  den  (^neriicienteii   von   »/'  i'  -  -  0 
setzt  •   zur  Bestimmuni;  von  «p  die  (ilcirliuns; 


d.  h. 


mithin 


0  =-:  —  /,  Sin  l>(p   \   COH  iV , 


TansrLV  —  *-  =  ^otw  =  Tan5((fO<>— //), 


l 


g)    =    45"  y  ?l  , 


und  man  erhält  als  (rleichung  der  n^esuchten  Projection  . 


t'2  «'2 


I 


n 


==  I. 


r*(l  j-Sinw)   '   W{\  -Mint/) 
ie  halben  Axen  der  Ellipse  sind  demnach  : 

r Cos (45«»—  \ u) .  V'i  und  r Sin (45«—  JJ- m)  .  \  ± 

Wenn  der  Fall  eintritt,  dass  u-^-O  ist,  so  wird  die  Kllinso 
ein  Kreis,  dessen  Radius  =  r,  imd  ist  //  =  UÜ«,  so  wird  die  Pro- 
jection eine  gerade  Linie,  welche  in  die  Axe  der  1/  Hillt  und 
=  r  V2  ist. 

Jede  Ellipse  kann  demnach  als  die  pla|[;io<rraphischo  Projection 
eines  Kreises  betrachtet  werden,  dessen  Ebene  auf  der  Pro jections- 
£bene  senkrecht  steht.  Bezeichnen  nämlich  '2a  und  "l/ß  resp.  die 
grosse  und  kleine  Axe  dieser  Ellipse,  so  hat  man  zur  Hestimmung 
von  u  und  r  die  beiden  (ileichungen 


6  =:  rSin(45«— ^i/)t  ^1: 


also 
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Tang  (450— 4 1£)  ~  *  ^  „„d 

a 


a 

r  = 


Cos  (45«—  i  u)  V2  ""  Sin  (45"—  i  u)  V'2  ' 
oder  auch 


Tangiu  =  -^^,  r=V_£-; 

welche  beide  Ausdrücke  sich  besonders  für  die  Construction  eignen. 
Der  Inhalt  dieser  Ellipse  ergiebt  sich  gleich 

r^  TT  Cos  u , 

also  gleich  dem  Inhalte  derjenigen  Ellipse,  welche  die  orthogra- 
phische Projection  desselben  gegen  eine  Projections- Ebene  unter 
dem  Winkel  u  geneigten  Kreises  ist.  Man  erhält  also  immer 
eine  unserer  Projection  des  gegebenen  Kreises  dem 
Inhalte  nach  gleiche  Ellipse^  wenn  man  denselben 
Kreis  in  unveränderter  Lage  auf  die  Ebene  der  az 
orthographisch  projicirt. 

Wenn  wir  die  Bedingung  aufheben,  dass  die  parallelen  Pro- 
jectionsstrahlen  mit  der  Projections  -  Ebene  einen  halben  rechten 
VVinkei  machen,  und  annehmen,  dass  dieser  Winkel  allgemeiu 
=  i  sei,  so  ergiebt  sich,  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeich- 
nungen, die  Gleichung 

t;  =  y  -|-  2  Cot  i , 

also 

>)  ==  g?|-f  Cot/.i/;|, 

und  man  erhält  als  Lösung  der  obigen  Aufgabe 

Tj  =  a|  +  Coli  V"r2  — (l+a«K«, 
also 

V^  +  (Coti'^  +  ;Äf'^-2ai;|  =  r2Cotr-', 

welches  wieder  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist 

Führt  man  auch  hier  neue  Coordinaten  ^'  und  rf  ein ,  so  dass 
wieder 

§  =  ^'  Sing)  —  r[  i^oütpy 
t]  =  I'  Cos  9  +  ^'  Sin  q> 
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wird,  und  bestimmt  den  Winkel  q)  »n,  dass  //^  aus  der  Kechnuiit; 
liiiiaitstfelit,  so  wird 

• 

rp        I        "2  Tan«;  u .  Niii  t^ 
C  08  2i  |-  i  aii^  u^ 

and  die  obige  Gleicliuiii;  verwandelt  ^dcli  in  fol^i^onde: 

4'2  (Secii2-Co«LV(Tangtt*  |-(  üsi>/Vi>Tang//SinLV.Sini"'*) 
-I-  t/"'»(Sectt«+Co829(Tan«M*'^  |  CosJi)  fJTanirMSiniV.Sinr-«)  -iV-Mosr-«, 

welche  in  ihrer  einfachsten  (üestalt  so  geseh rieben  werden  kann : 


w,     1  — Vl-Cost/^Sin2i-^)         ;.^  (1  I  VJ-Cos?i'^Sini>r^J_, 


Die  halben  Axen  der  fcLIIijise  sind  demnarb 


'*^i  •  V'fi  ^  ^  1— CüSjASinlV^)  .  Vi  und 


£ 


'■>SÜr-  •  '^(*  — ^  l— rosw-^Sin-ir^)  .  vi>. 


Der  Inhalt  dieser  Ellipti^e  ist  also 


t 


f  r^  n  Cos  u .  Cot  /. 

Setzt  man  t  =  45^,  so  ergeben  sieb  die  oben  unter  dieser  An- 
nahme gefundenen  Ausdrücke  für  die  halben  Axen  der  Ellipse. 

Setzt  man  f<  =  0,  d.  Ii.  nimmt  man  den  zu  projieirenden  Kreis 
als  in  der  Ebene  der  xz  liegend  an ,  so  wird  die  Projection  eine 
ElUlise,  deren  halbe  Axen 

r  ('ot  i  und  r 
infK 


Setzt  man   endlich  u---{i  und  £r--45<\  so  wird  die  Projection 
ein   dem  zu  projieirenden  gleicher  Kreis. 

Bezeichnen  hier  wieder  2a  und  '2b  resp.  die  grosse  und  kleine 
der  Ellipse,  und  setzt  man 

('os  M  .  Sin  '2i  -=  ('os  r, 

HO  H-ird>  ÜhnÜch  wie  in  dem  besondern  Falle, 

TangOlo«— Jr)=  ~, 

a 

aSini  6  Sin/ 

r  = 


Cos  (45»— i  c)       Sin(45<'—  i  v) ' 


Tni.giB=.^ 


+  b' 


Alis  illeRcr  Durstellung  ersieht  man.  dans  die  beiden  IVle'^KV 
den,  welche  Gregorius  a  St.  Vincentio  für  die  Conetnit^^Ani J 
der  CIlipNe  mittelst  des  Kreises  (gegeben  hat,  indem  er  eininat  ilf  * 
von  der  Peripherie  auf  den  Uurcnmesser  des  Kreises  gelnftflM 
Pcrpciidiliel,  von  den  Fusspuukten  derselben  aus,  auf  schräge  na- 
rallele  gerade  Linieo  aufträgt,  dann  aber  auch  diese  PerpeuditeJ 
selbst  in  einem  constanten  Verhältnisse  verändert,  in  unserti 
nlaifiogrup bischen  Projection  des  Kreises  ihre  gemeinschaftliche 
Qttelte  haben  Die  erste  jeuer  Methoden  ist  nichts  anderes,  als 
unsere  Projection  des  Kreises,  der  auf  der  Ebene  der  xn.  <lci 
Projections-Ebene,  senlirccht  steht  und  mit  den  andern  'Ciinidi- 
nuten-E[>enen  einen  beliebigen  Winkel  bildet:  die  andere  ist  eilen* 
falls  die  Projection  eines  Kreises,  vtelclier  jedoch  in  der  Elten« 
j.':  liegt,  nur  bilden  hier' die  Ptojectionsstrablen  mit  der  Projt**^ 
tions-Ebene  nicbt  einen  Winkel  von  45",  sondern  einen  belieliii!*^" 
Winkel,  den  wir  oben  durch  i  bezeichnet  haben. 

Wenn  der  zu  projic^irende  KreiK  wie  vorhin  auf  der  Projectiü»  ^ 
Ebene  senkrecbt  steht,  und  sein  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  il^^ 
Coordinaten  liegt,  so  wird  derselbe,  wahrend  man  ihm  eine  Dr^^ 
hung  um  seinen  in  die  Axe  der  :  fallenden  Durchmesser  bcilttsf " 
die  Oberfl&cbe  einer  Kugel  beschreiben.  Wenn  man  nun  iLir  Ir  ^' 
liebige  Drebungswinkel  ii,  wo  u,  wie  oben,  den  Winkel  liedcutic^' 
welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Coordinaten  •Ebene  i^^^ 
macht,  denselben  jirojicirt,  so  entstehen  dadurch  Ellipsen,  weluV*'^ 
s.'immtlich  einen  gemeinschaftlichen  Uun^hmesser  haben,  rier  d^  iJ 


D  A-«' 


Durchmesser  des  Kreises  gleich  ist.  Zieht  man  durch 
beiden  Punkte,  in  welchen  alle  diese  Ellipsen  sich  schneid'  . 
zwei  derselben  Tangenten,  so  ist  der  Winket,  welchen  diese  el'«'' 
schliessen,  gleich  dem  Unterschiede  der  entsprechenden  Drehun^-^ 
Winkel  des  Kreises,  oder,  was  dasselbe  ist.  gleich  dem  Wiak^'< 
welchen  die  Dnrchschnittslinien  der  Fbene  des  Kreises  und  J  «r 
Projeclions- Ebene  .ri/  eJnsch Messen.  Alle  diese  Ellipsen  iieri^" 
von  einer  und  dersetlien  Ellipse  eingchülll,-(lcren  Axen  wir  dur*:«  1 
die  folgenden  Bctrachtimgen  erbalten. 

Auftfitbp   2.     Man   sucht   die    plagiogra  phische 
jection  einer  Kugel. 

Aullüsung.     Die  Kugel    wird  von  der  Mantcllläcbe  de« 
linders,  welchen  die  Proiectionsstrahlen  bilden,  in  ^ 

Kreise  berührt,   dessen  Lage    gegen  die  Prujections-Ebene  Iq 
ermittelt  werden  kann.     Legt  man   den  Mittelpunkt  der  Kagl 
den  Anfangspunkt  der    ('oordtnoten    und    nimmt  wieder  die     "■ 
.111  zur  Projectioiis-Ebenc,    auch  die  Projectionsstrahlep  ! 
E^bene  yi  parallel  an,  so  itird,  da  der  Neigungswinkel  desB 
rungskreiscs  gegen  die  Projecfions- Ebene  '15"  betragt. 


=  Y^r!=i!.  ,  =  ^'''iz:^.. 
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r  den  Radius  der  Kugel  bedeutet,  und  man  erh&lt 


Gleichung  einer  Ellipse,    deren  halbe  grosse  Axe  r  V2  und 
■en  halbe  kleine  Aze  =r  ist. 


man  sich  die  Kugel  durch  Umdrehung  des  grussten  Kreises 
i  einen  beliebigen  festen  Durchmesser  entstanden  denken  kann, 
wollen  wir  annehmen,  dass  dieser  in  der  Axe  der  z  liege. 
Hin  ersieht  man  leicht,  dass  sämmtliche  Ellipsen,  welche  in  der 
f4gen  Aufgabe  als  Projectionen  des  sich  um  diese  Axe  drehen- 
D  auf  der  Projections- Ebene  senkrechten  Kreises  erscheinen, 
D  einer  Ellipse  eingehüllt  werden,  deren  halbe  grosse  Axe  rV2 
1  deren  halbe  kleine  Axe  r  ist.    Man  erhält  demnach  folgenden 

,yM an  ziehe  in  einem  Kreise  auf  einen  beliebigen 
trchxnesser  eine  Anzahl  senkrechter  Sehnen,  und  be* 
irke  die  Durchschnittspunkte  mit  demselben.  Glebt 
xtk  diesem  Durchmesser  eine  drehende  Bewegung  um 
D  Mittelpunkt,  und  lässt  zugleich  die  Sehnen  mit 
rer  anfänglichen  Richtung  parallel  sich  fortbewegen, 

liegen  die  Endputikte  derselben  allemal  in  einer 
lipee.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  jeden  Dre- 
mss^^inlc^l  eine  bestimmte  Ellipse,  und  alle  diese 
»rden  von  einerEllipse  eingehüllt,  deren  halbe  grosse 
Ke  die  Sehne  eines  Quadranten,  und  deren  halbe 
«ioe  Axe  der  Radius  dieses  Kreises  isf 

"Wenn  man  die  zu  projicirende  Kugel  durch  Ebenen  parallel 
t  der  Projections  -  Ebene  schneidet,  und  die  dadurch  entstehen- 
0  Kreise  proiicirt,  so  sind  diese  Projectionen  wieder  Kreise, 
d  zwar  ist  jeaer  derselben  demjenigen  gleich ,  dessen  Projection 
ist.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  liegen  sämmtlich  in  der 
ce  der  y,  und  sind  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eben- 
vreit  entfernt,  als  die  in  der  Axe  der  s  liegenden  Mittelpunkte 
r  ihnen  entsprechenden,  mit  der  Projections -Ebene  parallelen 
reise.     Von  jenen  Kreisen  werden  alle  diejenigen,  deren  Radius 

•lit    kleiner  als  —^  ist,  von  der  Projection  der  Kugelfläche  ein- 

hüllt  9  von  welcher  wir  gesehen  haben ,  dass  sie  eine  Ellipse 
Welche  die  Sehne  eines  Quadranten  des  grussten  Kreises  zur 
Iben  grossen  Axe  und  den  Radius  desselben  zur  halben  kleinen 
ijB  baS  Wir  erhalten  demnach  einen  Satz,  welchen  Herr  Pro- 
piKor  Steiner  im  dritten  Bande  des  Cr  eile's  eben  Journals 
f  reine  und  angewandte  Mathematik.  S.  *208. ,  wie 
1^^    ausgesprochen  hat: 

16 


o 


„Zieht  mao  id  eioem  gegebenen  Kreise  SekseSr  die  . 
säinnitlich   parallel   sind.    iTeschrelbt  über  jeder,    als 
Durchmeä^er  geDommeD^  eiDeoKreis,  so  wird  jeder  rei, 
diesen   Kreisen  (wozu  auch  der  gegebene  gekört  !j  toi^ 
einer  bestimmten   Ellipse  eingeschlossen  nod    Im  zwei 
Punkten  berührt  DieEllipse  hat  den  mit  des  eesaBstei 
Sehnen    parallelen    Durchmesser    AB   des    eeeekesi 
Kreises  zur  kleinen  Axe,    deren   Quadrat  ^'erade 
Hälfte  des  Quadrats  der  grossen  Axe  ist.     DiejeBign] 
Kreise   jedoch,    deren    Durchmesser    kleiner    siad 
ABV\  liegen    innerhalb  der  Ellipse,  ohne  tob  ikr 
rührt  zu  werden  '^ 

Man  ersieht  aus  diesen  Beispielen ,  wie  unsere  Projectf« 
angewandt  werden  kann,  um  Sätze  durch  geometrische  .4 
zu   beweisen^    welche    man  sonst  auf  aoalvtischem  Wc^  a 
halten  pflegt.  ^ 

Wollte  man   den  letzten  Satz    in  Form,  einer  Aofgabe 
sprechen ;  so  konnte  man  ihn  auf  folgende  Weise  fassco: 

„Ein  Kreis,  dessen  Radius  r  ist,  liege  in  der  Ebci 
jcy  und  sein  Mittelpunkt  im  An  fangspnnkte  der  Ca« j 
dinaten.    Lässt  man  nun  den  Mittelpunkt  eines  Kreii 
mit  veränderlichem  Radius  sich  in  der  Axe  der  «  bei 
gen,    und    giebt   diesem  Radius    jedesmal  die  Gr8< 
welche  der  Ordinate  a  des  Mittelpunkts  als  Absei 
eines  Punktes  in  der  Peripherie  jenes  festen  Krei 
angehört,    so    werden   solche    bewegliche  Kreise  ▼< 
einer   krummen  Linie   eingehüllt,  deren  Gleichung 
sucht  wird." 

Auflösung.      Die   Gleichung    des  beweglichen    Kreises 
irgend  einer  seiner  Lagen  ist 

Differenziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  or,  so  ergiebt  sieb 

ff  =  la, 

und   substituirt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Ctleichnng,  so 
h^lt  man 


.r2  + 


(fX ='--©•• 


oder 


(?)'+(.^)= 


1. 


als  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  krummen  Linie» 

demnach  eine    Ellipse  mit   halber  grosser  Axe  r  y'2  mid 

kleiner  Axe  r  ist;  übereinstimmend  mit  dem,  was  oben  doicbn 
andere  Betrachtungen  gefunden  wurde. 
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Aufgabe  3.    Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
3ection  einesRotations-Sphäroids^  dessen  Rotations- 
A.X  e  auf  der  Projections-Ebene  senkrecht  steht. 

Auflösung.  Schneidet  man  die  Oberfläche  durch  Ebenen 
parallel  mit  der  Projections-Ebene,  so  entstehen  Kreise,  welche 
tn  der  Projection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen.  Die  Mittel- 
ninkte  dieser.  Kreise,  welche  sämmtlich  in  der  Rotations  -  Axe 
uegen,  bleiben  auch  in  der  Projection  in  ihren  wahren  Entfernun- 
gen von  einander,  wie  denn  auch  die  Rotations -Axe  selbst  ihre 
Grösse  beibehält.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  man  die  Ellipse,  durch  deren  Rotation  das  Sphäroid  ent- 
standen ist,  construirt,  auf  die  Rotations  -  Axe  beliebige  recht- 
winklige Ordinaten  fallt,  und  mit  denselben  als  Radien  aus  den 
Punkten,  in  welchen  die  Axe  getroffen  wird,  Kreise  beschreibt, 
diejenige  krumme  Linie,  welche  solche  Kreise  einhüllt,  die  Pro- 
jeetion  des  Rotations -^phäroids  sein  wird.  Auf  diese  Weise 
'  wird  man  sich  dieser  krummen  Linie  mit  jedem  beliebigen  Grade 
Tan  Genauigkeit  nähern  können. 

Um  diese  Linie  genauer  kennen  zu  lernen,  stellen  wir  fol- 
gende Untersuchung  an.  Die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  des 
abg^lBplatteten  Spharoids,  durch  deren  Umdrehung  dasselbe 
eiststanden  ist,  sei  a,  die  halbe  kleine  ü.  Zieht  man  mit  der 
trossen  Axe  l^eliebige  parallele  Sehnen,  und  beschreibt  aus  den 
Punkten,  in  welchen  die  kleine  Axe  von  diesen  getroffen  wird,  mit 
den  Hallten  der  entsprechenden  Sehnen  als  Radien,  Kreise,  so 
kann  die  einhüllende  krumme  Linie  auch  auf  folgende  Weise  be- 
«timmt  werden.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

a^^  b^         ' 

nnd  wenn  man  die  Ordinate  eines  Mittelmmkts  jener  Kreise  durch 
^    bezeichnet,  so  ist  das  Quadrat  des  inr  entsprechenden  Radius 


«2 


°^^n   hat  demnach  für  jeden  Kreis  die  Gleichung 


«2 


^^^  +  (Z^-«)a=aMl-p). 


^»flferenziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  a,  so  ergiebt  sich 


€ta^ 


et 


^  ^v 


16* 


f 


ergteilt.  Diese  iet  demoach  ein« 
strairt  werden  künoen.  Die  1 
gleich  der  halben  grosseu 
und  die  halbe  grosse  Axe  ; 
selben   El 


Dl 


.  ;ils  Gleichungfl 


ren  Axeii  leicht  cgi 
e  Aie  ist  aSil 

der  gegebenen  Kill 
h  der  Sehne  einefl'l^ 
OoDstmction  wird^ 


offenbar  den  Vorzug  vor  der  ersten  mittelst  der  Kreise  geb6a>  1 
Wenn  das  SphäroJd  eiu  lüiiglichea,  also  durch  Umdresi 
der  Ellipse  um  ihre  |Tcas-<e  Axe  entütanden  ist.  und  niaa  di«  iSeft 
parallel  mit  der  kleinen  Axe  zieht ,  und  aus  den  Punkten ,  In  V 
eben  die  grosse  Axe  getroffen  wird ,  mit  den  entsprecheadea  hal 
Sehnen  Kreise  beschreibt,  so  ist  die  Ule'icbung  der  divselbf  ~ 
hüllenden  krummen  Linie: 


ler   halben  kletneo 


6^  ^  aH^^  ~     ' 
'   BIlipsc,   derei 


1  halbe  klein«  A» 
gegebeneu  Elllpfl 
r«ieyorhin.sl#(a 
Iben  Ellipse  ist.  ^ 


rie  mnn  leicht  sieht,    dvr  HaHf 
Kreise  enthalten;  man  darf  M 
:  des  Kreises  bedeutet. 


gleicl, 
und  d 
der  Sehne  eines  Quadrante 

In  diesen  beiden  SStzen  ist, 
des  Herrn  Professor  Steiner  von 
a^O^r  setzen  ,  no  r  den  Radiu 

Ferner  ergeben  sich   durch  Betrachtungen  ,   welche  det 
bei  der  Kugel  angestellten  ähnlich  sind,  foli^eude  Sätze: 

„Man  ziehe  in  einer  Ellipse  mit  einer  Axe  bei  ii 
parallele  Sehnen,  und  bemerke  diel* unkte,  in  We 
die  andere  getroffeD  wird.  Giebt  iiiud  dieser  eint 
hende  Bewegung  uiu  den  Mittelpunkt,  und  lässt  >3 
gleich,  die  Sehnest  uiit  ihrer  unl'ängl  igbeii  RiditnnE  P« 
rallel  sich  fortbewege»,  so  lieffeu  die  Endp---'  •-■•53 
selbe»  allemal  in  einer  Ellipse.  Aufdic-se 
hSit  man  für  jeden  Drehungswinkel  eine  lieBtimmt^ 
Ellipse,  und  alle  diese  werden  von  einer  Ellipso  ein 
gehülU,  deren  halbe  grosse  Axe  die  Sehne  *il)4L 
adranten  und  deren  halbe  kleine  Axe  die  balM 
gebeiieii  Eltlpifl 
r   oder   diesvr  pt*V 


halbe    (. 
und   deren 
r  halbe  kleine  Axe  de 
jonachdem  die  Sehnen    mit  je 


ratlel  sind.' 

,,Alle  diese  Ellipsen  haben  die  I 
derjenigen  Axe,  mit  welcher  die  Seh 
zu  gemeinschaftlichen  Schneidungs| 
Winlccl,  welchen  zwei  Ellipsen  in  ein 
mit  einander  bilden,  tat  immer  dei 
ftrghnng*winkp)  gleich." 


ciden  Endpunkt»! 
len  paral  lel  itimiiF 
unkten,  und  den 
ata  dieser  Punlct«! 
echewdeil 


^ 


Autat,ii> 


Man  (>uciit  die 
Gllipsoiils    mit 
dieser     Axea    auf  de 


drei    uiig] 
Projet 


n  krecht  steht. 

Auflüsuni;.  Wenn  man  das  Ellipsoid  parallel  mit  der  Pro- 
::tions-£benc  durch  Ebenen  schneidet,  so  entstehen  EDijisea, 
eiche  in  der  Prujection  in  ihier  wahren  Grüsse  erscheinen.  Die 
littelpunkte  derselben  liegen  sänimllich  in  der  auf  der  Projectinns- 
beoe  senkrechten  Axe,  welche  in  der  Projection  ihre  wahre 
irOjsae  behalt.    Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  Ellipsoids  fei 

id  die  Projections- Ebene ,  nie  gewöhnlich,  die  Ebene  der  ay\ 
teil  sollen,  wie  bisher,  die  Pröjectionsstrahlen  mit  der  Ebene 
parallel  sein  und  mit  der  Ebene  jrt/ einen  Winkel  von  45"  bilden. 
Sinn  fallen  die  Projectionen  der  Mittelpunkte  der  mit  der  Ebene 
/  parallelen  Ellipsen  in  die  Ajce  der^,  in  dieselben  Entfernungen 
'■n  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  welche  sie  in  der  Wirklich- 
3it  haben,  und  in  dieselbe  Linie  fallen  auch  siimtnlliche  Axen, 
eiche  mit  der  Axe  Ib  parallel  sind,  während  die  mit  der  Axe  2a 
■■rallelen  auf  jene  Linie  senkrecht  ku  stehen  kommen.  Aus  dieser 
etcactitunj;  ergiebt  sicli  nun  folgende  Construction  : 

(,Han  construire  eine  Ellipse,  welche  die  Axen  la  und  'Id  hat, 
*ge  auf  26  nach  beiden  Seiten  vom  IVlittelnunkte  die  halbe  Axe 
auf,  conslniire  die  Ellipse,  deren  Axen  2n  und  2c  sind,  trage 
'■2a  nach  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  die  halbe  Axe  b  auf, 
;d  consfruire  eine  dritte  Ellipse  ,  deren  Axen  26  und  2c  sind. 
■  es«  drei  Ellipsen  wollen  wir  resp.  durch  (a,  b);  (a,  cj ;  {b,  c) 
""zeichoen.  Zieht  man  nun  mit  2«  beliebige  parallele  Gerade. 
*lc|ie  die  Ellipsen  (n,  c)  und  (fr.  c)  schneiden,  und  construirt 
'er  jeder  dieser  Sehnen  Ellipsen,  so  dass  die  grössere  von  ihnen 
*  ^grosse,  die  kleinere  die  kleine  Axe  wird,  so  ist  die  krumme 
*Jiie,  welche  diese  Ellipsen  einhüllt,  die  gesuchte  Projection  des 
'•Ulpsoids." 

^  Bezeichnet  man  dnrch  cc  den  Abstand  einer  der  parallelen 
^^nen  von  der  Axe  2o,  so  bat  man  für  die  Quadrate  der  halben 
oXen  der  entsprechenden  Ellipse  die  Ausdrücke : 


1 


„1(1  —  ^)  und  Ä«(I— *^), 


also  ist  die  Gleichung  derselben 
welche,  in  Bezug  auf  a  differenüiirt. 


crgiebt.  Substituirt  man  diesen  Ausdruclc  in  die^  oltitie  (il^ictiui 
SU  erhält  man  l'i'ir  ilieienige  hrnnime  Linie,  welche  jene  Elltfi 
einhüllt,  folgende  Gleichnng: 


■  l>-  +  c'^ 


:  1. 


Diese  knimnie  Linie  ist  also  wieder  cini 
deren  hallte  Axen  n  und  V^ft"  (-p*  sind,  aus  wel 
stände  sich  eine  Constructio  n  unserer  Au  ft^ab 
die  ungleich  einfacher  als  die  oben  iinge^ehc 

Man    siehf  leicht,    nie  die  Lüsu 
dieser  allgemeinen  enthalten  ist. 


Ifit.f 

vorigen   Aufgab« 


^Vir  k'innen  die  vorhergehenden  Aufgaben  aber  auch  vollstSn 
lösen,  ohne  dabei  die  Theorie  der  Envelo)ipen  ais  bekannt  voni 
znsetxen ,  ivenn  wir  die  krumme  Linie  suchen ,  in  irelcher  difl 
projicirende  Oberfläche  von  dem  Strahlen-Cylinder  berührt  v 
UDa  diese  brumme  Linie  sndann  |irnjiciren.  Auf  diese  Weisefl 
5cbe  Projection  zu  Sätzen  Ober  j 

'M  projicirenden  Oberfläche  zTciHfl 


gegeben  ist,  und  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  eq 
Cylinders  allgemein 

sind,  so  ßndet  man  bekanntlich  die  Gleit 
eher  die  gegebene  Oberfläche  berührt,  wi 

(7  =  0  die    partiellen   Uifferenzialquotienten    (js— )   ""^  (q~)'J 

stimmt,  die  Ausdrücke  fiir  dieselben  in  die  Gleichung  des  Cylin? 


■  =  »(fe)  +  '(l) 


substituirt,  upd  i 
!C,  V,  :  eliminirt, 
wird.     Setzt  i 


s  diesen 
•odurch  ein 
I  diesen    i 


ier  Gleichungen  die  dr 
Ausdruck  für  ma  durch 
cke   fui 


i  Gr5( 

(  gefui 


und  2,  so  ist  die  dadurch  entstehende  Gleichung  die  gesud 
Aufgabe?!.     Man   sucht   die   plagiographische  1 

ction  einer  Oberfläche,    deren  Gleichung    V  = 

ben   ist. 
A  u  f  I  ü  s  n  n  g.     Für   den    Fall    unserer    Projection   habeo  ' 

nn  die  Gerade,  welche  den  Cyllnder  erzeugt,  mit  der  Ebe4 
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• 

rallel  ist»  uod  mit  der  Projections  -  Ebene  J^y  einen  Winkel  von 
^  bildet,  a=0,  6=:1;  die  vier  Gleichungen ,  iveiche  hier  in  Be- 
icht kommen,  sind  demnach: 

17=0, 

y  =  z  +  9«. 

Eliroinirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  drei  Grössen  a*,  y,  z, 
\  erhält  man  einen  Ausdruck  für  (pa  durch  a,  und  wenn  man  die 
osdrücke  für  (pa  und  a  in  diesen  zurück  substituirt,  dann  aber 
cO  setzt,  so  ergiebtsich  eine  Gleichung  zwischen  .rund^,  welche 
•  der  gesuchten  Projection  der  gegebenen  Oberfläche  ist. 

Diese  Aufgabe  und  Aufgabe  1.  enthalten  die  ganze  analytische 
Mtorie  unserer  Projectionsart. 

r«  Wenden  wir  die  hier  entwickelte  allgemeine  Theorie  auf  die 
|l%abe  4.  an,  in  welcher  die  Aufgabe  3.  enthalten  ist,   so  wird 

t  f;—  ^'j.»*-!.  *"_  1— 0 

^  y  =  2  +  9«. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  die  Elimination  der  drei 
teo  or,  y,  z  die  Gleichung 

ist,  wenn  man  die  Ausdrücke  für  tpa  und  a  durch  x,  y,  z  in 
Gleichung  zurück  substituirt,  und  dann  z=0  setzt, 

Gleichung  für  die  Projection  des  Ellipsoids,  übereinstimmend 
der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen.  Für  Aufgabe  3.  ist 
\b,.  und  man  hat 

a^^  a^  +  c^^ 

Aufgabe  6.  Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
tion  eines  Rotations-Paraboloids,  dessenAxe  auf 
Projections-Rbene  senkrecht  steht. 


I 
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Auflösung.  Schneidet  man^  den  Kuqper  parallel  mit 
ProjectioDS-Ebeue,  so  entstehen  Kreise»  welche  id  der  Proje 
in  inrer  wahren  Grosse  erscheinen;  daraus  ergiebt  sich  folg 
Constmction : 

,,Man  constmire  die  Parabel,  durch  deren  Umdrehung 
ihre  Axe  der  K«>rper  entstanden  ist,  und  ziehe  beliebige  au 
Axe  senkrechte  Sehnen.  Die  Durchschnittspunkte  nehme  ms 
Mittelpunkten  Ton  Kreisen,  deren  Radien  die  Hälften  dieser  Sc 
sind,  dann  ist  diejenige  krumme  Linie,  welche  alle  diese  K 
einhüllt,  die  gesuclite  Projection  des  Paraboloids/' 

Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  Körpers  sei 

^  +  y*  =  /i{a— 0; 


man  hat  also 


ü  =  a^  +  y^+pz~ap  =  0. 


~W~   p 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  die  Elimination  der  Gri 
^f  yy  z  die  Gleichung 

«*  —  ^  =  ap  +  ptpa, 
also,  wenn  man  die  Ausdrucke  für  a  und  q)a  zurück  solisfi 

Die  Projection  ist  also  wieder  eine  Parabel,  und  louu 
nach  mit  Leichtigkeit  construirt  werden. 

Aufgabe  7.  Man  sucht  die  plagiographisde  I 
jection*  eines  Ro  tations-Hypernoioids,  uesse«  R 
tions-Axe  auf  der  Projections-Ebene  senkredt  st* 

Auflösung.    Schneidet  man   den  Kürper  durch 
rallel  mit  der  Projections-Ebene,  so  entstehen  Kreise» 
der  Projection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen,  und 
demnach  folgende  Construction : 

„Man  construire   die  Hyperbel,   durch  deren  Ui 
Korper  entstanden  ist.    Auf  nie  Rotations  -  Axe  falle 
liebigen  Punkten  der  Hyperbel  Lothe ,  und  construire  out 
als  Radien  aus  den  entsprechenden  Durchschnittspnnb 
Kreise.    Diejenige   krumme  Linie,   welche  diese  f^'* 
ist  die   gesuchte  plagiographiscbc  Projection    des 
Wenn  der  Kürper  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache 
man  die  Lothe  auf  die  kleine  Axe,  wenn  er  ein  Hy 
zwei  Fächern  ist ,  auf  die  grosse  Axe  zu  fallen. 
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Wenn 

i  Gleichung  des  Umdrehungs •  Hyperboloids  mit  einem  Fache 
f  so  hat  man 


y  =  z  +  (pa. 


itbio,  nach  gehöriger  Substitution,  für  die  Gleichung  der  gesuch- 
D  Projection: 

»  Gleichung  einer  Hyperbel. 
Wenn 

17=  a«2«  —  c2(y2  +  a:«)  —  d^c^  =  0 

D    Gleichung  des  Umdrehungs  -  Hyperboloids   mit  zwei  Fächern 
t,  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  desselben 

oraus  man  sieht «  dass  dieselbe  ebenfalls  eine  Hyperbel  wird. 


In  sehr  vielen  Fällen ,  namentlich  in  solchen ,  wo  der  zu  pro- 
tdrende  Kürper  von  Ebenen  begrenzt  wird,  ist  es,  um  die  pla- 
Kographische  Projection  zu  erhalten,  nicht  nothwendig^  zu  den 
illgemeinen  Betrachtungen  zurückzugehen,  ja  man  bedarf  nicht 
rinmal  der  Zeichnungen  im  Grund-  und  Aufrisse,  sondern  kann 
krch  besondere  Betrachtungen ,  welche  sich  auf  die  Gestalt  des 
Körpers  bezieheo,  die  Projection  erhalten.  Dabei  wird  man  Sätze, 
Me  die  folgenden,  welche  in  dem  Wesen  der  ])lagiographischen 
j^jectiön  begründet  sind,  anzuwenden  Gelegenheit  haben: 

f       1.     Alle  gerade  Linien,    welche    mit  der  Projections -Ebene 

HP^IIel  Mind»  erscheinen  in  der  Projection  in  ihrer  wahren  Grösse. 

2.     Alle  gerade  Linien,    welche    auf  der   Projections -Ebene 

enkrecht  stehen,  behalten  in  der  Projection  ihre  wahre  Grösse. 


I 
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3.  Alle  Winkel^  deren  Ebenen  mit  der  Projections  -  Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  ihrer  wahren  Grösse. 

4.  Alle  mit  einander  parallele  gerade  Linien  bleiben  auch  in 
der  Projection  mit  einander  parallel. 

5.  Alle  ebene  Figuren,  welche  mit  der  Projections- Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  ihrer  wahren  Grosse  uod 
Form ,  d.  h.  als  jenen  congruente  Figuren. 

u.  s.  w. 

Diese  Projections  -x\rt  eignet  sich  ganz  besonders ,  um  beim 
Unterrichte  in  der  Stereometrie  angewandt  zu  werden,  indem  nicht 
nur  die  körperlichen  Gebilde  sich  mittelst  derselben  in  der  Ebene 
sehr  anschaulich  darstellen  lassen,. sondern  auch  viele  stereome- 
trische Sätze  mit  überraschender  Leichtigkeit  bewiesen  werden 
können. 


'1 


lieber  den  Distanzmesser  mit  Pa*  *' 

rallelfäden. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Langsdorff 

an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Mannheun. 


Dieses  Instrument  besteht  in  einem  um  eine  horizontale 

drehbaren  Fernrohr,  bei  welchem  in  der  Ebene  des  Fadenkrei 

zwei  horizontale  Fäden  in  geringem  Abstand  (etwa  2  Linien)  ron^ 
einander  gespannt  sind.  Visirt  man  mit  dem  l<ernrohr  in  horizon- 
taler Ricntung  nach  einer  entfernten  in  Zolle  getheilten  vertikaleo 
Latte,  so  lässt  sich  aus  dem  beobachteten  Latte nmaasse,  d.  k^ 
aus  der  Anzahl  von  Zollen ,  welche  sich  zwischen  jenen  zwei  Pmt^ 
rallelföden  zeigen,  die  Entfernung  der  Latte  vom  Objektive  (oder 
auch  von  der  Axe)  des  Fernrohrs  ziemlich  genau  bestimmen.         r 

Da  dieser  Distanzmesser  bei  detai Hirten  Aufnahmen  grom 
Bequemlichkeit  und  bei  bedeutender  Verjüngung  des  Planes  aucl 
hinreichende  Genauigkeit  gewährt ,  so  halte  ich  die  Afittheilim 
folgender  Bemerkungen  über  seinen  Gebrauch  um  so  weniger  f) 


.  •     . 
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nutzlos,    als  ich   mich  selbst  hie  und  da  von  der  unrichtigen  Be- 
handlung desselben  überzeugt  habe. 

Vor  Allem  ist  die  Beziehung  zwischon  der  Distanz  D  (der 
Latte  Ton  dem  Objektive),  dem  LattenniaasKe  L  und  den  durch  die 
Einrichtung  des  Fernrohrs  bedingten  Konstanten  dun^h  eine  Glei- 
chung ausLdrflcken.  ^ 

f  Ist  das  Fernrohr  ein  astrononÜHchcs  mit  Einem  Okular,  P  die 

Brennweite  des  Objektives,   H  das  durch  das  Objektiv  erzeugte 
Ideine  Bild  des  Lattcnmaasses ,  so  ist  bekanntlich 


B-jfj-p.L. 


daher 


L  =  Ijy.D^B. 


Eine  scharfe  Pointirung  erfordert  aber,  dass  das  Bild  B  mit 
den  Parallelföden  in  £iner  Vertikaiebene  liege,  weil  sonst  dieses 
Bild  hinter  oder  vor  den  Fliden  schwankt.  Der  Fehler,  welcher 
durch  Hin-  und  Herbewegen  des  Auges  leicht  erkannt  wird,  uiuss 
[durch  Verschieben  der  Okularröhre  beseitigt  werden,  nachdem  in 
^dieser  die  der  deutlichen  Sehweite  entsprechende  Entfernung  zwi- 
schen dem  Okular  und  den  Parallelladen  hergestellt  ist.  Bei  Er- 
füBung  dieser  Forderung  ist  aber  das  Bild  ß  des  Lattenmaasses 
genau  gleich  der  vertikalen  gegenseitigen  Entfernung  F  der  Pa 
rallelföden ,  daher 

Durch  Verschiebung  des  Okulars  in  der  Okularröhre  wird  als- 
dann das  Lattenmaass  nicht  verändert;  das  Lattenmaass  ist  also 
von    der  Beschaffenheit  des  Auges  unabhängig. 

Die  Konstante  F  kann  nun  unmittelbar  gemessen  werden.  Da 
[sich    nämlich   F  sehr  leicht  bis  auf  ^  Linie  genau  messen,  da- 
gegen L  bei  einer  bedeutenderen  Distanz  nicht  wohl  über  Vir  ^oll 
Brnau    beobachten    lässt,    so  verdient  der  bei  der  unmittelbaren 
essung  von  F  begangene  Fehler  keine  Berücksichtigung. 

F 

Man  bat  also  nur  noch  die  Konstiinte    -^   durch    wiederholte 

^Beobachtungen   von    L  für  eine  genau   gemessene  Distanz  D  zu 
bestimmen. 

Ist   z.  B.   F=:0,W  und  ist  für  />  =  5000"  das  arithmetische 
Mittel  der  Werthe  von  L  aus  10  ii^cobacbtungcn  -^88,1"  gefunden 
vorden  »  so  hat  man 

F  ^  L+F  _  880+0,1«  _  0  ,j,-,5,. 


«laher  die  allneniciitc  Form«] 


z  0.01766. /j  —  ü,iy 


D=5Q,G-25.L  +  U. 

lel  den  VVerlh  v 

der  Ase  ans  angeben ,    und 
1  Objektive  ti",  PO  hatte  man 

0  =  56,625./,  +  ]?. 


nicht  vom  UmektiT  sis'^ 
betrüge  die  Lntreruurajt 


Hat  das  Fernrohr  mehrere  Okulare  (nie  jedes  terrestriscla e 
Fernrohr),  so  hünet  das  dnrch  dasvorletzte  Okular  erzeugte  kleir*^ 
Bild  B  (welches  durth  das  letzte  Okular  nie  durch  eine  Logfve 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  Z>  und  von  den  konstanten  BretiD- 
weiten  der  Linsen  und  den  koostiinten  gegenseitigen  Entrernnng^n 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entrernung  ^ 
des  Objektivs  vom  ersten  Oloilar  ah.  Ist  nun,  zum  Behuf  d^ 
Uerstellung  des  für  die  denttiche  Sehweite  &  erforderlichen  A.b- 
standes  zHtsehen  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Parallel Oiden)  vni 
dem  letzten  Okular,  dieses  letztere  in  der  Okularrühre  verscbieb* 
bar  und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Beobacb- 
tungen  £  nur  mit  Z>,  und  eine  Veränderung  von  B  kaun  nur  von 
einer  Veränderung  von  D  herrühren,  ist  dagegen  in  der  Okulal^ 
rühre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  so 
ändert  sich  £  auch  mit  S,  daher  gieht  aisdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  ö  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  ß  ein«» 
und  desselben  Gegenstandes;  wird  also  das  Bild  der  Latte  In  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  geruckt,  so  erscheinen  verschiedene" 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Parall«'" 
laden,  d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  hei  gleicher  Distanz  von  d«' 
Sehweite  S  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  DistanZ' 
messers  mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okular- 
rChre  fest  sein. 

Für  jedes  solche  Fernrohr    erhalt  man  gleicbfalls  die  Formel 

J)=  a.L  +  b, 

wo  a  und  b  für  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstanten  aind,  welcW 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Findet  man  z.  B.  für  0=500"  den  miHleren  Werth  too  * 
aus  mehreren  Beobachtungen  =8.6"  und  für  7;=  5000"  den  ttiH*- 
leren  Werth  v:jn  i=88,"",  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

500=  o.,8,6+Ä, 

5000  =  «.88,7  +  6; 
H'oraus  sich  a^56,14  und  A:=17,  also  allgemein 

O  =  56,14.  /,+  !- 
ergeben  "ünle- 


3lan   kSaiite  auch   für  beliebig  viele  Werihe  von  D  (He 
P!«n  Werthe   von    L  beobachten,   und  ilie  Konstanten  /  i 


Es  versteht  sich ,   da^s  sich  alle  Distanzen  D  au 
lelhen  Punkt  des  Ini^truments  als  Anrani^spunkt  liezie 
da^s  dieiser   Punkt   hei   der  Messun<;    einei*  Station  jedesmal 
lu  über  dem  einen  Eiid))unkt  der  Station  liegen  muss,  nährend 

^ren  Endpunkt  die  Latte  raüglicbst  vertikal  aufgestellt  ivird. 
Auch  dari  nicht  ühertiehen  werden,  dass  die  Konstanten  eich 
\t^  müssen,  wenn  neue  Parallelfnden  einKezo<;en  werden,  dass 
.aUdann    diese  Konstanten   nieder  von  Neuem   au»  Beohach- 

I  be»-timmen  sind. 
Aisber   tvurde   die   Viairlinie  (o|ilische    Axe)  als    (wenigstens 

horizontal  vorausgesetzt.  Ist  sie  unter  dem  Winkel  k  gegen 
Horizont  geneigt,  wahrend  bei  vertikaler  Stellung  der  Latte 
Lattenmaass  L  abgelesen  nird,  so  tvfirde  das  Lattenmaass, 
die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  gehalten  wurde,  nur 
•  cos«  sein;  daher  ist  die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem 
Visirlinie  die  Latte  trifft,  nur  =:a.Zi.coea-|- 6,  folglich  die 
mtale  Projektion  dieser  Entfernung 


ö-=(a.i,.c< 


a-f  6).costt, 


^ei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10"  ohne  Bedenken 

it  werden  kann.  Für  Winkel  bis  etwa  lO**  kann  man  aber, 
a  in  Graden  gegeben  ist,  cos'a  =  l — sln^a  — 1 — c'.sin^l" 
•n«. 0,0003  setzen,  so  dass  man 

Ö  —  „L  fi.—(ai  +  (-).c(^ 0,0003 

Um  den  Winkel  a  bestimmen  zu  kiJnnen,  muss  der  Oistanz- 
it  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  versehen 
Es  ist  hinrelcfaenit,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  Ist,  wo 
jdann  Vlertelgrade  noch  sehr  leicht  schätzen  lassen. 
Für  bequemeren  Gebrauch  wird  man  sich  nach  der  Formel 
•,aL-\-b,  nachdem  man  a  und  b  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 
uboe»,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  Zi die 
»echende  Ulstanz  D  (für  horlznnlale  Visirlinie)  aufsuchen  kann. 
Wird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtlsch  ge- 
eilt, so  erleichtert  man  sich  die  Aulnahme  sehr,  wenn  man 
I  der  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maassstab 
•'ah,  der  lür  jedes  Lattenmaass  die  entsprechende  Distanz  un- 
ilbax  glebt. 


(ifiher  die  allgenieiitc  Fo 


D=!5Qfi>5.L  +  U. 


Sollle  die  Formel  de 
uonderii  vnu  der  Axe  aui 
der  Axc  vom  Objektive  (i 


Werth 
angebe 


hüttc  man 
56,625.  i +  17. 


I  l)  Diclit  vom  ObM^t'jg 
lind   betrüge  die  Entforo^ 


Hat  dos  Fernrohr   mehrere  Okulare  (ivie  jeile^  teirevt 
Ferorohr),  so  hncst  das  durch  das  vorletzte  Okular  erzeugte  ^_ 

Bild  B  (welches  durch  das  letzte  Okular  wie  durch  eine  tonpr« 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  ß  und  vnn  den  konstanten  Breno- 
weiten  der  Linsen  und  den  konstanten  gegenseitigen  Entfernungdi 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  Teränderlichen  Entfernung  ^ 
des  Objektivs  vom  ersten  Oliular  ab.  Ist  nun,  zunr  Behuf 'der 
Uerstellung  des  für  die  deutliche  Sehweite  <$  erforderlichen  A~b- 
standes  Kivischen  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Parallel  laden)  uo^ 
dem  letzten  Okular ,  dieses  letztere  in  der  Okularriihre  verschieb- 
bar und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ündert  sich  bei  den  Beobacti' 
tungen  £  nur  mit  J),  und  eine  Veränderung  von  B  kann  nur  von 
einer  Veränderung  von  D  herrühren.  Int  dagegen  in  der  Okular* 
rühre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  sO 
ändert  sich  £  auch  mit  S,  daher  giebt  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  Jl  eines 
und  desselben  (gegenständes;  wird  also  das  Bild  der  Latte  In  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  gerückt,  so  erscheinen  verschiedene" 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Parallel" 
faden,  d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  bei  gleicher  Distanz  von  dei* 
Sehweife  S  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  IJistan*' 
messers  mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okula^' 
rühre  fest  sein. 

Für  jedes  solche  Fernrohr    crhiilt  man  glelchliiUs  die  Formel 


D  = 


.L  +  b. 


wo  a  und  b  für  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstanten  sind, 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Findet  man  z.  B.  für  0=500"  den  mittleren  Wertli  von 
aus  mehreren  Beobachtungen  =S,ß"  und  für  fl=5000"  den  nii 
leren  Werth  vi^n  /.  =  88,;",  sn  hat  man  die  zwei  Gleichuneen 


lebe 


500  z=  a.  -8fi  +  b, 

5000  =  a  .  88,7  +  ö ; 

•voraus  s 

ich  n  =56,14  und  6  =  17,  also  allgemein 

0  =  56,14  .  L  h  IT 

ergehen 

vürdr. 

\a  kfinnte  au<;h  für  beliebig  viele  Werlhe  von  D  die 

n  Werthe  von   L  beobuubten,  und  ilie  Konstanten  /  unit  j 

ler  Methode  der  kleinütcD  Quadrate  bestimmeo,  »oduroh 
ie  Reelinitng  oline  Naben  verivkkclt  würde. 
I  versteht  sich,  daj^s  sich  alle  Distanzen  ß  auf  einen  und 
[ien  Punkt  des  Instruments  als  Anfunj^spunkt  beziehen  müssen, 
las  dieser  Punkt  bei  der  Messung  einei*  Station  jedesmal 
über  dem  einen  Endjiunlct  der  Station  liegen  muss,  wShrend 
!eren  Endpunkt  die  Latte  möglichst  vertikal  aufgestellt  wird, 
ich  dar!  Dicht  übersehen  nerden,  dass  die  Konstanten  e 

müssen,  nenn  neue  Parallellnden  einbezogen  werden,  dask^ 
Isdann   diese  Konstanten   wieder  von  Neuem  aus  Beobach-J 

zu  bestimmen  sind. 

eher  tvurde  die  Vlsirllnie  (nptlsche  Axe) 
horizontal  vorausgesetzt.  Ist  sie  unter  dem 
srizoot  geneigt,  wahrend  bei  vertikaler  Stellung  der  liatte 
Bttenmaass  L  abgelesen  ivird,  so  würde  das  l.attenmaass, 
'die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  sebalten  nürde,  nur 
osa  sein;  daher  ist  dieKntfernung  des  Punktes,  in  welchem 
Kiriinie  die  Latte  trifft,  nui  :=a.L.cosa+b,  folglich  die 
itale  Projektion  dieser  Entfernung 


als   (wenigstens 
Winliel  CE  gegen 


D  =  (a.L.i 


ß  +  ft).cosn. 


bei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10"  ohne  Bedenket 


D=(ß.X+6).cos*« 


i  etwa  10"  kann  man  aber,!, 
;1— 8ina„  =  ]_«a.si3aio| 


l  werden  kann.  Für  Wir 
r  in  Graden  gegeben  ist,  i 
n*. 0,0003  setzen,  so  dasi 


D  =  nL  +  b—(aL-\-b)  .a^.O,0(m 

Jm  den  Winkel  a  bestimmen  zu  bijnnen,  muss  der  Distanzrl 
mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  versehen^ 
ß.s  ist  hinreichend,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  ist, 
Uli)  Viertelgrade  noch  sehr  leltbt  schätzen  lassen. 
Ir  bequemeren  Gebrauch  wird  man  sich  nach  der  Fonud— 
Zi-|-6,  nachdem  man  o  und  6  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 
Den,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  Xdie 
ichende  Distanz  D  (für  horizontale  Visirllnie)  aufsuchen  kann, 
ird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
t,  eo  erleichtert  man  sich  die  Aufnahme  sehr,  wenn  man 
ler  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maaasstab 
t,  der  lür  jedes  Latten maass  die  entsprechende  Distanz  uo- 
ar  giebt. 


2ff2 


L  =  0.01766.I>— ü,iy 


/>=  56,025.1, +  11. 

Sollte  die  Formel  den  VVerth  von  V  iiiclit  vom  Oltjektiv  vm^e- 
suiiderii  vou  der  Ase  ans  angeben,  und  betrüge  die  Etitfuruar» J! 
der  Axe  vom  Objektive  (t",  eo  bätte  man 

/>  =  36,625.  i,  + 17. 

Hat  das  FeTDrohr  mehrere  Okulare  (nie  jedes  terreslrtsch e 
Fernrohr),  so  hünst  das  Hiirch  das  vorletzte  Okulur  erzeugte  kleiKxe 
Bild  B  (welches  durch  das  letzte  Okular  nie  durch  eine  Loupe 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  D  und  von  den  konstanten  Brenvi- 
«eiteti  der  Linsen  und  den  konstanten  ge(:enseitigen  EntfernuDg^n 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entfernung  ^ 
des  Objektivs  vom  ersten  Okular  ab.  Ist  nun,  zum  Behurd«r 
Herstellung  des  für  die  deutliche  Sehweite  Ä  erforderlichen  A-l>- 
standes  zivlscben  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Parallel  laden)  VD^ 
dem  letzten  Okular ,  dieses  letztere  in  der  OkularrObre  verschieb- 
bar und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Beoliacll- 
tungen  £  nur  mit  D,  und  eine  Veränderung  von  B  kann  nur  voa 
einer  Veränderung  von  D  herrtibren.  Ist  dagegen  in  der  Okular- 
rubre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  so 
ändert  sich  E  auch  mit  $,  daher  giebt  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verNchledene  Bilder  B  eio«s 
und  desselben  Gegenstandes;  wird  also  das  Bild  der  Latte  in  d»e 
Ebene  des  Fadenkreuzes  gerockt,  so  erscheinen  verschiedeoeo 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Paralld" 
faden.  d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  bei  gleicher  Uistanz  von  Je' 
Sehweite  S  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  Distanz- 
messers mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okula**' 
rUhre  fest  sein. 

Für  jedes  solche  Fernrohr  erhält  man  gleichfulls  die  Formel 


/)=  « 


L  +  b, 


sind,  ivelcbe 


(VC  (I  und  b  für  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstante 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Findet  man   z.  B.  fiir    0  =  500"  den    mittleren  Werth    vofi    -* 
aus  niehreron  Bcobaehtuni:en  — S.C"  und  ffir  /)=5000"  den  nii"' 
i  Gleichungen 


l«r™  Werlh 

•r.R  i^88.7".  so  hat  man  ilie  z\ 

500  =  a  .  _S,6  +  ti, 

5000  =  n.88,7  +  Ji 

.voraus  .ich 

=56,14  und  6  =  17,  also  allgm 

O  =  ä«,14  .  r.  1  17 

in  Icßnnte  auch  für  fteliebig  viele  Werthe  von  W  die  zur«*'! 
I  Werthe  von  L  beobailiten ,  und  die  Konslunteii  /  uii^  i^l 
eichung 


I  versteht  sich,   dass  sich  alle  DUtanKen  D  auf  einen  undj 
)en  Pimlit  des  Instruments  als  Aufangspunlit  heziehen  müssen,! 
'Ab  dieser   Punkt  hei  der  Messung;   einei*  Station 
über  dem  einen  Endpunkt  der  Statiun  liegen  mttss,  wSbrci 
eren  Endpunkt  die  Latte  mOgticbst  vertikal  aufgestellt  Mir 
ich  darf  nicht  übersehen  nerden,  dass  die  Konstanten  s 

mfissen,  weon  neue  Parallelladen  cini{eKO<»en  werden,  dass* 
,sdana    diese  Konstanten   wieder   vun  Neuem  aus  Beuhach- 

zu  bestimmen  sind. 

sher   wurde  die   Visirlinie  (optische   Äxe)  als 
horizontal  vorausgesetzt.    Ist  sie  unter  dem  Winkel  «gegen 
irizont  geneigt,  währeod   bei   vertikaler  Stellung  der  Latte 
attenmaass  L  abgelesen  uird,   so  vrürde  das  J.attenmaass, 

die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  ücbalten  würde,  nur 
»sot  sein;  daher  ist  die  Entfernung  des  Punktes,  in  n-elcheni 
lirlinie  die  Latte  trifft,  nur  ^a.L.to»tt-\-b,  lulglich  die 
itale  Projektion  dieser  Entfernung 

O  =  (a.i:..cosa+ft).cos«, 

bei  kleineu  Winkeln  bis  zu  10^  ohne  Bedenket 


;  werden  kann.  Für  Winkel  bis  etwa  10°  kann  man  aber,  I 
'.  iD  Graden  gegeben  ist,  cos^if=l — sio'«-=I — «'.sla'!*! 
»*. 0,0003  setzen,  so  dass  man 

ö=:ftL  +  6—(uZ,  +  6).o-'. 0,0003 

jm  den  Winkel  a  Uestimnien  zu  können,  muss  der  Distanz-  i, 
mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  GradboEren  verseben  ' 
ßs  ist  hinreichend,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  ist,  wo 
LDH  Viertelgradc  noch  sehr  leicht  schätzen  lassen, 
r  bequemeren   Gebrauch    wird   man    sich    nach   der  Formel 
L-fA,    nachdem  man    a  und  b  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 
aeo,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  X die 
ichende  Distanz  D  (iur  horizontale  Tisirtinie)  aufsuchen  kann, 
ird  der  Distanzmesser  als  Ktupregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
t,    so   erleichtert  man  sich  die  Äulnahme  sehr,  wenn  man 
ler   festgesetzten  Verjüngung   des  Planes    einen  Maassstab 
t,  der  fär  jedes  Latten maass  die  entsprechende  Distanz  un- 
-  -lebt. 
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dnher  die  nllgenieiiic  Formel 


/,  1=  0.01766. /j  —  o,iy 


Sollte  die  Formel   deo  Werfh  voi 
sondern    von   der  Axe  ans   angeben, 
der  Axe  vom  Objektive  ti",  so  hätte  man 

ß  =  56.625./. +  17. 

Hat  das  Fernrohr  mehrere  Okulare  («ie  jedes  terrestriscll' 
Fernrohr) ,  so  hängt  das  durch  das  vorletzte  Okiilar  erzeu|:te  kleiW 
Bild  B  {welches  durch  das  letzte  Okular  wie  durch  eine  Lo«p« 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  D  und  von  den  konstanten  Bren"" 
weiten  der  Linsen  und  den  konstanten  gegenseitigen  Entfernungen 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entfernung  * 
des  Objektivs  vom  ersten  Okular  ab.  Ist  nun.  zunt  Behuf  dd 
UerslelTung  des  für  die  deutliche  Sehweite  S  erforderlichen  Al^ 
Standes  zwischen  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Parallel  laden)  unO 
dem  letzten  Okular ,  dieses  letztere  in  der  Okuiarrühre  verscbieb-  ' 
bar  und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Ueobaeb- 
tungen  £  nur  mit  D,  und  eine  Veränderung  von  B  kann  nur  voO 
einer  Veränderung  von  D  herrühren.  Ist  dagegen  in  der  Okular- 
rOhre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  so 
£udert  sich  E  auch  mit  S,  daher  gieht  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  B  eines 
und  desselben  Gegenstandes ;  wird  also  das  Bild  der  Latte  In  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  gerückt,  so  erscheinen  verscbi eilen eo 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  P.irullel- 
li)den,  d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  bei  gleicher  Distanz  von  der  < 
Sehweite  S  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  üistaoz- 
messers  mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okula''  , 
rühre  fest  sein. 

Für  jedes  solche  Fernrohr    erhalt  man  gleichfalls  die  Formel 

D-=.  a.L\-b.  , 

tvo  a  und  h  für  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstanten  sind,  welche 
durch  Beobachtungen  bestininit  werden  müssen.  | 

Findet  man  z.  B.  für  /)=500"  den  mittleren  VVerth  von  * 
aus  mehreren  Beoliachtunaen  =8,6"  und  für  ß-5000"  den  n»Ut- 
leren  Werth  yv.n  L=88,7",  sn  hat  man  die  uwei  Gleichungen  ' 

500=  o..8,6+fi, 
BODO  =  n.88,7  +  Ä; 
woraus  sich  «=56,14  und  6=17,  also  allgemein 
D  =  56,14.  L  y  17 
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Man  könnte  auch  fiir  beliebig  viele  Wertlie  von  />  die  zuRe 
gen  VVertbe  von  L  beobucliteii ,  und  die  Konstanten  /  und  ij 
Glei<:hiin^ 

L  =  f.  D-,j 

I  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beHlimnien,  ivoduri^h 
r  die  Rechnung  ohne  Nutzen  verwickelt  würde. 

Es  versteht  sich,  dass  sich  alle  Distanzen  D  auf  einen  und 
seihen  Punkt  des  Instruments  als  Anfangspunkt  beziehen  milssen, 

daSs  dieser  Punkt  hei  der  Messung  einer  Station  jedesmal 
lu  über  dem  einen  Cndpunkt  der  Station  liegen  muss,  während 
loderen  Endpunkt  die  Latte  raügticbst  vertikal  aufgestellt  wird. 

Auch  dar!  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Konstanten  sich 
ero  müssen,  wenn  neue  Paralle  IIa  den  eingezogen  werden,  dass 
alsdann  diese  Konstanten  nieder  von  Neuem  aus  iteubach- 
n  zu  bestimmen  sind. 

Bisher  wurde  die  Visirlinie  (optische  Axe)  als  (wenigstens 
e)  horizontal   voraitsgesetzt.    Ist  sie  unter  dem  Winkel  a  gegen 

Horizont  geneis;t,  während  bei  vertikaler  Stellung  der  Latte 
■  Lattenmaass  L  abgelesen  wird,  co  wurde  das  Lattenmaass, 
^  die  Latte  senkrecht  zur  Vjsirlinie  gehalten  würde,  nur 
i.coSK  sein:  dalier  ist  die  Entferoutig  des  Punktes,  in  welchem 

Visirlinie  die  Latte  trifft,  nur  =a  .Z/.eo8K+ Ä,  t'utglich  die 
hsontaie  Projektion  dieser  Entfernung 

Ö  =  (ffl.i.COBft  +  Ä).C06tt, 

9r  bei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10^  ohne  Bedenken 


Blzt  werden  kann.  Für  Winkel  ?hs  etwa  10"  kann  man  aber, 
in  Graden  gegeben  ist,  cos^tt=I — sin^n  =  l — ü'.sia^l" 
—  tt*.0,(X)03  setzen,  so  dass  man 

0=:nZ,  +  6— (flt  +  fi).B«.0,(»03 

Um  den  Winkel  a  bestimmen  zu  kiinnen,  rauss  der  Distanz- 
ier mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  versehen 
^  Es  ist  hinreichend ,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  ist,  wo 
.^ftnii  Viertejgrade  noch  sehr  leÜht  schätzen  lassen. 
^Ffir  bequemeren  Gehrauch  wird  man  sich  nach  der  Formel 
z.ali-^b,  nachdem  man  a  und  b  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 
lehnen,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  i  die 
precben de  Distanz  D  (für  horizontale  Visirlinie}  aufsuchen  kann. 
Wird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
lebt, so  erleichtert  man  sich  die  Aufnahme  sehr,  wenn  man 
i  der  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maassstab 
l'aH,  der  für  jedes  Lattenmaass  die  entsprechende  Distanz  un- 
albar  giebt. 


/v  =:  0.01766. /J  —  0,1'J 


Sollte 

Bondern   von   der  Ase  ans  angelKMi ,    und   betröge 
der  Ale  vom  Objektive  fi",  so  biitte  man 

50,625.  L +  17. 

Hat  dos  Fernrohr  mehrere  Okulare  (nie  jedes  terrestrificl" 
Ferorohr) ,  so  h.'inct  das  durch  das  vorletzte  Okular  erzenste  kleine 
Bild  B  (welches  aurth  das  letzte  Okular  wie  durch  eine  Loup« 
betraehlet  ivird)  nicht  nur  von  D  und  von  den  konstanten  BreoD- 
weiten  der  Linsen  und  den  konstanten  geilen  sc  itigen  Enirernungen 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entfernung  * 
des  Objektivs  vom  ersten  Olcular  ab.  Ist  nun,  zum  Bchu/  der 
Herstellung  des  für  die  deutliche  Sehweite  S  erforderlichen  Ali^ 
Standes  zwischen  dem  Fadenkreuze  (mit  de«  Parallel fBden)  uD" 
dem  letzten  Okular,  dieses  letxtere  in  der  Okularrlihre  verschieb" 
bar  und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Beobacb- 
tnngen  £  nur  mit  />,  und  eine  Veränderung  von  B  kann  nur  vOO 
einer  Veränderung  von  D  herrühren.  Ist  dagegen  in  der  Okular- 
rOhrc  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  ver6chiebl)ar,  so 
lindert  sich  E  auch  mit  S,  daher  giebt  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  ß  eines* 
und  desselben  Gegenstandes;  wird  also  das  Bild  der  Latte  in  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  gerückt,  so  erscheinen  verschiedenen 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Pnrallel- 
faden,  d.  h.  das  Lattenroaass  L  ist  bei  gleicher  Distanz  von  de' 
Sehweite  5  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  Uistaa^' 
inessers  mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okula*" 
rühre  fest  sein. 

Fär  jedes  solche  Fernrohr  erhält  man  gleichfalls  die  Forsue' 


/>  = 


.L  +  b 


wo  a  und  f)  fiir  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstanten  sind,  welche 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  mtissen. 

Findet  man  z.  B.  für  Öi=500"  den  mittleren  Werth  v»n  '' 
aus  mehreren  Bcohachtuniien  =8,C"  und  fiir  7>=5000"  den  mitt- 
leren Werth  vtin  L  =  88,7",  so  hat  man  die  zwei  Oeicbungen 

500=  o.  ,8,6  +  6, 
5000  =  n.88,7  +  Ä; 
woraus  sich  n^56,14  und  Ä  =  17,  also  allgemein 
D  =;  56,14.  /,  I-  i: 
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Man  konnte  auch  fiir  beliebig  viele  Werthe  von  D  die  zuee 
irifi^n  Werthe  von   L  beobachten,  und  die  Konstanten  /  und  </ 
T  Gleichung 

.cb   der  Methode  der  kleinsten    Quadrate  bestimmen,  wodurch 
»er  die  Rechnung  ohne  Nutzen  verwickelt  wGrde. 

Es  versteht  sich,  dass  sich  alle  Distanzen  D  auf  einen  und 
»nselben  Punkt  des  Instruments  als  Anfangspunkt  beziehen  mOssen, 
id  dads  dieser  Punkt  bei  der  Messung  einei*  Station  jedesmal 
mau  über  dem  einen  Endpunkt  der  Station  liegen  muss,  während 
1  anderen  Endpunkt  die  Latte  möglichst  vertikal  aufgestellt  wird. 

Auch  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Konstanten  sich 
idero  müssen ,  wenn  neue  Parallelfnden  eingezogen  werden,  dass 
40  alsdann  diese  Konstanten  wieder  von  Neuem  aus  Heobach- 
mgen  zu  bestimmen  sind. 

Bisher  wurde  die  Visirlinie  (optische  Axe)  als  (wenigstens 
ihe)  horizontal  vorausgesetzt.  Ist  sie  unter  dem  Winkel  a  gegen 
BB  Horizont  geneigt,  während  bei  vertikaler  Stellung  der  Latte 
MI  Lattenmaass  L  abgelesen  wird,  so  würde  das  Lattenmaass, 
MB  die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  gehalten  würde,  nur 
^X.cosa  sein;  daher  ist  die  Entfernung  des  Punktes,  in  weichem 
b  Yisirlioie  die  Latte  trifft,  nur  =a.ü.cos(x-|-6,  folglich  die 
krizontale  Projektion  dieser  Entfernung 

D  =  (a.ü.cos(x-|-6).cosor9 


i 


U&r  bei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10^  ohne  Bedenken 
\^  D=(a.L+b).co8^cc 

jtzt  werden  kann.    Für  Winkel  bis  etwa  10^  kann  man  aber, 
jn  «  in  Graden  gegeben  ist,  cos*'^a=l— sin*a=:l — a*.siD*l*> 
ll  —  a*. 0,0003  setzen,  so  dass  man 

Z>  =  (iX  f  6— (aL+ 6) .  a«.  0,0003 

Um  den  Winkel  a  bestimmen  zu  können,  muss  der  Distanz- 
»r  mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  versehen 
Es  ist  hinreichend,  wenn  letzterer  in  Grade  gethcilt  ist,  wo 
dann  Viertelgrade  noch  sehr  leicht  schätzen  lassen. 

Für  bequemeren  Gebrauch    wird  man    sich  nach  der  Formel 

aL-^-bf    nachdem  man  a  und  b  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 

.jhnen,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  JL  die 

iprechende  Distanz  I)  (für  horizontale  Visirlinie)  aufsuchen  kann. 

Wird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
icht,  so  erleichtert  man  sich  die  Aufnahme  sehr,  wenn  man 
\  der  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maassstab 
irtt,  der  iür  jedes  Lattenmaass  die  entsprechende  Distanz  un- 
dbajr  giebt. 


I 


/.  r;0      ifift   /i       >».{|   ?!ir  /.  -    JW.     Tri^t     inr.  r'ia  -ül  eioe 

•  i<h-fi     '.»1  *'it,ftn    \(ii.'iri'/-riiirjkt  .1  .'iijs  '.acfi  •:»*ni  '•  *-r""jDirt^D  31 
■i.ili  ir  /oH    iifiil    't*hi\  Zfiil  i(i  'ier«H^i«ffi  ki<.li:i;:.j   iq .    Iiezei 

•  in-  ii«*/ii'iiif-tiiMi  l'.iiilfiijfiktff  (lurr-h  U  'ind  Ifjfj.  rheiii  den  Z^i» 
i.iiiiii  /..t i-.«-hi*n  0  tiiid  JfJfj  in   Hjfj '^ieji-he  Ttieiie  und  btfzeichiM 

riiiMliiii''.i|iiifiLri*    'tlirf'h    J.  :!.  •) '.?<i .    ^o  Ist  <iie  Gerade  v« 

lii.*«  /.Ulli  /i/tiMi  rii«*iliifi2HfiiiriLti;  die  dem  L«itteniiiaiu*$e  von  mZ 
i'iitM|ir«*«*hiMidi'    lii««taii/    m    der    lestireseizten     \  ^rjunmins. 
ihidiidii*  W'fMMi*  i«if  liciiii   «o^eriaiinteii  t.iusendth eiligen  Maätts« 

l.i.*iMeii    -lifli  ;iiifdi  die  liistaiueii  iVir  die  Zehiitelzoile  hiiizuiug« 

die  iiixiiriidiiiittiiile  V'erji'iri'^intr  tiänjft  von  der  tlureh  dai 
^tnimeiit  zu  «•rndi.diendeii  Iveiiaiiiiikeit  :il*.  I.st  z.  B.  /J  =  56,l 
I  17  und  hi.s.M*fi  ^iidi  liei  den  ifp'isHten  i^emessenen  Diätanzen 
die  /eliiitidzidie  iles  lj;ittcnnia:is.seM  'jnt  schätzen,  so  erhält 
ilie  1  M.Stanzen  :int"  .'HixO.l  ^;),*i"  i;enaii.  Da  man  nun  der  E 
nini;  <ieinä>s  Linien  mit  dem  Zirkel  auf  ,';  Linie  (:.  Millim 
u:enau  messen  kann .  so  muss  ,'  Linie  des  wahren  MaassMl 
xveniirsten.s  .i,ti"z=.)ri"'  des  verjiin<;fen  Indrairen ,  also  l'^deswa 
Maa^ssitabe»    wenisrstons   I;)><;)*)^H4Ü'"  des  verjungten:  die 

jünuuuu;  miis»ste  also  in  liieseni  Falle  hücdistens  ^^«   dürfte 

kleiner  i/.  H.   rr^TTrc)  -^^ein.     Liessen   sieh  hei  den  ST<issteo  ge 

MMien    DisUinzeu    nur    iioch   Viertelzulle   «iehätzen ,    so  dürft« 

\'eriiin:sunir  höidis^tens  tttttt  sein. 

•Jlüü 


ITeber  Distanzmessier. 

Vüa 

dem   Herausgeber. 


l 

^2.    ei  l>isi2iiizrtt«Mc«er  mit  der  Distanziacte.  für  cvelclieBl 
'"^«M^^owi      .  Laii.:49.d'jrn'  in   dem  vorhergehenden  Aulsatie 
*t«u^4«:    .«»Aeieci  'kiC   ein  in  der  Praxis  ;e«ie'i(alU  sehr,  vid» 
.«.^•.^u«>ckCeu   .aitfieieinier  Apparat  ist.  >o  ^^:il    vh  mir  eftu 
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B  Theorie  desselben  in  dem  vorliegenden  AufMatze  noch  nach 
Ml  Ansicbteu  zu  entwickeln,  welche  ich  seihst  liher  diesen  Ge- 
mstaod  der  Praxis  habe. 

Wenn  wir  uns  einen  leuchtenden  Punkt  und  von  demselben 
if  die  Axe  eines  Fernrohrs  ein  Pernendikel  gefallt  denken ,  die 
DtfemuDff  des  Fusspunktes  dieses  Perpendikels  von  dem  ersten 
lemente*)  des  Ohjectiv- Systems  durch  ;9,  die  gehörig  als  positiv 
1er  als  negativ  betrachteten  Entfernungen  des  leuchtenden  Punktes 
nd  seines  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems ,  von  welchem 
lo  Strahlen  unmittelbar  in's  Auge  gelangen ,  eiitsprechenden  Hildes 
her  respective  durch  y  und  (i  hczcicnnen;  so  ist,  wenn  A  und 
B  iwei  constante,  d.  n.  bloss  von  den  unveninderlichen  Bestim- 
ÜU^sstucken  der  Elemente  des  Objectiv- Systems  und  des  Ocular- 
lystems  und  der  unveränderlichen  Lage  derselben  gegen  einander 
jl  jedem  dieser  beiden  Systeme  einzeln  genommen  abhängende 
{roseeo  bezeichnen,  unter  der  Voraussetzung  einer  genauen  Ein- 
jhUnDg  des  Fernrohrs  zum  deutlichen  Sehen,  für  dasselbe  Auge, 
M  uoter  der  Bedingung,  dass  man  das  Auge  imnier  an  dieselbe 
Keile  hinter  dem  letzten  Elemente  des  Ocular- Systems  halt,  we- 
l|pteD8  mit  grosser  Annäherung: 

1)     y^  =  ^  +  Bp- 

Wegen  des  allgemeinen  Beweises  dieses  Satzes ,  welcher  sich 
iSr  ohne  Weitläufigkeit  nicht  geben  l/isst,  niuss  ich  mir  erlauben 
if  den  nach  Verlauf  von  ein  Paar  Wochen  erscheinenden,  die 
Igemeine  Theorie  der  F'ernröhre  und  iMikroskope  enthaltenden 
sten  Theil  meiner  Optischen  Untersuchungen.  Leipzig. 
146.  S.  174.  j.  23.  Nro.  5.  zu  verweisen,  indem  ich  hier  nur 
imerke,  dass  dieser  Beweis  sich  hauptsiichlich  auf  die  auch  in 
m  beiden  Aufsätzen  Archiv.  Theil  V^l.  Nro.  X.  und  Nro. 
IV.  entwickelten  Formeln  gründet. 

Mach  meiner  Meinung  wird  der  Distanzmesser  am  besten  mit 
vei  in  der  Aze  des  Fernrohrs  sich  senkrecht  durchschneidenden 
iden,  von  denen  bei  richtiger  Aufstellung  des  Instruments  sich 
er  eine  in  horizontaler,  der  andere  in  vertikaler  Lage  befinden 
Aiss ,  und  ausserdem  mit  noch  zwei  dem  in  Rede  stehenden  ho- 
Bootalen  Faden  in  möglichst  genau  gleichen  Abständen  von  dem- 
slben  j)arallelen  Fäden  versehen.  Bei  dem  Gebrauche  richtet 
lao  jederzeit  die  Axe  des  Fernrohrs  genau  nach  dem  Mittelpunkte 

er  überhaupt  nach  irgend  einem  bestinmiten  Punkte  ;)/  der  ver- 
1  aufgestellten  Distanzlatte,  liest  das  zwischen  dem  mittleren 
erixontalen  Faden  und  einem  der  beiden  ihm  {parallelen  Fäden 
■ibaltene  Lattenmaass  ab,  oder  bedient  sich  dabei  auch  der  beiden 
Ihh  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden  zugleich,  wobei 
Sr  immer  das  dem  über  der  nach  dem  Punkte  M  gerichteten 
liirlinie  des  Fernrohrs  liegenden  Punkte  der  Latte  entsprechende 


14^}  Unter  den  Elementen  eines  Spiegel-  und  Linsen  -  Syttemt  Tcr- 
»  ich  die  einzelnen  Spiegel  und  Linsen,  aus  denen  dasselbe  besteht, 
\m  In  dem  Systeme  immer  eine  unverauderlichc  Lage  gegen  einander 

u 
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Lattenmaass  als  positiv,  das  dem  unter  der  nach  dem  Punkte  M 
gerichteten  Visirlinie  des  Fernrohrs  liegenden  Punkte  der  Latte 
entsprechende  Lattenmaass  als  negativ  betrachten  wollen»  nb^s 
misst  an  einem  zweckmässig  angebrachten  Huhenkreise  den  Nei- 
gungswinkel der  nach  dem  Punkte  M  gerichteten  Visirlinie  des  ; 
Fernrohrs  gegen  den  Horizont,  indem  man  denselben  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  nach  dem  PanKte  M 
gerichtete  Visirlinie  des  Fernrohrs  über  oder  unter  der  doreh 
dessen  Drehpunkt  gehenden  Horizontalen  liegt.  Dass  alle  nothigen 
Hülfsmittel  zur  feinen  Einstellung  und  genauen  Aufstellung  an  aesi 
Instrumente  angebracht  sein  müssen,  versteht  sich  von  selbst. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Punktes  M  von  dea. 
Drehpunkte  des  Fernrohrs  durch  e,  die  constante  Entfernung  dl 
ersten  Elements  des   Objectiv  •  Systems  von  dem  Drehpunkte  d( 
Fernrohrs  durch  &,  den  Neigungswinkel  der  nach  dem  Punkte  . 
gerichteten  Visirlinie    des  Fernrohrs  gegen  den  Horizont  durch 
das  an   einem  der    beiden   dem   mittleren  horizontalen  Faden 
rallelen  Fäden   abgelesene  Lattenmaass  durch  k;  so  erhellet 
Taf  IV.  Fig.  2.   auch  ohne  weitere  Erläuterung  sogleich,  dass 
der  Gleichung  1)  in  völliger  Allgemeinheit 

/?  =  c  — 0+Asini,  ^  =  Xcost 

zu  setzen  ist,  wodurch  dieselbe  die  Gestalt 

k  COS  i 


2) 


Q 


=  ^  +  /?(c— e  +  Xsini) 


oder 


3)      kco8i=  AQ  +  BQ(e  —  ®  +  Jis\ni) 


erhält.    Weil   nun  aber  für  denselben  dem    mittleren  horizontal! 
Faden  parallelen  Faden  offenbar  Q  eine  constante  Grosse  ist, 
sind   für  denselben  dem  mittleren    horizontalen  Faden   parallel 
Faden  auch  AB  und  BQ  constante  Grössen,  und  wir  können 

4)     G  =  AQ,  H^BQ; 

wo  G  und  H  für  denselben  dem  mittleren  horizontalen  Faden 
rallelen  Faden  constante  Grössen  sind,  setzen,  wodurch  die 
chung  3)  in  die  folgende  übergeht: 

4)     Acosi=  G  +  Hie—e  +  ksmi). 

Alles  kommt  nun  zuvörderst  auf  die  Bestimmung  der  beii 
Constanten  G  und  H  an.    Zu  dem  Ende  messe  man  mit  mt  ^ 
ster  Genauigkeit  eine  Reihe  von  Werthen  der  Entfernung  e,  WS 
wir  durch 

Ei  El,  E^y  E^,  £4, 

bezeichnen  wollen,  und  bestimme  die  entsprechendeD  Werthe 

I19     1^9     I^>     1^9     J^^i 
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des  Lattonmaasses  A,  natürlich  immer  an  demselben  dem  mittleren 
httriaontaleo  Faden  parallelen  Faden ,  und  die  entsprechenden 
W«rthe 

Imi  Nctaimgawinkela  i*  ^  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  beiden 
CmmiIbd&d  G  nnd  11  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 


5) 


L  cobJ 
Li  coaJi 
L%coaJ^ 
Li  cos/g 
L^  CO8/4 


C  +  di 
C  +  (£4 


u.  s.  w. 


-e  +  X  ainJ)H, 
-e  +  XiSmJj)//, 

-e  +  X^sin/s)//» 

-e+£j,sinJi)/y, 

e  +  l/^sinjy//. 


welche  man  nun  einer  vollständigen  Behandlung  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  untenvirft,  worüber  hier  natiirliich  nichts 
weiter  zu  sagen  ist,  da  in  den  bekannten  betreffenden  Schriften 
alles  Erfordeniche  ib  grosser  Ausführlichkeit  nachgesehen  wer- 
den kann. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Constanten  G  und  II  he- 
atimmt,  so  erhält  man  nach  der  Gleichung  4)  die  Entfernung  e 
wo»  den  beobachteten  Werthen  von  A  und  i  und  dem  immer  leicht 
durch  unmittelbare  Messung  mit  aller  nüthigen  Genauigkeit  zu  be- 
itimnienden  &  mittelst  der  Formel 


C)    e=e—X8iüi  + 


Xcosi —  G 

IT 


Wenn  wir  die  Fehler  von 


tive  durch 


G,  //,  l,  i,  e 


8C,  dH,  8X,  81,  de 


eeichnen,   und  dieselben  als  Differentiale  betrachten,  so  haben 
nach  4)  eigentlich  die  Gleichung 

U)  co8(i+8f)  =  C+8C  +  (N+dli)  t  c+8c— e+  (X-j-dX)  sin  (i+dl) ) . 

,  weil  e  aus  der  Gleichung 

icosi=G  +  //(^— Ö  +  Asini) 

^Mnant  worden  ist,  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung, 
le  man  leicht  findet: 

TheU  Tin.  17 


d.  i. 
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+  H(de+sinidX+icosidi) 


coBiBX--^Xsinidi=zBG  +  ^^2BpL£dH 


+  H(de  +  sinidl+lcoBidi) 


und  folglich 


7)  de  =      (cosi— jEfsiDj)-^ 

-  8G 
H 

Xcosi — G    BH 

5 -ff' 

Soll  dl  in  Secunden  ausgedruckt  sein,  so  muss  man  ' 
Gleichung  sin  T^  dt  für  Bi  setzen  ^  wodurch  dieselbe  die 
Gestalt  erhält : 

8)  Be  =       (cos«  —  jBaini)-^^ 

—  X  (sin  t  +  jy cos  0  sin  1" .  -j^ 

BG 


U 

Icost —  G    dff 
H        '  H- 

Für  t=0  ist 

i\\     rj^  BX        i«:„iv   o:       BG      X — G    BH 

9)     de  = -^ —*  ASinl  .ci jj- IT"  "^^ 

Wenn  man  sich  bei  der  Bestimmung  der  Constaotwi 
H  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bedienen  y 
reichen  zwei  der  Gleichungen  5),  etwa  die  beiden 


j  L  cosJ  =  G  +  (JS— ©  +  I/sinJ)jy,     * 
^      I  IicosJi  =  G+(i:i  — e  +  IisinJi)jgr, 

zur  Bestimmung  dieser  beiden  Constanten  hin.  Mittdst  l 
iicher  algebraischer  Elimination  erhält  man  nSinUcfa  dIhm  I 
rigkeit : 


^.  .i     . 
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G  = 


H= 


_  I,(£|— ef  L|  sin  JQcosJ— Li  (£— e+I/siD  J)cogu/, 

E — Ex  -\-  L  »\i\  J —  Li  sin  Ji 

LcobJ—  Li  cosJi 
E —  Ei+L  sin  •/—  Li  sin  Ji 


r LjEi—S)  cos  J—Li  (E—S)  cos  Jj—  LL|  sin  (J'-Ji) 


'^  = 


E — El  +  L  8inJ — Li  sin  Ji 

LcosJ — Li  cosJ| 
E —  El  +  L  sin ,/  —  jL^  sin  Ji ' 


Zur  Bestimmung  von  8G  und  d//  hat  man  aber  nach  10),  wenn 
I  frfiber  auch  jetzt  86  =  0  gesetzt  wird ,  was  jedenfalls  ver- 
ttet  ist 9  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(cos  J — H  sin  J)dL — L  (am  J+ II  cos  J)dJ — HSE 
=  dG  +  {E—e  +  LsinJ)SII, 

(cos  Ji — ^sin  Ji)  dLi — Li  (sin  Ji  +//cos  J|)  BJi — HBEi 
=  dG  +  (i^i— 0  fLjL  sin  Ji)  d/L 


V 


Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

U  =      cosJ—  II  sin  J, 

13)  J  F  =  L  (sin  J+H  cos  J) , 
IF=  E— 0  +  /:sin7 

t7,   =      cost/j — HsinJi, 

14)  J  Fl  =  Li  ( sin  Ji  +  //cos  ^i) , 
»Fl  =  £i  — 0+LisiuJi; 

en  diese  Gleichungen: 

UdL  ---rdJ  — ^8JB  =dG+WdII, 
üidLi -  VidJi^HdEi  =dG+  WidH; 


15) 


ihren  mittelst  leichter  Elimination  zu  den  beiden  folgenden 
1cken : 


16)     8G  = 


IT  • 


2S0 

uod 


FF— »Fl        ■   W—Wi 


W—  Wi        '    W—  Wi 

Sollen  dJ  und  BJi  in  Secunden  ausgedrückt  sein,    so 
diese  Gleichungen: 

lox     ar-  ÜWi      flr   ,        UiW     r,T 

18)     ^g  =  -    TF-/f.    ^^+    W-W,   ^^ 

,   FPF,  sin  1"  fl ,       Fl  IFsin  1"  ^  , 
+    |F-»Fi   '^■'  ~  "TF-lfT '^•'' 


und 


Fsinl"    ;, ,    .      Fl  sinl"   „  , 

IF-IF,  *'•'  +  iF^^rwr    ' 

^        3£-f    ,„^„,    8£;i. 


FF—  »Fl  •     »F—  »Fl 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,    dass   man  das  Lattenma 
den  beiden  dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen 
beobachtet  habe,  und  dass  die  Gleichung  2)  fQr  den  über  de 
M  gerichteten  Yisirlinie  des  Femrohrs  liegenden  Punkt  der 

20)  ^^  =  A  +  B(e  —  e  +  l8mi), 

für  den  unter  der  nach  M  gerichteten  Visirlinie  des  Pen 
liegenden  Punkt  der  Latte  dagegea         ' 

21)  ^!-~^  =  A  +  ß(e—e+X'siDi) 

sei;  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen 

(  Aco8f  =  ^Q+fiQ(e— e  +  lsinb, 
'     I  A'cos»=^Q'+Äe'(e— ©  +  i'sini); 

aus  denen  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 


23)     (X-^V)cosi 
.      =^  A(Q^Q')  +  B{Q^Q'){e^e)  +  B{XQ--k'Qf)Bini 

ergiebt  Sind  nun  die  beiden  Fäden «  an  denen  das  Lattenmaass 
beobachtet  wird ,  gleich  weit  von  dem  mittleren  horizontalen  Faden 
entfernt«  so  ist  v= — Q,  also  Q— •Q'=:2Q,  und  die  vorherge- 
hende Gleichung  wird: 

« 

24>      (ji— A-)  cosi  =  2JQ  +  2Be(e  — 6)  +  ÄQ(i+i')  sioi,      , 
**d«r,  wenn  wir 

*«t%en,  wo  natürlich  7i  und  (&  Constanten  sind: 

26)    (i— A')co8t  =  3C+©{e— e+i(i+i')sin»|. 

Weil  aber  nach  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  X  positiv« 
dagegen  )!  negativ  ist,  so  ist  offenbar  X — X'  das  zwiscnen  den  bei- 
I'    deD  dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden  enthaltene 
f.    Lattenmaass«  und  folglich«  wenn  wir  dieses  durch  /'bezeichnen: 

27)    /cos£=i2l+SB{ß— 0  +  ia+>t')s"ni), 

^      iro  es  nun  wieder  zuvörderst  auf  die  Bestimmung  der  Gonstanten 
'    31  und  9  ankommt. 

Zu  dem  Ende  messe  man  mit  möglichster  Genauigkeit  eine 
Reihe  von  Werthen  der  Entfernung  e«  welche  wir  durch 

JE,  Elf  El,  J2J3,  £4,  .••• 

bezeichnen  wollen ,  und  bestimme  die  entsprechenden  Werthe 

8,    1,     1'; 

8i,  Ji,  l'i; 

<%3^  «a/  ^  a» 

83  >   '8  >   1  3  5 

<4 »  I4  >   '  4 ' 
u.  s.  w. 

der  Lattenmaasse 

/,    X,    X' 
und'  die  entsprechenden  Werthe 

•'»     /l*    «fjSj    «^3»    •^4»   •••• 

des  Neigungswinkels  t.    Dann   hat  man  zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten ^  und  ^  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen :  ^ 


28) 


8i  Gos  Ji  =  3C  +  { £1  —  0  +  J  (li+I'i)  810  /i } » , 
i  £aCosJa  =  2t  +  {JKa— 0  +  lOaHa)sin./2)95, 

11-    s     vir. 


welche  man  einer  vollständigen  Behandlung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  unterwerfen  muss. 

Hat  man   also  auf  diese  Weise  die  Constanten  21  und  V^  ge- 
funden^ so  eTgiebt  sich  e  nach  27)  mittelst  der  Formel 

29)    6  =  0-4(ii+A')sini  +  ^^^55^:::^. 

Kann  n^an  das  Glied  i{l-{-X')iiiniy  wo^  was  wohl  zabeachtep 
i8i%,  k  und  i'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  ^  ohne  merkliche! 
Fehler  als  yerschwinaend  betrachten ,  so  werden  die  vorhergei^ 
henden  Formeln  etwas  einfacher ,  was  hier  einer  weiteren  Aus- 
führung nicht  bedarf,  indem  die  betreffenden  Formeln  mit  der  1 
grossten  Leichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  allgemeinen  Formeln  j 
sogleich  abgeleitet  werden  können. 

Durch  Differentiation  erhält  man  aus  der  Gleichneg  27)  aii^ 
gewöhnliche  Weise 

cosie/— /sint8i  =  a2(+{c— 0  +  i(^+AOsini}8q5 

+  ©  { 8c  +  J  siD  i  (8A+8A')  +  \  (l+X')  cos  m 

oder 

cos  idl —  /sin  i  dt  =  82f  H ^ 8  © 

+  a&  { 8e + i  sin  i  (8H8it')  +  i  (X+l')  cos  idi  ] , 
und  folglich 

30)      de  =     cosi^  — isini(8A+8A') 

+  {ls\ni  +  i^(l  +  X')cosi\^ 

_8a 
» 

Icosi — 2t    8S5 

oder^  wenn  dt  in  Seeunden  ausgedrückt  seift  soll,  auf  äbnlkbe 
Art  wie  im  Obigen : 
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31)      ae=    co«i?f— Utnt(8A+aA') 

/cosi — 31    8® 

»  —  "S"- 

Fflr  {=0  ist 

Will  man  sich  bei  der  Bestimmung  der  Constanten  21  und  S& 
^a^:lIathode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bedienen,  so  reichen 
MMR  dcv  Gleichungen  28),  etwa  die  beiden  Gleichungen 

.V  (8  co8/=a  +  |£-e+iO  +  l')sin/)©, 

■r  Bestimmung  dieser  Constanten  hin.  Auf  dem  Wege  gewühn- 
Iber  algebraischer  Elimination  erhält  man  nämlich  ohne  Schwie- 
Ikeit: 

i^—  £-JSi+i(H-Osin7--iOi+l'i)«n^, 

^  lg. 8  cosJ — gl  cos  Jt 

™"*"    £—  El  +  i  0+1')  sin 7—  J  (li+l'i)  sin  Ji\ 

Durch  Differentiation  erhält  man  aus  den  Gleichungen  'V\) 
liclit  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

cos  JaS  —  i  B  sin  J  (31 +31') 
—  |8sinJ+l»(I+Ocos/)8J— ©aJE 

=  aa+|f;-e+i(i+r)sinJ)8», 

cos  JiSii  —  i  ©  sin  Ji  (d\i  +  8»'i) 
—  (8i  sin  Ji  + 1  ©  Ol  +ri)  cos  Ji)8,/i  —  SB  8A\ 
=  82l  +  |li  — e  +  U»i  +  ri)«in»/,|8»; 

ider^  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

X  =  cos  J, 

JU    =    IS  MI../, 


\ 


®  --=  £— 0+'(|-|-l')  sinJ 


k. 


36) 
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Ui   =  I  ©  sin  Ji , 

»1  =8,  siD7i+4©(li+l'i)cosy,, 

«EBi  =  £i  — e+i(Ii+l'i)srn7i 


setzen : 

.■i  32  _u  (81+30  —  58  dJ  — Q53£  =  821+SB8», 
i  5i88i  -  «1  (9«i+Sl'i)-aJi8^i — »9^  =  33C + Siö^J. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sieb: 


jffi— aSx  SB— SBi 


und 


9B— ®i  ^  SB— SJi 

oder  4  wenn  dJ  und  dJi  in  Secunden  ausgedrückt  sein  soU«i 

.  58 ®i  sinl"  n  ,       58i 95  sin  1"  «  , 

+  aB-Si  *'*'  — SS-®i  *'''* 

■  I 

und 


k  .«jmULiI 


irfirde. 


1  Difitaozmes«et 
metde  mich  aber  für  jelzt  durchaus  nur  auf  die  Darte- 
^ben  ganz  im  Allgemeinen  heHchrünifcn ,  ohne  mich  auf 
mi^en  über  die  Genauigkeit,  welche  dieses  Instrument 
tnilhreD  im  Stande  sein  möchte,  einr.ulaxseu  ,   «eii  ich 

Jiüssere  Anzahl  dioplrischer  S&lze   in  AnwendunE;  zu 
zu  öfteren  Verweisungen  auf  meine  oben  erwähnte, 
L  Augenblicke   noch  nicht   erschienene  Si^hnlt  genOthigt 
de.   lleinerken  will  ich  jedoch,   dat^s  ich  diese  Unter- 
ig  für  um  so  nöthiger  halte,  iveil  ich  mir  keineswegs  ver- 
,  «lass  die   Ausfühning  des  im  Folgenden  unzugelienden  In- 
meots  allerdings    nicht  geringen   praktischen  Schwierigkeiten 
irilej;en  dürfte. 

IVir  denken  uns  zwei  mit  einander  verbundene  FernTDhre  tou 
r  verschiedener  Vergriisseninc; ,  deren  optische  Axen  einapder 
lllel  sind ,  auf  einem  passenden ,  mit  allen  nUthigen  Vorrich- 
ir  sroben  und  feinen  Benegunq  versehenen  Stative  auf- 
teilt ,  uuiT  verbinden  mif  denselben  einen  mikro metrischen  Ajipa* 
durch  welchen  die  linearen  Griissen  der  Itilder  der  Objecto 
grosser  Genauigkeit  gemessen  vrcrden  können ,  Kobei  es  jeden- 
.  __  .....ii.«;ii.„)v — 4._„  „„:_  nird,  wenn  sich  die  Einrichtung  so 
_  .    .,  .nikrometrische  Apparat  bei  beiden 

rnhi  


nrnhren  zur  Messung  der  linearen  GrGssen  der  Bilder  gebraucht 
don  kann.  Auch  wird  ein  Hiihenkreis  zur  Messung  des  Nei- 
gswtnkeU  der  einander  parallelen  optischen  Axen  der  beiden 
nröbre  gegen  den  Horizont  angebracht,  wovon  der  Zweck  leicht 

8«lbst  in  die  Augen  fallen  ivird ,  wenn  wir  auch  im  Folgenden 
ICT  Einrichtung  nicht  welter  Erwähnung  thun  werden,  da  es 
I,  wie  gesagt,  lür  jetzt  nur  auf  die  Darlegung  der  Idee  ganz 
Allgemeinen  ankommt. 

Eine  eeradc  Linie,  etiva  ein  Durchmesser  eines  beliebigen 
[ects.  deren  Entfernung  von  dem  Drehpunkte  des  Instruments 
tod  deren  Länge  q  sein  mug,  stehe  min  auf  den  einander  pa- 
lelen  optischen  Axen  der  beiden  Fernrohre  senkrecht.  Sind 
g  die  mit  dem  niikrometrischen  Apparate  gemessenen  linearen 
I  der  Bilder  dieser  Linie  in  den  beiden  Fernrlibren  Q  und 
.  und  bezeichnen   i  und  t'   die  Entfernungen  der  Objectivgläser 

beiden    Fernrohre  von   dem   Drehpunkte  des  Instrumente;    so 

n&n,  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  L  1)  für  die  beiden  Fern- 

t  die  folgenden  Gleichungen; 


MO 

l)    ^z=A  +  B(p-i),    -^=:A'+B'(p-f); 

vfoA,  B  nnd  A',  Bf  Constanten  sind.    Durch  Elimination  toi 
e^iebt  sich  ans  diesen  beiden  Gleichungen : 


Q  -A'+Bip-ey 


nnd  folglich 


„.      „_      {A-Bi)Q-{A-B'i')qf 
'     ^~  BQ—BiJf  ' 

odar,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

Av     <if  A — Bi     ff. Ä-^Bi     g       B 

setzt: 

mittelst  welcher  FonneU  wenn  die  Constanten  3(»  SB^  C  befam 
sind,   die   Entfernung  p  aus  dem  durch  Messung  von  Q  nöA  ' 

bestimmten  Werthe  von  ^  berechnet  werden  kann« 

vi 

Aus  der  Gleichung  4)  ergiebt  sich  die  GleicbuDg 
5)    3C  +  |^»  +  p|^€  =  p. 

Hat  man  nun  durch  wirkliche  Messungen  eine  Reihe  ziuhb 
mengehörender  Werthe  von  p  und  ~  ermittelt,  so  erhält  man  «h 
Reihe  tod  Gleichungen  von  der  Form : 


6) 


u.  s.  w. 
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welche  in  Bezug  auf  %  V>,  C  nU  uiihckanntc  Grossen  vom  ersten 
Grade  sind,  mt  man  drei  Cileidiuni^en  dieser  Art,  welches  die 
fferiugste  erforderliche  Anzahl  dorsciben  ist,  so  erhalt  man  die 
Constanteu  31,  Ä»  C  auf  dem  Wci^c  gewöhnlicher  algebraischer 
Elimination.  Hat  man  dagegen  mehr  als  drei  (lieichun^en  von  der 
obigen  Form,  so  findet  man  die  ToiiMtanten  31,  Q>,  (£  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  CJuadrate. 

Hat  man  Cvelegenheit  zwei  Paare  zusammen&^ehörendcr  Werthe 
von  p  und  g  zu  messen,  so  hat  man  nach  1)  zur  Bestimmung  von 
A  «nd  B  swei  Gleichungen  von  der  Form : 

und  zur  Bestimmung  von  A  und  B^  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 

A+(p-{)B=i^,    ^'  +  (;,,-r)/r=-»J-. 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Constanten 
A,  li  und  A\  K  gefunden ,  so  ergeben  sich  die  ("oiistantcn  31^  93,  C 
mittelst  der  formeln  3) ,  und  man  kann  dann  zuerst  p  mittelst  der 
Formel  4)^  und  hierauf  auch  q  mittelst  einer  der  beiden  unmittel- 
bar  aus  1)  fliessenden  Formeln 

berechnen. 

Bemerken  wollen  wir  endlich  noch,  dass  man,  so  wie  Tofher 
q^  aus  den  beiden  Gleichungen  1)  auch  ;;  eliminiren,  und  sich 
&hnllche  Vorschriften  wie  vorher  zur  unmittelbaren  Bestimmung 
von  p  auch  zur  unmittelbaren  Bestimmung  von  q  bilden  konnte, 
frelcnes  weiter  auszuführen  wir  jedoch  füglich  dem  Leser  über- 
lassen  k«innen« 

Mit  diesen  allgemeinen  Andeutungen  über  den  vorliegenden 
Gegenstand  müssen  wir  uns  jet2t  vorläufig  begnügen. 


!>.  =  •<  1  "' 


und  tolgW' 


3)     a---     ■«     ' 


i„s  der  el.iok»"S  '■     '=■ 

„^ »« »«■  ^-';,::";': 

.©- 


r 


b  und  (i.  so  Ist  das  Moment  desjenigen  Kraflepaars;  (vekh 
KDrpei  in  seine  alte  Liige  direct  zurückzuführen  etrelit,  z^af^^ 

Es  eei  jetzt  e  ein  Element  des  zu  k  eehürigen  Thel!« 
Fläche  f,  €  ein  Elemeut  des  zu  U  gehangen,  /,;  .t.  und  a 
Entfernungen  von  /.  Errichtet  man  auf  r  und  e'  Prismen 
von  f  a)<9  zweite  EndflÜche  geschnitten  werden,  so  ist  dcN 
ixsinc  nnd  ^K'ginE;  demnach  exsms  ein  Element  von  k,  i 
ein  solches  Fon  A*'.  Mulliplicirt  man  jedes  Element  mit 
Entfemiing  von  /,  und  snmmtrt  alle  Elemente  bis  man  k 
vollständig  erhält,  so  ist  die  Summe  reepectiv*  kh  M 
folglich 

A  (i+i')  =  (Äea:*  +  Äe'^'^  sin  £ ; 

d.  i.  die  Summe  aller  Elemente  von  f,    jedes  mit  dem  \ 
seiner    Entfernung    mnlti|ilii'irt,    oder    das    TrägheitsmomL^ 
Fläche  /"  in   Bezug  auf  die  Ase  l,    das  »vir  durch  M  heai 
ivollen,  mit  sin  e  multiplicirt.    Itlithin  ist  das  Moment  des 
Paares  =xtiM s\ns.    Setzt  man  beide  Paare  z 
tiit  das  Moment 

p  sin  £==(«^-771  (:+:'))  si 

Ist  -p  positiv,  60  wird  demnach  der  Körper  in  seine  ftll 
zurückkehren,  ist  es  negativ,  sich  davon  entfernen,  unt 
Voraussetzung ,  dass  er  sich  allein  um  l  drehen  kann. 

Wäre  der  Köri^ier  nach  der  entgegenfi^esetzten  Seite  { 
worden,  so  hätte  sich  nur  das  Zeichen  von  i,  also  auch  I 
des  resultirenden  Moments  geändert;  es  wäre  demnach  t 
geeengesetzte  Bewegung  mit  gleicher  Kraft  erfolgt,  d.  h.  i 
sitive  p  in  die  alte  Lage  zurück,  für  negative  von  derselheu  1 

Damit  nun  die  Lage  des  Körpers  stabil  set,  nird  ei 
dass  V  für  jede  Richtung  von  /  in  der  Ebene  /  posiÜf  a 
von  dieser  Richtung  allein  M  abhängt,  so  wird  p  stets 
sein,  wenn  es  für  das  Minimum  von  M  positiv  ist.  Bein 
ist  das  Trägheitsmoment  einer  Ebene  überhaupt  am  kleins 
eine  Axe,  die  in  derselben  durch  ihren  Schwerpunkt  geht. 
kann  man  den  gewonnenen  Satz  so  aussprechen : 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist 
oder  unsicher,  jenachdem  das  Product  des  speciliüchen  (' 
der  Flüssigkeit  in  das  kleinste  Trägheitsmoment  des  von 
gebildeten  Schnittes  des  Körpers  grösser  oder  kleiner  int : 
Product  der  Körpermasse  in  die  Höhe  ihres  Schwerpunk 
dem  dea  verdrängten  Volums. 

Dieser  Satz  lässt  gleichwohl  noch  den  Fall  p=.^  unb 
«icbtigt,  in  welchem  i£e  Stabilität  nicht  mehr  von  M  um 
allein  abhängt.  Hier  würden  die  unendlich  kleinen  Gritssdnj 
Ordnung,  die  wir  vernachlässigt  haben,  in  Betnicbt  konunt 
die  Nei^unsen  der  OberflScbe  gegen  das  Niveau  in  (lor  Nät 
selben  m  die  Unteraucbung  zu  ziehen  sein,  was  einen  hei 
lice^OAtaiid  für  diese  bilden  wüfde. 
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ibBtiipiel  vrollen  wir  ein  homogenes  rechtwinkliges  Parallel- 
fpdoü  VFuIen,  welches  offenbar  im  Gleichgewicht  schwimmt« 
■  iirei  Flächen  dem  Niveau  parallel  sind^  und  die  Bedingung 
AibUitlt  dieser  Lage  suchen.    Es  sei  a  die  verticale  Kante, 

4  e  die  horizontalen ,  und  zwar  b c ;  ferner  ß  das  speciflsche 

dht,  Abb  der  Flüssigkeit  =1  gesetzt.   Das  kleinste  Trägheits- 
flt  des  Schnittes   bc  ist  (was  wir   als   anderweitig  bekannt 

»eCzen)  =-|^6c'.    Die  Masse  mz=v=:^ßabc,  slUo  die  Hube 

^/f«.   Hieraus  ergiebt  sich  sehr  leicht  die  Lage  der  Schwer- 
};  aan  wird  finden 


z+x'  =  ^a(l-/J); 


p  =  ^— mfs+2')  =  'j^^6c3  — i/3(l— /3)aV>r, 
imnach  ist  die  Bedingung  der  Stabilität 

wenn  man  ß  entwickelt: 

as  Maximum  von  VÖß^^^^  ist  (för  /?  =  |)  =  ^|  5 
o 

4i»  genannte  Lage  für  jedes  speciGsche  Gewicht  stabil. 


XXV. 

Das  BinomiaUlieorem,  die  Kxp« 
Ualreilie,  die  logaritlimische 
die  Reihen  für  den  Sinns  und  Cos 
and  die  Heilte  fiir  den  dnrcli 
Tan^^cnte  Itestimmten  Arcus,  zu 
menliän^end  im  Cieiste  der  neu 
Analysis  dargestellt. 

dem  Herausgeber. 


ich  werde  in  ilieset  Abhandlung,  in  welcher  l 
durchaus  nicht  überall  JNeuee  zu  ^eheu  die  Absicht  habe. 
Reiben,  welche  lür  die  gesaramte  Mathematik  voo  der 
Wichtigkeit,  und  naineutlich  als  iinentbebrlich  für  alle 
chungen  über  die  Funelianen  anzusehen  sind,  nSralicfa  t 
mialreihe,  die  Kxponentiulreibe,  die  logarith mische  Re 
Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus,  und  die  Reihe  fSr  di 
seine  Tangente  bestimmten  Arcus,  zusammenhängend  i 
der  neueren  Analysis  darzustellen  suchen,  und  bemerke  I 
vorläufig,  da&s  ich  bei  dieser  Darstellung  als  deren  Hau 
luent  die  Lehre  von  der  Convergenz  und  Dirergenz  derRe 
bekannt  voraussetze,  mir  aher  vorbehalte,  auch  diese  so 
nichtige'  Lehre  in  dem  Archive  bald  einmal  mit  mOglicfasti 
ständigkeit  zu  entwickeln.  In  der  vorliegenden  Abhandlui 
men  übrigens  nur  solche  Sätze  ans  derselben  zur  Ann 
welche  ganz  mit  demselben  Rechte,  wie  etivu  die  bekannl 
mentarsStze  von  der  Addition,  Subtraction,  MultiplicatioD 
Vision  als  Haupt-  und  Fimdamentalsätze  der  geroeinen  Ar 
zu  betrachten  sind,  als  Haupt-  und  Fundumentalsätzederi 
angesehen  werden  müssen,  und  daher,  wie  hier  gescbiet 
dings  filglicb  als  einem  Jeden,  der  überhaupt  der  neueren j 
ein  sorgfältiges  und  einigermaassen  umfassendes  Studiitms 
'  hat,  hinreichend  bekannl  vorausgesetzt  werden  dürfen,    vo 
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werde  ich  mich  in  dieser  Abhandlung,  das  Binomial- 
mit  möglichster  Vollständigkeit  und  Allgemeinheit  darzu- 
and  als  nati'irliche  und  unmittelbare  Fortsetzung  werde 
»Iben  bald  eine  zweite  Abhandlung  folgen  lassen,  welche 
»iterung  der  in  der  Abhandlung  Archiv.  Tbl.  L  Nro.  XL. 
.D  ihren  Grundelementen  entwickelten  Lehre  von  den  ima- 
SrOsseo  zum  Zweck  hat. 


§.  2. 
st  stellen  wir  uns  die  Aufgabe ,  die  Reihe 
(a+6 V^),   «»(a  +  6\^=I)«,  ^(a+ftV^)»,  ... 

und  a  sSmmtlich  endliche  vOllig  bestimmte  reelle  Grössen 
d 

**i  >  ^a  >  ^  >  ^4 «  ^6»  •  •  •  • 

'Ohnlich  die  Binomial  -  Coefücienten  ffir  den  Exponenten  a 
r  Ordnung  bezeichnen,  in  allen  den  Fällen,  wo  dieselbe 
rt  und  also  auch  bloss  einer  Summation  fähig  ist ,  zu  sura- 
Weil  man  aber  bekanntlich  (Archiv.  Thl.  L  S.  297.) 


a  +  6Vn:i  =  ^(cose  +  8ineV'^), 

)sitiv  ist  und,   wie  bekannt,  der  Modulus  der  imaginären 

a-f  &V^ — ^   genannt  wird,    also    nach    dem   Moivre'schen 
ne  (a.  a.  S.  301.) 

(a-f-6  V^I3)n  =  ^«(cosnö  +  sinnöV^), 

Ine  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  setzen  kann;  so 
;h  die  obige  Keihe  jederzeit  auf  die  Form 

1, 

«1  Q  (cos  S  +  sinOV — 1)  , 

a2?*(cos20  +  sin2eV^), 

«3  ^»(cos3  e  +  sin  3  0  V— 1), 

«4  p4(cos4e  +  sin4  0  V^) , 
u.  s.  w. 

,  und  kann  daher  immer  summirt  werden,  wenn  man  diese 

Reihe  zu  summiren  im  Stande  ist,  weshalb  wir  uns  jetzt 

»rst,  indem  wir,   um   die  Untersuchung  etwas  zu  verallge- 

1,  o:  eine  beliebige  positive  oder  negative  GrOsse  bedeuten 

mit  der  Summirung  der  Reihe 

VIII.  18 
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1, 

a3a:»(cos3e  +  8in30V^), 

«4  o:*  (cos  4  ©  +  sin  40  \niT) , 
u.  s.  \v. 

in  allen  den  Fällen ,  wo  dieselbe  überhaupt  muglich  ist,  beschSf- 
tigen,  und  dabei  die  Summe  dieser  Reihe,  wenn  es  nämlich  eine 
Summe  derselben  giebt,  durch  F(a)  bezeichnen  wollen. 


§.3. 

Wenn  zuerst  a  eine  positive  §anze  Zahl  ist,  so  bricht  wi60M 
der  vom  (a-|-l)sten  an  verschwindenden  Binomial  -  CoefficieDteo 
die  zu  summirende  Reihe  mit  dem  (a-fl)sten  Gliede  ab,  und  is^ 
also  in  diesem  Falle  als  eine  endliche  Reihe  stets  einer  Summi* 
tion  fähig. 

In  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  eingefShrten  Bezeidi* 
nung  ist  nun 

1)    F(a)  =  l  +  aio:  (cos0  +  sin0V"— 1) 

+  «2  a:«  (cos  20  +  sin  20  V^) 
+  c^  o:'  (cos  30 + sin  30  V^) 


+  «rt  a:«  (cos  «0 + sin  «0  V"IIl) , 
und  folglich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

1  + a:(cos  0+sin0  V^) 
multiplicirt : 

{1  +  a:(cos0  +  sin  0  V^) )  F(a) 
=  1  +  (l+ai)x  (cos0+sin0V^) 
+  («i+«a)  ara(cos  20  +  sin  20  V^) 
+  (ö«+a3)a;3(cos30  +sin30  V^) 


u.  s.  w. 


+  (aa-i+aa)a:*(cosa0  +  sina0V"— 1) 

+  aax<*-^i  (cos(a+l)0  +  sin(a  f  1)0  V^). 

Also  ist  nach  ein  Paar  bekannten  Sätzen  von  den  BinomU- 
Coefficienten : 


H 


!l^x^r»e  +  «6r>  — IitF'c 


+  -[c+l,x«  «»»+551. e«^'^^ 


+  *c+i.«+iii*^*  «»c+i  e+ä»c+i  e>  — 1\ 

^nü  der  Afldorie  vmIi  die  Snaaie  der  Reilie  ant  der  recfctea 
f  des  GleicUefteBMkH    ^Mnibär   dmth   F  e  +  I)   m  be 
Ist: 


2)     F(s+I)  =  :I  +  x'cos6  +  siDe%  — r:F<c). 

Weil  um  w^e«  der  Cleicfamis;  I)  ansenscbeinlich 

F(I)  =  l+-r(case+«io  e  V"^) 
•o  ist  nadi  der  Gleickmig  2;  saccessire: 


F(l)=    l+xCcosO+sineV  — Ij, 


F(2)  =  ;l+,r(case+«DeV— 1);F(I) 


=  ti+x(cose+siDev— 1):*, 

F(3)  =  ll  +  x(cö8e  +  sioeV^)IF(2) 

=  5i+j-(cose+siDev"^)t', 

^  F(4)  =  Jl+jr(co«e+«iDe\''^)jFC3) 

=  Jl+j:(cose  +  8iDeV^i)!*, 

^firiglich  olenbar  aUgemein: 

I  3)     F(a)  =  ll  +  ^(co8e  +  sineV^)j", 

aber  natürlich  immer  vorausgesetzt  wird,  dass  a  eine  po 
ganze  Zahl  ist. 

fSetzt  man 
|l  +  a:(cose+VmeV^)|"  =  ^(cosg)  l-siny  V^), 

t  man  zur  Bestimmung   des  positiven  Modulus  q  und  des 
q>  die  beiden  Gleichungen : 

^C08  9)=^  l  +  ^^^os^,   p sin 9)  =  0: sin  6; 

18  * 
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aus  denen  sich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt  und  dann 
addirt>  leicht 


^>=:  1  -f  207 cos© +0:*, 


also 


und 


also 


4)     9  =  (1  +  2a:cos  e+o:«)«; 


X    _     07  sin  © 

*^°g^-H-a;co8e' 


X  sin  © 
5)    g)  =  Are  tang 


l+orcos© 


ergiebt,  wo  aber,   da   q  positiv  sein  soll,  und  die  ErfüIluDg  der 
beiden  Gleichungen 

^cosg)  =  1 +O7COS0,   ^sing)  =  j:sinO 

zugleich  erfordert  wird,  d|?r  Bogen  tp  so  genommen  werden  muss, 
dass  er  sich  im  ersten  Quadranten  endigt,  wenn  l-f-^cosOund  \ 
auch  .rsin0  positiv  ist;  dagegen  muss  sich  tp  im  zweiten  Qua- 
dranten endigen,  wenn  l-j-^^^cos©  negativ  und  ;rsin0  positiv  ist; 
im  dritten  Quadranten  muss  sich  9  endigen,  wenn  l-f-^cos©  ne- 
gativ und  auch  orsin  0  negativ  ist;  im  vierten  Quadranten  endlich  < 
muss  sich  97  endigen^  wenn  l-f^cos@  positiv  und  XB\Vk%  ne« 
gativ  ist. 

Wenn  also  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  der  Bogen 

.      .  xs\w% 

den  vorher  angegebenen  Bedingungen  gemäss  genommen  wird ,  90 
ist  nach  dem  Obigen 


a 


6)     F(a)  =  (1  +  2o:  cos 0  +  0;*)^  (cos atp  +sin  ag)  V— 1) 

oder,  vollständig  entwickelt: 

7)    F(a)  = 
.,    ^         ^      «V«.         .     .      orsinO    "...      a?sin9 


V^). 


Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,   so  läuft  die  zu 
mirende  Reihe 


277- 
1, 

«1 X  (cos  ^  4-  sin  ^  V— 1) , 

\  x^  (cos  20  +  sin  20  V^) , 

«3  ar»  (cos  30  +  sin  30  V^) , 

«4  or*  (cos  40  +  sin  40  V^) , 
u.  s.  w. 

I  < 

in's  Unendliche  fort,  und  erfordert  daher,  bevor  wir  zu  ihrer 
Summation  schreiten  können,  eine  besondere  Untersuchung  ruck- 
iMchtlich  ihrer  Convergenz  und  Divergenz. 

Weil  nun  nach  der  Theorie  der  Binomial  -  Coeflicienten 

u — n 
«n+i  =  «„.__, 

und  folglich 

f[2±l  =  fLn^  =: I  +  fLÜ; 

On         n  +  1  n+1 

.   ist;  «o  nähert  sich  der  Bruch 

.-■"■■ 

'■  «»+1 


L 

■ 


M 

^  wem  n  wächst,   der  Gränze  — 1,  und  kann  derselben  beliebig 

'  Wlie  gebracht  werden,    wenn    man   nur  n  gross  genüg^  annimmt. 

r    'finmer  wird  sich  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallt,  eine  Grösse 

I     von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,  dass  für  jedes  diese 

f    GrSsse  übersteigende  n  der  Bruch 

D^iafiv,  und  folglich 


I  — 


g  +  1 
n+1 


der  absolute  Werth  dieses  Bruches  ist.  Wenn  nun  n  nur  erst 
diese  Grösse  überstiegen  hat  und  dann  fernerhin  wächst,  so  nähert 
sich  offenbar  der  absolute  Werth  des  Bruchs 


der  Einheit  immer  mehr  und  mehr  und  kann  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt,  woraus 
irieli  nach  einem  bekannten  Satze  oer  Lehre  von  der  Convergenz 
und  Divergenz  der  Reihen  ergiebt,  dass  die  zu  summireode  Reihe 
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ff 

für  jedes  zwischen  den  Gränzen  — 1  und  -{-1  liegende  x  conver- 
gilt,  für  jede^  ausserhalb  dieser  Gränzen  liegende  a:  dagegen  di- 
vergirt.  \Veil  ferner  der  absolute  Werth  von  a«  a:"  oflfenDar  der 
Modulus  des  allgemeinen  Gliedes 

an  a^  (coßw  6  +  sin n 0  V — 1) 

unserer  Reihe  ist,  so  bilden  nach  einem  bekannten  Satze  aas  der 
Lehre  von  der  Convergenz  i^nd  Divergenz  der  Reihen  für  Jedes 
zwischen  den  Gränzen  —1  und  +1  liegende  a:  auch  die  Moduli 
der  einzelnen  Glieder  unserer  Reihe  eine  convergirende  Reihe. 

Nehmen  wir  jetzt  immer  an,  ds^ss  x  zwischen  den  GrrfitiM«i 
— 1  Und  -f  1  liegt  9  so  ist  in  der  eingeführten  ßeteichmii^  ffer 
jedes  a  und  ß 

8)     F((ic)  =  I  +  «1  ar  (cos  e  +  sin  e  V^) 

+  «a  ^*  (cos  20  +  sin  20  V^)     . 
+  «3  a;3  (cos  30 + sin  30  V"^) 
+  «4  x^  (cos  40 + sin  40  V^) 
+     

und 

9)'   F(ß)  =  1+ßiX  (cos  0  +  sin  0  V^) 

+  iS2^^(cos20+sin20  V-^) 
+  ^3  x^  (cos  30  4  sin  30  ST^) 

+  ^4ar4(cos40+sin40  V^) 
+     , 

und  folglich  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  von  der  (])od- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen  und  aus  der  Lehre  von  den 
imaginären  Grössen,  weil,  was  man  nicht  zu  übersehen  hat,  auch 
die  IVEoduli  der  einzelnen  Glieder  der  beiden  vorhergehenden  con- 
vergirenden  Reihen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  conver- 
girende Reihen  bilden: 

10)    F(a).F(ß)=  1 

+  («i+A)  ^  (cos  0  +  sin  0  V^) 

+  (o^+«iÄ+i?2)  ^*  (cos20+  sin  20  V"^) 

+  (cis+ci^ßi+cciß^+ß^)  ar3(cos30+sin30  V-^) 

+  («4+<^3/?i+«2/?2+«i/?3+W^(cos40+sin4eV3I) 

+ , 

also^  nach  dem  in  der  Abhandlung  Archiv.  Tbl.  L  Nr.  X,  S.  7i 
bewiesenen  merkwürdigen  Satze  von  den  Binomial-CoefBcieDteB: 
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II)     F(a) .  fXß)  =  1  +  (of  f /3)i  x  (cos  6  +  sin  6  V^) 

+  ((»+ß)%  ^  (cos  20  +  sin  26  V^) 
+  (a+i5)3  .r'  (cos  36  +  sin  36  V^) 
+  («+13)4  a:*  (cos  46  +sin  46  V^) 
l  + ^ 

ü 

)  l.  in  der  eingeführten  Bezeichnung: 

12)    F(«).F(/J)  =  F(«+/J). 
^  IHnch  snoeeMiTe  Anwendung  dieser  Relation  erhält  man  al>er 

13)    iFX«) .  FOD .  F(y) . . .  F(f*)  =  F(«+/S+y+...+,»). 

I        . 

WeDD  a=:/3  =  y=...=:|x  gesetzt  und  die  Anzahl  dieser 
Ifcson  durch  n  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  für  jedes 
pritive  ganze  n  geltende  Relation 

14)     {F(a))»=:F(na). 

Setzt   man  in   der  Gleichung  12)  die  Grosse  /3  =  —  a ,    also 
jl::=0,  so  erhSlt  man 


15)    F(«).F(— a)  =  F(0), 
folglich 9  well  nach  dem  Obigen  offenbar  F(0)  =  1  ist: 

16)     F(a) .  F(— «)  =  1 


17)     F(-a)  =  ^^  =  {F(«)ri. 

Ist  nun  a  eine  positive  ganze  Zahl ,  so  ist  nach  3) 

F(a)  =  {l+a:(cos6+sin6V— 1)J*, 
folglich  nach  17) 

18)    F(— «)  =  {l  +  ^(cos6+sin6V3i)|-«. 


bt  ferner  a  =  — »  wo  A  eine  positive  oder  negative,  ft  eine  po- 
b  ganze  Zahl  sein  soll ,  &o  ist  nach  14) 

JF(i)}A»=F(,ti)  =  F(i), 

r  r 

ilglieh  nach  3)  und  18) : 
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19)    { F(-)  f  =  1 1  +  j;  (cos  Ö + sin  el  V— 1 )  )^. 

■ 

Setzen  wir  jetzt  wieder 

1  +  ar(cos® +sin  &  V — 1)  =  q  (cos  q>  +  sinq>  V — 1) , 

wo  Q  eine  positive  Grosse  ist,  so  haben  wir  zur  BestimmuDg  Ti 
Q  und  9>  wie  oben  die  beiden  Gleichungen 

^cosg)  =  1 -|-^cos6,   ^sing)  :=:);sinO; 

aus  denen  auf  gewöhnliche  Weise 

20)    Q=z(l  +  2acosB  +  a^^ 

folgt.    Ferner  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  dvf 
Division 


also 


üs  sin  & 

2^>  *^°g^  =  H-xcose- 


•      «p  sin  w 
22)    ,,  =  Arctang  j^^3^^^. 


Weil  jetzt  nach  der  Voraussetzung  x  zwiacheo  — 1  und.ij 
liegt,  und  folglich  offenbar  t! 

1  +  a:  cos  B 
cos  m  =  — = 

Q 

stets  positiv  ist,    so  werden  wir  den  beiden  obigen  €rl^el 
auf  die  einfachste  Weise  genügen,  wenn  wir  für  q>  den 
—  \7t  und  -hi^s  liegenden  Bogen  nehmen,  desseo  Taiigwtoi 
Grosse 

j?  sin  6    ' 
l+a:cosO 

ist.    Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  dem  Vorgehendeo 

I  +0?  (cos ©  +  sin  &  V^) 
=  (l  +  2a:cose+j;«)^(coÄ9  +  8ing)V^^), 

und  folglich  nach  19) : 


23)     {F(-)f  =  {l+lrcose+x*)T(cosq>+m^^^ 
oder  nach  dem  Moivre'schen  Satze: 


9 
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Also  ist  nach  der  Lehre  von  den  imaginären  Grossen  (Archiv. 
Th.  I.  S.  302.)  >  wenn  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet : 

25)     F(-)  = 
r 

(1  +  2a;  cos  ©+a:*).2^(cos  --^ \-  sin  -^ V  — 1), 

wo  es  nun  auf  die  Bestimmung  von  k  ankommt. 

Es  erheilet  aber  leicht  >    dass  k  nicht  von   x  abhängig  sein 
kann.    8o  lange  nämlich  x  zwischen  — 1  und  -{-1  liegt,  und  folg- 

lieh  die  Reihe  convergirt»  ändert  sich  F(— )>  und  folglich  auch 

% 

(1 +2x  cos  0+ar*)a/*  (cos  -^ h  sm  -^ V  —1) , 

\       stetig,  wenn  x  sich  stetig  ändert.    Also  muss  sich  offenbar  auch 
f  X(p+2k7t      ^  * 

stetig  ändern ,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  —  1  und  -f  1   sich 
stetig  ändert.    Da  nun  aber 

*      .  a:sin0 

q>  =  Arctang 


l  +  a:cos 


IK  sich  stetig  ändert,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  —1  und  -{-1 
r  '  sich  stetig  ändert,  s6  muss  k  off^enbar  entweder  von  x  unabhängig 
sein ,  oder  sich  stetig  ändern ,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  — 1 
und  -{-1  sich  stetig  ändert.  Letzteres  ist  aber,  weil  k  eine  ganze 
Zahl  ist,  nicht  möglich,  und  k  muss  folglich  von  x  unabhängig 
sein,  wie  behauptet  wurde.  Kann  man  also  k  für  irgend  einen 
besondern  Werth  von  x  bestimmen ,  so  wird  k  im  Allgemeinen 
bestimmt  sein.  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  22)  die  Grosse 
ar=0,  so  ist  auch  der  zwischen  — in  und  -{-In  zu  nehmende 
Bogen  9=0,  und  folglich  nach  25) 


also 


1  =  cos h  sm V  — I . 


cos =  1  >  sin  — -  =  0. 


Folglich  ist  offenbar,  wenn  ki  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 
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=  2ki7t, 


also  nach  25) 


und  folglich  y  weil  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 

cos (—  q>-{-2ki7t)  =  cos  —  w ,  sin (—  cp+iktn)  =  sin  —  <p 
ist: 

26)    F(-)  =  (l+2a:cos0+a:»)4  (eos  -g)+sin  -  g)  V*=i). 

Fasst  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen^  so  ergi« 
'  sich  überhaupt  Folgendes. 

Wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  x 

27)    (l+2a:cos©  +  a:2)^(cosag)  +  sinag)V^) 

=  1  +  «ja:  (cosÖ  +  sin e V^) 

+  aaÄ^2(cos2e+sin2öV^) 

+  tt^x^  (cos  30 + sin  3©  V^) 

+  «4  ar*  (cos40 + sin  40  V^) 

+     , 

wo 

4     ^  ^      or  sin  0 

ist,  und  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  « 
digen  muss,  jenachdem  lHh^cos0  positiv  und  :rsin0  pomt 
l-f-^cos0  negativ  und  a?sin0  positiv,  l4-^cos0  negatiT  m 
jrsiii0  neffativ,  I4*^cos0  positiv  und  ^  sin  0  negativ  ist  Sottl 
ZäUf»r  üna  Nenner  des  Bruchs 

j:sin0 


l-|-:rcos0 


verschwinden,   so  ist,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  von  sdl 
erhellet,  die  Summe 

(1  +  'ix  cos  0 + a:*)^  (cos  ag> + sin  a(p  V— 1) 


jederzeit  als  verschwindend  zu    betrachten.     Auch 
nemerken«  dass  in  diesem  Falle  die  Grösse 
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l+2a?cosö+a:*=  Cl  +  arcos©)«  +  a:*8in©* 

verschwindet. 

Wenn  a  keioe  positive  ganze  Zahl  ist ,  so  ist  fOr  jedes  Ewiscbea 
—  1  and  -fl  liegende  x 

28)    (1  +  2x  cos  9 + a?«)"  (cos  a<p  +  «in  «cjp  V^) 
=:  1  +  «1  ar  (cos  S  +  sin  Ö  V^— 1) 
+  a^«(cos  2Ö  +  sin  1>0  V^) 
+  «i  a:»  (cos  3®  +  sin  3©  V^) 
+  «4  .T*  (cos  49  +  sin  40  V^) 
+    , 


wo 


9  =  Arctang 


l+a;cos© 


ist,  und  immer  xwischen  den  Gränzen  -^In  und  +ln  genommen 
werden  muss. 

Für  jedes  ausserhalb  der  Gränzen  — 1  und  +1  liegende  a: 
divergirt  m  dem  Falle,  wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der 
Gleichung  28) ,  und  bat  daher  keine  Summe. 

Hieraus  ergehen  sich  nun  auch  unmittelbar  die  beiden  folgen- 
den wichtigen  Gleichungen: 


29)  (l+2a:cos©+a;«)«cosa9 

=  l  +  aia:cos©  +  aaa:*cos2©+a3a:3cos3©+...., 

30)  (1  +  2x  cos  9  +  x^^  sin  atp 

=  a^o^sinO-f  a2^^sin2©-f  ^^'sin3©-f .. . .; 


Mt  jedes  x ,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist ,  und  för  jedes 
iiwischen  den  Gränzen  -^1  und  +1  liegende  x,  wt 


fnfive.ganxe  Zahl  ist.    Im  ersten  Falle  ist 


wenn  a  keine  po- 


9  =  Are  tang 


X  sin  9 
l+o-cosö 


md  rouss  sich  im  ersten,    zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten 

i^MD,  jenachdem  1-f^cosO  positiv  und  a:sin0  positiv,  l-fa:cosÖ 

tiv  und  d;sin0  positiv,   J-f.rcos6   negativ  und  j;sin€)  nc- 

X+^^'^S   positiv  und   .vsinO    negativ  ist.     Im  zweiten 
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4     -  a:sihö 


I 


uod  muss  immer  zwischen  den  Gränzen  — ^n  und  -f  i^  genom- 
men werden. 


§.  4. 


Die  Reihe 


1,  a,(a+6V^),  02(0+6 V^)«,  a^(a+6V— 1)3,  .  ... 

kann  nun  leicht  summirt  werden. 
Zu  dem  Ende  setze  man 

a  + 6  V^^=  ^(cos  e+sin0  V^IIj), 
so  erhält  man 

^z=VaHÄ*,  cos®  =  -,  sin©=:-; 

und  die  gegebene  Reihe  wird : 

I, 

«1^  (cos0  +  sineV^), 

«a  Q^  (cos  26 + sin  20  V^) . 

Oi  Q^  (cos  36 +sin  36  V^) , 

«4  Q^  (cos  46 + sin  46  V^) , 
u.  s.  w. 

Die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  ist  nach  dem  vorhei 
henden  Paragraphen 

a 


(1  +  2^  cos  6 + ^*)^  (cos  afp + sin  «9  V  —1) « 


wo 


4     .  p  sin  6  .     .         h 

w  =  Arctang=-^ ;=r  =  Arctang.r-- — 

Ist,  für  jedes  positive  p^Va^-f6*,  d.  L  fttf.  Jedes  a  pnd  &^ 

a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  für  ^<1«  d.  i.  fSr  V"a*+4*^ 
wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist«     Im  ersten  Falle;"* 
nämlich  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  muss  der  Bogen  q 
nommen  werden,  dass  er  sich  im  ersten,  zweiten,  dnüh^ 
Quadranten  endigt,  jenachdem  1-fa  positiv  vp^-i^ 
negativ  und  6  positiv,  1-f  a  negativ  und  b  m 


iA] 
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lud  6  negativ  ist  Im  zvreiten  Falle,  wenn  nämlich  er  keine  posi- 
tire  gMfxe  Zahl  ist,  hat  man  den  Bof^n  q>  immer  zwischen  —\n 
and  '\-\n  wa  nehmen. 


nnn 
l+2^cose+p«=  l  +  2a+a*  +  6*  =  (l+a)«+Ä« 

ist,  ao  ist 

31)    |(l+a)*+&*J«{co8(aArrtangjq^)  +  sin(aArctangjqp^.V^I 

=  I  +  «i(a+6V^=I) 

+  os(a  +  6V'^)^ 
+  a4(a+6V^)4 
+    

fllr  jeden  a  und  6,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  fSr 

Vo*+6*<l,  wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Für  V  a*+6*>  1 
ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
nach  dem  Obigen  offenbar  divergent,  wenn  a  keine  positive  ganze 
Zahl  ist 


Der  Bogen 


Arctang 


1  +  a 


mnss,'  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  sich  im  ersten,  zwei 

ten 

und 

negativ, 

des  Bruchs 

r 
j 

b 

r+a 

▼encdiwinden ,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  Summe 

( (l+ö)*+i*P  { cos  («Are  tang  y^  +  »in  («Are  tang  jq^)  V^l 

als  verschwindend  zu  betrachten.    Auch    hat  man  zu  bemerken, 
^ans  in  diesem  Falle  die  Grösse  (l-fa)^-f  ^^  verschwindet. 

Wir  wollen  nun  den  Fall,  wenn   6=0  ist,  noch  besonders 
brachten. 

^Biierat  sei  a  eine  positive  ganze  Zahl. 

*  '-a  positiv  ist,  so  muss  sich  nach  dem  Vorherge- 
6=:0  sowohl  als  positiv,  als  auch  als  negativ 
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betrachten  kaon,  ÄrctangY—  im  ersten  oder  im  vierten  Quadran- 
ten endigen,  welche  zwei  Fälle  unter  der  gemachten  Voraussetäsai^ 
offenbar  in  der  Gleichung 

Arctangs—-—  =:  2^7r, 
1-f-a 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  auch  Null  sein  kann,  zu- 
sammengefasst  werden  können.    Also  ist 

% 

cos  (ff  Are  tang  j-t— )  =  cos  2aÄ7C  =  -f  1, 
sin  (a  Are  tang  =-- — )  =  sin  2akn-=:0; 
und  folglich  nach  31) 

Weil  aber  nach  dem  Obigen  die  Quadratwurzel 

natürlich  immer  positiv  genommen  werden  muss,  and  nach  der 
Voraussetzung  1-f-a  positiv  ist,  so  ist  offenbar 

{(!  +  «)«}?  =  (!+«)«, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

(i+a)**  =  1 +«1  a+<^a2+(^  aHa4a^+.- . . 

Wenn    1-fa  negativ  ist,   so  muss  sich  nach  dem  Vorherge- 
henden,   da  man  6=0  sowohl  als  positiv,   als  auch  als  negativ 

betrachten  kann,  Are  tang  ^p-—  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten 

x-f-ct 

«ndigen,  welche  zwei  £älle  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

offenbar  in  der  Gleichung 

Are  tang  =-A-  =  (2^+1)  n , 
l-\-a 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  auch  Null  sein  kami,  zu- 
sammengefasst  werden  können.    Also  ist 

cos  («  Are  tang  ^       )  =  cos  a  (24+1)« = ±1, 
sin  («  Are  tang  |-t — )  =  sin  et  (2A+I)» — 0 ; 
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wenn  man  das  obere  eder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  n  eine 
gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Folglich  ist  nach  31)  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens: 


wo  die  Quadratwurzel 


{(1 +«)«!' 


nach  dem  Obigen  bekanntlich  immer  positiv  genommen  werden 
xnuss.  Hält  man  aber  dies  und  die  vorher  wegen  des  Zeichens 
gegebene  Besiimmung  fest>  so  wird  leichterheilen,  dass allgemein 

+  {(l  +  a)2}z  =  (l+a)«, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  auch  in  diesem  lalle  wieder 

ist. 

Wenn  also  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  n: 

(l+a)**=  l  +  aia+a2a*  +  «3a'+a4a*+.... 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  und  a  zwischen  den  Grän- 
zen  —1  und  -|- 1  .enthalten  ist,  so  muss  man  nach  dem  Vorherge- 
henden Arctang^i--—   immer  zwischen  ^-^tc  und   +l7t  nehmen, 

i-f-a 

woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  immer 

Arctans  .y— —  ==  0 
1+a 

gesetzt  werden  muss,  und  daher  nach  31) 

(l+o)**  =  1  +  «1  o +a2a*  +  a3  a3  +  «4  «4  -f . . . . 

ist,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  im  vorliegenden  Falle  nach 
dem  Obigen  offenbar  (l+a)«'  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist  und  a  ausserhalb  der 
Gränzen  — 1  und  -|-1  liegt  >  so  ist  nach  dem  Obigen  die  Reihe 

1,  a^a,  €x^d?y  ^o?»  ^^0/^9  •••• 

offenbar  divergent. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
Folgendes. 

Es  ist 

32)    (l+a)**  =  l+«ia+«^a2+Äia8+«4«*+- 
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fBr  jedes  a,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und 
zwischen  — 1  und  -f  1  liegende  a,  wenn  a  keine  po«ti 
Zahl  ist 9  unter  der  Bedingung,  dass  man  in  diesem  letzte 
(l-fa)^  immer  positiv  nimmt.  Wenn  cc  keine  positive  ga 
ist  und  a  ausserhalb  der  Gränzen  -^1  und  -fl  liegt »  ^ 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichen 
obigen  Gleichung  divergent. 


§.  5. 

Im  vorhe^henden  Paragraphen  sind  in    dem  Falle, 
keine  positive  ganze  Zahl  ist,  bloss  die  beiden  Fälle,  w< 

Va2+6*<1  und  V^+62>1 

ist,   betrachtet  worden,  so  dass  uns  also  jetzt  noch  die 
tung  des  Falls,  wenn 

ist,    obliegt,    wobei  wir   die   drei  folgenden  Fälle  unter 
werden : 

—  QO  <  a  ;^—  1, 

-  l  <  a  <  0, 

0  <  a  <+öO. 


1.    Es  sei 


00  <  a  ^  —  1. 


In  diesem  Falle  kann 

m 

WO  d^O  ist,  gesetzt  werden. 

Durch  diese  Substitution  erhält  man 

ff  — w Ä+n+1 

^*  n-^-l  n  + 1 

Weil  nun  naturlich  n  nur  eine  positive  ganze  Zahl  Ml 
und  folglich  für  jedes  n 

J  +  n+l  = I 
n  +  l     > 

ist,    so  ersieht  sich  hieraus,    dass  der  absolute  We^ 
entweder  lux  jedes  n  der  Einheit  gleich  ist,   oder  foH« 
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mit  n  zugleich  wScfast,  woraus  uomittelbar  hervorgeht«  dass  in 
diesem  Falle  die  Reihe 

J,   ttj,   CE^i   0^>   ^4,    U^i    •••• 

divergent  ist.    Weil  aber 

(«„)«  =  (a„  cos  w0)2  +  («n  sin  n%y 

ist,  so  ist  auch  der  Werth  von 

(«„  cos  110)2  +  (a„  sin  w0)« 

entweder  'für  jedes  n  der  Einheit  gleich ,  oder  wächst  fortwährend 
zugleich  mit  ti.    Sollten  nun  die  iteihen 


1,  «icos®,  a2cos20,  «aCosSÖ,  «4 cos 40,, 
a^sin^,  ^2  sin 20,  or3sin30,  a4sin40. 


beide  convergent  sein;  so  müsste  sich  jedenfalls,  wenn  n  wächst, 
sowohl  der  absolute  Werth  von  a}|Cos7i0,  als  auch  der  absolute 
Werth  von  an>sinn0,  der  Null  nähern,  und  müsste  derselben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
nimmt.    Also  müsste  sich  offenbar  auch 

(oLn  cosn0)2  +  (a„  sin  n&)^ 

der  Null  nähern ,  wenn  n  wächst,  und  derselben  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden  können,  wenn. man  nur  n  gross  genu^  nimmt.  Da 
dies  mit  dem  Obigen  in  offenbarem  Widerspruch  steht,  so  können 
io  diesem  Falle  die  Reihen 

1,  aicos0,  a2cos20,  cr3cos30,  a4cos40, 

aisin0,  02  sin 20,  0^  sin 30,  a4sin40,  .... 

nie  beide  convergent  sein ,  und  es  muss  folglich  immer  mindestens 
eine  derselben  divergiren,  woraus  sich  nach  dem  bekannten  Be- 
griffe der  Divergenz  imaginärer  Reihen  unmittelbar  ergiebt,  dass 
im  vorliegenden  Falle  die  Reihe 

1, 

«1  (cos  0  +  sini0- V— 1) , 

«2  (cos  20+ sin 20  V^^), 

«3  (cos  30  +  sin  30  V^) , 

of4  (cos 40+  sin40  V^HT), 

u.  s.  w. 

jederzeit  divergent  ist.  Weil  nun  aber,  wenn  wir  wie  im  vorher- 
gehenden Paragraphen 

a  +  6  V^=  ^(cos0+sin0VIIT) 
Theil  VIII.  19 
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setisen,' wegen  der  gemachten  Toraussetsung 

9  =  V  a«  +  6«  =  1 
ist  9  80  kaiiD  die  Reihe 

1,  cci(a+b\r^),  02(0+6 V^)«,  i^(a+6V^)»,  .... 


offenbar 
woraus  sich 


immer   auf  die  Form  der  obigen  Reibe  sebracht  werden,    i 
ich  ergiebt,  dass  iin  vorliegenden  Falle  aie  Reihe  i 


1,  €Ci(a+bV—i),  «ji(a+6V— 1)2,  cc^ia+bV^l)^,  .... 

jederzeit  divergent  ist. 
IL    £s  sei 

0  <  «  <+ao. 

Man  setze  der  Kürze  wegen  a-f  1  =  €,  und  nehme  n^  e,  so  ist 


»>1,    i<I 
n 


und  folglich  nach  32) 


(.+r='-^r 


+ 


I    n 
1.2    'n« 

5(£+l)(s+2)      J_ 

1.273"     •«» 

t(f+l)(t-h2)(t-h3>    l 
1.2.3.4         ■»♦ 


also,  wie  man  leicht  findet: 


(1 +  -)"*=  1-- 

«  n 


,  t(t+l)(i_»+2)    J^ 

^     1.2     I  3«i*M2 

.  e(t+l)(t-f2)(t-f3)i,      £+4j    J^ 
^  1.2.3.4         r       5« )  ' »4 

.  f  (t+l)(e+2)(f-f3)(t-M)(t+S)  i,      t+6j     1 
■*■  1.2.3.4.5.6  r      7n\'^ 

+ .  .  .. 
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W^  nun,  weno  k  eine   (lositive  ganse  Zahl  beieicboet^  da 
nach  der  Voraussetzung  n>8  iat» 

«+A^w>f+Ä,  d.  i.  (A+l)n>t+/b 

ist,  so  ist 


und  folglich 


<i. 


d.  i. 


Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

(1  +  1)     >l-i. 


m 


> 


n 


und  folglich 


a— «  +  1  ^/  w    V+* 


(^) 


n 
Also  ist 9  wenn  die  positive  ganze  Zahl  t^e.ist, 

t  +  7i  V+n+1/ 

ftft  91=0,  1,  2,  3y  4,  5 9  ....    Setzt  man  nun  nach  und  nach 

n  =  l,2,3,  4,  59...7t;> 


so  erhält  man: 


t  +  l^Wi/       ' 

_  tt  — t  — 2   .  /t+3\«+* 
t+3      "^  M+4/ 


n.  s.  w. 


t+«— 1     "^  V    «+«    /       ' 

t  +  fl         "^Vt+w  +  I/        ' 

J9  ♦ 


und  fol^tcl)  'daith  Mulliplication   auf  beiden  Seiten  der  Zefct 
wobei  luao  nur  nicht  zu  übersehen  hat,  ilasa  äi»  Gri>8S«n  auf 
linken  Seite  eben  so  wie  die  GTüssea  auf  der  rechten  Seite  s 
lieh  |i()sitiv  sind: 

,     (a-i)(^~i~i)..(a-i~»+i)  ^(  i\\  y-n 


«'4'.  (.■+I)0+-2)..(H») 

und  folglich,    wenn  überhaupt   der  absolute  Wertb    von  (ufl 
(ffn)  hezeiehoet  wird: 

Al80  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

für  «XJ.     Hieraus  ergicbt  sich: 

(.,,.,  <(„).(|±')'*'. 


und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seitea  addirt  und  der 
wegen  nieder  e  für  u  +  l  ecbreibt: 

33)     (%■)  +  («,+i)  +  (c+a)  +  (w+,)  + . . .  +  (cfi  f  „) 
Weil  Dach  dem  Obigen  e>  1  ist,  so  iat 


»3 


und  rdglkli  nacli  1!) : 


1    Fhi+I 
«(«+!)         1 
1.2    ■(.■+..+1)' 

«(»+l)(«+2)    !_ 

073         (i+n+l 


«((+«)"     «(i+»+l)"  ^  (i+n+l)"< 


1 


((■■+»)"        (i+«+l)"( 


I 


I  I 


I 


('+iri 


(>•+■))-+■  ^  «  ((i-H).       (i+2)"l 


«+3rr.  < ,  i(i+2).    (,+3)»i 


L -1  i   I  1     I 
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und  folglich  y   wenn  man  auf  beiden  Seiten  addlrt  und  der  Kurse 
wegen  wieder  €  für  «4-1  schreibt: 


^  «  I  £«       (t+«+l)«' 


also  um  so  mehr: 


tiieraus  und  aus  33>  erglebt  sich  nun  unmittelbar 
(«lO  +  («i+i)  +  («H^)  + . . .  +  («iW  <  («tO  •  ^^—^ 

so  dass  also,  wie  gross  auch  n  werden  mag,  die  Summe 

(««)  +  (a«+i)  +  («'+2)  +  •  •  •  +  (««+«) 
doch  immer  kleiner  als  die  von  n  ganz  unabhängige  positive  GiOait 

,    ,  (i+l)«+i 
«r* 

bleibt.    Da  nun  die  Summe 

.     («0  +  («i-l-i)  +  («Ha)  +  • . .  +  («t+n) 

fortwährend  wächst,    wenn  n  wächst,  so  muss  es  offenbar  eil 
bestimmte  Grösse  geben ,  welcher  sich  diese  Summe  bei  wachscii' 
dem  n  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Gl 
nähert,  und  diese  Grösse  ist  augenscheinlich  entweder  die  Gl 

selbst  oder  kleiner  als  diese  letztere  Grösse^  woraus  sich  ui 
telbar  ergiebt,  dass  die  Reihe 

(«0  y  («i+i) »  (ttf+a) ,  («£+3)  y >  ^  * 

und  folglich  natürlich  auch  die  Reihe 

1*  («1)5  (c^a)»  (c^)>  («4)*  K)»"-- 

eine  Summe  hat,  also  convergirt.  Folglich  sind  nach  eiDeoi  b# 
kannten  Satze  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  DiveiMB 
der  Reihen  auch  die  beiden  Reihen 
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1,  (Ui)(coae),  (€e^icoB2e),  ((^)(cos3e),  (a^ico^B),...; 
(«iXaine),  (a^(8in2©),  KXsinae),  (a^isiniS), ...; 

(coa9),  (cos20),  (cos36),  (co846),...; 
(aiD 6) ,  (sin 26) ,  (sin 36) ,  (sin46) .... 

die  absoluten  Wertbe  von 

cos  9,  COS269  cos36,  cos  46'«...; 
«    sind,  8in26,  sin36,  8in46, ... 

bezeichnen  9  convergent,  woraus  sich  ferner  gleichfalls  nach  be- 
I  kaoDten  S&tzen  aus  der  Lehre  Ton  der  Conyergenz  und  Divergenz 
I     der  Reiben  e^iebt,  dass  auch  die  Reihen 

1>  o^cos6»  c^.cos26,  o^cosSd»  a4Cos46, . . ..; 
0iSin6,  02sin26,  assinSO,  cr4sin46,  ... .; 

uDd  daher  auch  die  Reihe 

1, 

«1  (cos  6  +  sin  6  V^) , 

og,  (cos  26  +  sin  26  V^=I) , 

03  (cos  36  +  sin  36  V"^ , 

a^  (cos  46  +  sin  46  V^) , 
u.  s.  w, 

oder,  was  dasselbe  ist« 

•*        1,  «i(a+6V^),  «a(a  +  *V"^)^  «3(0+6  V^=I)3, ... . 

eonvergent  sind. 

III.    Es  sei  nun  endlich 


.♦ 


—  1  <  a  <  0. 


Da  a-|~l>0   ist«    so  ist  ganz  nie  im  vorigen  Falle. 
«>«  +  li8t, 

/  +  !    VI' 


wenn 


(„,,.)<;  («,).(_i±l^) 


für  n^O»  woraus  man  sieht,  dass  icci\n)  Mich,  wenn  n  wächst« 
der  Mail  fortwährend  nähert  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  kann«  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Setzen  wir 
non  der  Efirze  wegen 
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+.  «^  (cos  2«  +  81D  26  V^=3) 
+  c^  (cosSe  +  sin  30  V^) 


+  «„  (cos  n6 + sin  nö  V^-1) , 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit 

1  +cose  +  sineV^ 

multiplicirt,    nach  einem    bekannten  Satze    von    den    imaginSm 
Grössen 

(1  +  cos  e + sin  e  V^)  f(cc,  n) 

+  (1  +  «i)  (cos  0  +  sin  0  \r=3) 
+  («1  +  ««)  (cos  26 + sin  26  V—l) 
+  («2 + «^)  (cos  36 + sin  36  V^) 


+  (««.-!+«»)  (cosn6  +sinn6  V^— 1) 

+  an  (cos  (n+1)  6  +  sin(n+l)  6  V^=I)  , 

d.  i.  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  von  den  Binomial  •  Coeffr 
cienten : 

(1  +  cos6+sin  6  V^) /•(«,  n) 
=    1 

+  («  +  lX(cos6+sin6^r=5)  | 

+  («+!),  (cos26+sin26V=l)  y. 

+  («  + 1),  (cos 36  +sin36  V"^ 


+  («+!)«  (cos«6  +  sin  «6  V  —1) 

+  «»  (cas(«+l)  6 +sin  (n+l)  6  V^) , 


I' 


und  folglich 


(1  -I-  C0S8-I-  sbe  V^)  /T«,  K) 
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Weil  a-fl>0  ist,  so  nähert  s\chf(a+l,n)  nach  IL,  wenn 
ft  wäclist,  einer  gewissen  I)estimmten  Gränze,  die  wir  durch  jS 
iMxeichnen  wolien ,  Ibis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Ferner  nähert 
sich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  On  der  Null,  wenn  n 
ifräcbst,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Folglich  nähert  sich 
offenbar  auch 

On  (cos  (n+1)  e  +  sin  (n+1)  8  V^) , 

vrenn  n  wächst,  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.    Also 
Dfihert  sich 

(1  +  cos  e  +  sin  e  V—i)'f(a,  n) 

der  Gränze   5  bis  zu  jedem  beliebigen   Grade,   wenn  n  wächst. 
MierauB  ergiebt  sich,  dfass,  wenn  nicnt 


1  +  cosÖ  +  sineV— I  =  0 

ist,  f(^n)  sich  der  Gränze 

S 

l  +  cosö+sineV^ 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  n  wächst,  also  die 
Reihe 

1, 

«1  (cos  B  +  sin  ©  V^) , 

og  (cos  2©  +  sin  2©  V^) , 

«i,  (cos  3© + sin  3©  V^^) , 

0f4  (cos4©  +  sin  4©  V^) , 
u.  s.  w. 

convergent  ist.    Folglich  convergirt,  wenn  nicht 

^ist»  auch  die  Reihe 

1,  «i(a  +  6V^),  «»(a+ftV^)»,  «3(a+*V^)8,  ... 
Wenn 

ist,    fio  ist  l-fA  =  ^>  also  a  =  — 1,  und  ft=0.    Daher  geht  in 
dieBsm  Falle  die  Reihe 


Adi)i 
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in  die  Reliie 

Über.    Setzen   wir  nan,    da  a  negativ  ist,  a  =  —  e,  wo  e>0  ist, 
80  erhält  die  Reihe 

die  Form 

,        B        S(B+1)       g(g+l)(g+2)       £(g+l)(g+2)(£-h3) 

'1*      1.2'        1.2.3      '  1.2.3.4 

Da  6>0  ist,  so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

£+1    (f+l)(t+2)     (t+l)(t+2)(t-f-3) 
1.2'      1.2.3     '         1.2.3.4 

grösser  als  die  gleichsteUigen  Glieder  der  Reihe 

1         1.2         1.2.3        1.2.3.4 


.  .  .  • 


f      1       t-fc     7%      A   9       ■      T^      #>       Ä      ?  9     .  .  .  .  , 


1.2'  1.2.3'  1.2.3.4'  1.2.3.4.5 
d.  i.  grosser  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe 

1      1      l      1      1 

2'  3'  4'  5'  6'  "•'  ' 

und  da  nun  diese  Reihe  bekanntlich  eine  divergente  Reihe  ist»  00 
ist  um  80  mehr  die  Reihe 

e+l     (f+l)(e+2)     (8+1)^+2)  (e-|4) 
1.2'      1.2.3     '         1.2.3.4        "■•' 

also  auch  die  Reihe 

e(e+l)     t(t+l)(t+2)    t(«+l)(t+2)(»+3) 
1.2   '       1.2.3      '  1.2.3.4 

und  folglich  auch  die  Reihe 

,     8      e(f+l)     t(e+l)(t+2)    t(e+l)(B+<i)(t-^       - 

'  r*  1.2  '    1,2.3   '      1.2.3.4     '  ••••' 

d.  L  die  Reihe  ■  "' 

1,  —«1»  a%i  — «j>  «(»,  .... 
divergent.    Wenn  also 

l  +  a  +  6V^  =  0  , ;I 

> 
ist,  80  Ist  die  Reihe 
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divergeDt. 

Der  vorhergehende  Beweis  zeigt,  dass  die  Reibe 

Überhaupt  jederzeit  divergirt«  wenn  a  negativ  ist. 
Für  — l<a;<-|-l  ist  nun  belcanntlich  nach  §.  3. 

(I+2a:cose+Äa),{cos(«Arctgjq:^j^fsin(«Arctgjq-^^\^ 

=      1 

+  «10?  (cos  e +»in  e  V^) 

+  «iar2(cos2e  +  8in2©  V^) 
+  <^  a:'  (cos  36  +  sin  38  ST^) 
+  »4  ^  (cos  M  +  sin  46  V^l ) 
+     , 


wo 


.      -  J!:sin6 

zwischen  —  4  ^  und  -f  i  tt  zu  nehmen  ist. 

Also  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  von  der 
Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 

36)    {2(l+cose) }?  t  cos(aArctg  j|^) +8lD(«Atctg  j|^) V"Z5 1 

« 

=  1 

+  «1  (cos©  +  sin  6  V^) 
+  «i  (cos  26  +  sin  26  V^) 
+  «3  (cos  36  +  sin  36  V^) 
+  cf4  (cos  iS  +  sin  46  V^) 

+    , 

wo 

Arctang/^"^^ 
^  1+cos  6 

zwischen  .— i^s  und  +in  zu  nehmen  ist,  in  allen  den  Fällen,  wo 
die  GrOsse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen 
endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  convergirt% 


300 

Für  «  =  V  t^-f ^  =  1  ist  co88=:a  und   sin 9  =  6;  folglich 
nach  35): 

36)   { 2  (1+a)  1^  ( co8(«  Arctang  j^)  +  sin(«  Arctang  ^;^  V^—l  \ 

=      1 
+  «,(«+6V^) 
+  «a(a+*V^)a 
+  a,(o+*V^)» 
+  «4(0+6  V^)4 
+ 


wo 


ArctaogjA^ 

zwischen  -— Itt  und  -fi^s  zunehmen  ist^  in  allen  den  Fällen^  wo  die 
GrOsse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen  end- 
lichen vüUig  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der  rechteD 
8eite  des  Gleichheitszeichens  convergirt. 


§.  6. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
•Ich  überhaupt  das  folgende  für  die  gesammte  Analysis  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtige  Theorem. 

Binomialtkeorem, 

A,  Wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  ffir 
jedes  a  und  b 

ah  h 

I  (l+o)«  +6«  1 « I  cos  («  Arctang  jr^)  -f  sin  («  Arctang  jj-)  V"^ ) 

=  l  +  ai(o+6V^) 

+  «,(a+6V^)ä  \ 

+  «i(a+6V^)» 

+  <H»(a+6V^)4 

+ 

wo 

b 


< 


Arctang 


r+a 


j 
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sich  im  ersten^  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten 
endigen  muss,  jenachdem  l-fa  ponitiv  und  b  positiv, 
1-f  o  negativ  und  ^positiv,  1-f'^  negativ  und  6  negativ, 
1-fa  positiv  und  h  negativ  ist.  iSoilten  Zähler  und 
Nenner  des  Bruchs 


l  +  a 
beide  verschwinden,  so  würde  man  die  Summe 

1  (l+a)«+ft«)?  {cos(cArctang  jj^)  +  sin(aArctang|^  V^} 
selbst  als  verschwindend  zu  betrachten  haben,  und  hat 

a 

auch  zu  bemerken,    dass  in  diesem  Falle  {(l'^a)^+b^\^ 
verschwindet. 

B.    Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  muss 
man  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

In  diesem  Falle  ist 

«6  b       ^— 

{ (1+fl)*  +**  )^  { cos  (a  Arctang  j^^) + sin(a  Arctang  j^j)  V^ } 

+  a^(a+b\r=iy 
+  a^(a+bV^)^ 

+ , 

und  der  Bogen 

Arctang  j±j 

inuss  immer  zwischen  —Itc  und -f^rc  genommen  werden« 

II.    Va«+^:==1. 

1.    Wenn  -oo  <«^  — 1  ist,  so  ist  die  Reihe 
divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 


302 

2.    Wenn -l<tt<0  und  nicht 

l  +  a+öyT^  =  0 
ist,  so  ist 

ce  ^  6 

{ (l+a)*+6*i^  {cos  («  Arctang  jq^ + sin  (a  Arctang  jv^)  VUl  J 

+ , 

und  der  Bogen 

Arctangj-A_ 

muss  immer  zwischen  —i^t  und  -fl^  genommen  werden. 
Wenn -l<a<0  und 


ist^  so  ist  die  Reihe 

divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 
3.    Wenn  0<a<x  ist,  so  ist 

«  A  6  " 

5  (1  +a)*  +6« }  -^  {cos  («  Arctang  jnr^) + sin  (a  Arctang  jv^) 

+  «a(a  +  *V-l>  ;^^ 

+  a3(a+AV^)3  •« 

+  a4(a+6\rZI)4 

+ , 

und  der  Bogen 

Arctang  j-|^ 
muss    zwischen    — 4^    und    -{-hn   senommeli    wetdmw« 


-4 


Sollten   Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  .. ,  .1. 


sem 
Bru 


eia'e  verscliwindeii  und  also   i(l+fl)«  +  /t'r 
rliflliet  uue  dem  Obigen  l«ichl,  ilass  duiin 

t  (1+1)"+*' i'l  cos  (a  Arctang-j~)  Hein  («Arctani!  j|^)  V:=I ! 

eibfit  als  vprRt'bivindend  zu  betrachten  ist.     - 

III.  v^mt»m. 

In  diesem  FafTe  ist  die  Reihe 

IWergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 

Auf  diese  Weise  muss  nach  meiner  Ansicht  Ana  Binomial- 
heorem'  oder  der  Binomische  Lehrsatz  im  (jeti^te  der  neueren, 
ror  der  alteren  sich  jedenfalls  durch  wahre,  an  die  in  der  (ieome- 
rie  von  den  Griechen  uns  hinterlassenen  trefflichen  bis  jettt  un- 
Iberlroffcnen  Muster  lebhaft  erinnernde  *)  mathematische  Strenge 
ind  £vidonz  auf  das  v  ortheil  härteste  auszeichnenden  Analysis  aus- 
;M|irochen  werden,  und  nur  innerhalb  der  durch  das  Obige  von 
«Ibst  gestecktea  Grunzen  darf  man  dieses  wichtige  Theorem  an- 


*)     Wcahalli    ich  denn   iiucb    fartwsbraod    die   feste  tJolierceiiKaiiS 

iibe ,  das«   e>  namDutlich   auch    fiit  daa  SlDdiam   der  neaercn  Analfsi» 

:e»n«   bcHCro   Vorbereitung  gicbt,   ala  dan  Studium  der  Geometrie  guiz 

■   der   Btrengen  Woiae  der  Griechen,   und   ca   durchaua    nicht    hilligcn' 

ann  ,  «eon    man  bei  dem  gtiumutriiiRlicn  IJnterrichle  auf  höheren  Lehr- 

Wlalten,   die  lunÜchst  und  lorxugawoiae  eine  formelle  geialigc  Bildung 

hnr  Sehüler  bezwecken,  dieaenWeK  xitwcilen  auf  ziemlich  le ich ti innige 

Fewe  verlaMt.  Für  daa  gesummte  weitere  mathcmatiache  Studium  i>t  dieae 

bmge  Bvachäfti^ng  mit  der   Geometrie  von   einem  gant  nnborenhen- 

~D  Werihe,  wie  nur  die  gehörig  tu  bearÜiEÜOD  und  zu  würdigen  Im 

|e  «ind,    welche   die   Mathematik   in    ihrem   ganzen  Umfnnge,    und 

tbeaondere   auch  die  strenge  Begründung  kennen  ,  welche  der  Analyala 

ireli  die  Bemühungen  einiger  neueren  Mathematiker  zu  Thcil  geworden 

I,  wodurch  freilich  sehr  Vielea,  waa  man  früher  für  in  grosser  Allge- 

Itokeit  gültig  hielt,  über  den  Haufen  geworfen  und  in  seine  gehörigen 

nken    zurückgewteaen   werden   ist.     Möchten   nur  erst   alle  Theile 

r  Analysia   sich   einer   ao   strengen   und  gesnnden  Anaichtcn  über  diese 

|M   villlig    entsprechenden   Behaudlungs weise  erfreuen,    wie  sie  jetst 

HWEswutse  einigen  zu  Thcil   geworden   ist!    Denn  da*a  nncfa  Vieles 

Ihun  übrig  i((,  werden  die  am  wenigsten  in  Abrede  za  stellen  geneigt 

'  *       '  '  bei  dieäer  neueren  Bearbeitung  der  Ana- 

nbrigena  nicht  einen  Kewiascn  Mittelweg 

in  Bell ondlungs weise  giebt,  der  am  besten 

Inf  srhun   bei   einigen  Gelegenheiten  von 

Itr  biogewiesen  worden  iai;  darüber  läsat  aich  jctxt  noch  mchts  mit  nur 

'  nr  Beatimmtheit  lu^en,  und  die  Acten  über  alle  diese  Dinge  dürfen 

|«lst  gewiss  noch  kcmeawcgg  als  gescliloisen  betrachtet  worden. 


J 


velehB  sich  ti 
!■  twthelligt  haben.  "U 
lachen  der  älteren  und  n 
,  Ziele  fähren  dürfte, 
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wenden,  wenn  man  sich  vor  Fehlschlüssen  sichern  und  nicht  za 
ungereimten  Resultaten  führen  lassen  will ,  was  an  Beispielen  noch 
besonders  nachzuweisen  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde,  da 
sich  dergleichen  Beispiele  einem  Jeden  leicht  von  selbst  darbieten 
werden.  Bemerken  will  ich  nur  ganz  im  Allgemeinen,  dass  es 
gar  nicht  schwer  hält,  durch  die  unerlaubte,  d.  h.  nicht  in  den 
eehurigen  Gränzen  eingeschlossene  Anwendung  des  Binomischen 
Lehrsatzes  zu  Gleichungen  zu  gelangen,  in  äenen  eine  positive 
Grösse  einer  negativen  Grösse,  oder  eine  reelle  einer  imaginären 

S rosse  gleich  gesetzt  ist,  und  dass  es  überhaupt  ausserordentlich 
icht  ist,  sich  auf  diesem  Wege  zu  jeder  nur  denkbaren  mathe- 
matischen Ungereimtheit  führen  zu  lassen,  deren  Grund  in  etwas 
Anderem  als  in  der  unerlaubten  Anwendung  des  Satzes  zu  suchen, 
oder  wie  man  wohl  hin  und  wieder  sagen  hört,  auf  andere  Weise 
erklären  zu  wollen,  völlig  unnützes  und  fruchtloses  Bemühen  ist 
Den  Fall,  wenn  b=:0  ist,  wollen  wir  nun  noch  besonders  in 
Betrachtung  ziehen. 

A,  Wenn  cc  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für 
jedes  a 

(1+a)"  z=:  1  -f-  «jL  a  +  «2a^  +  «3 «'  +  «4<^*+  *  ••  • 

B.  Wenn  a  keine  positive  ganzeZahl  ist,  so  muss 
man  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 


I. 


In  diesem  Falle  ist 


1  <  a  <  +  L 


(l+o)**=  l  +  aia  +  cf2a*+or3a^+cf4it*+. ..., 


wenn  man  nur  berücksichtigt,   dass  (l-f^)     immer  piH 
sitiv  zu  nehmen  ist. 

IL    a  =  — L 

L    Wenn  — »  <  a  <0  ist,  so  ist  die  Reihe 

1,  —«1,  «a,  —«3*  «4*  •••• 

divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 
2.  .Wenn  a>0  Ist,  so  ist 

0  =  1  — «1 +«a— ofj  +  «4— . . . . . 
III.    a  =  +  1. 

L    We0n  —00  <«^  —  1  ^st>  so  ist  die  Reihe 

divergent  und  hat  folglich  keine  Summe. 
2.    Wenn«>— list,  soist 
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wobei  2^  immer  positiv  zu  nehmeu  ist. 

IV.    fl«  >  1. 

In  diesem  Falle,  wo  der  absolute  Werth  von  a 
grSsser  als  die  Einheit  ist»  divergirt  die  Reihe 

1>  «la,  (x^ä^,  Oz^^f  «40^9  ••••» 

und  hat  folglich  keine  Summe. 

Aus  den  im  Obigen  bewiesenen  Sätzen  lassen  sich  nun  ver- 
schiedene wichtige  Folgerungen  herleiten,  wie  jetzt  in  den  folgen- 
den Paragraphen  gezeigt  werden  soll. 

§.   7. 

Zuerst  wollen  wir  uns  mit  der  Sqmmining  der  merlm-firdigen 
und  wichtigen  Reihe 

1, 
—  (cosÖ  +  sin©  V^), 

^  (cos  2S  +  sin  26  V^) , 
JY3  (cos  3©  +  sin  3©  V^) , 

j^  (cos  4©  +  sin  4©  V^=T) , 
u.  s.  w. 

beschäftigen. 

Aus  28)  ergiebt  sich ,  wenn  a  =—  und  sa  tär  x  gesetzt  wird, 
wie  man  leicht  findet: 

37)    (1 +2«:  cos  ©+ ««ar«)2? (cos  5?  +  sin  ^  V^) 
=      1 

+  y(cos©  +  sin©V^) 

+  ^(1— e)(cos2©+sin2©V-^) 

+  j  (1  -  «)(g— s)(co83©+sin3©  V^) 


+    

TheU  Tin.  20 
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■ 

für  jedes  zwischen 

—  —  und  +  — 

s  s 

liegende  x^  wobei  bekanntlich  ^ 

V    \           ea;sin6 
<p  =  Are  tang  r-- 3 

ist ,  und  immer  zwischen  —  {it  und  -f  4  ^  genommen  werden  mnss. 
Lässt  man  nun  den  absoluten  Werth  von  s  sich  der  Null  nahem, 
und  bezeichnet  die  Gränze^  welcher  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Grösse 

(1  +  2bx  cos  '0  +  t^x^)  Tt  (cos  -  +  sin  ^  V^) 

I 

nähert,  insofern  es  eine  solche  Gränze  giebt»  was  nachher  be- 
sonders untersucht  werden  wird,  durch 

Lim  { (1  +  ^Bx  cos  ©  +  B^x'^Tt  (cos  -  +  sin  5?  V^^)  5, 

c  c 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  37) ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
derselben  die  Gränzen  nimmt,  die  Gleichung: 

38)    Lim ( (1  +  Ibx cos  0  +  b'^x^)T6 (cos ^  +  sin  5?  VHT)  } 

=    1 

+     Y-(cos0  +  sin0V"3II) 

+ •  TTy  (cos  2©  +  sin  20  V^) 
+  Y±^  (cos  30  +  sin  30  V^) 

+  T^  (<^«s  ^®  +  sin  40  V^ ) 

+ 

für  jedes  zwischen  —  00  und  -f  X)  liegende  o?,  wo  es  nun  vorzQg* 
lieh  auf  die  Bestimmung  der  Grosse 

Lim  I  (1  +2ea;cos  0+62a:2)^(cos^  +  sin  ^  V^)  \ 

ankommt. 

Zu  dem  Ende  setze  man 


2farcos  0  +  ««o:«  =  ^ , 
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SO  ist 


^  =  ^(xcos0  +  !|!), 


und  folglich 


1  1-    •.nft*/aX*** 


Weil  ferner 


f.Tsinö 
°T       l+£arcos0 


ist^  so  ist 


tang  q) o:  sin  O  q) (p  j'SinO 

e  1  +  £J7  cos  ö '     £       tang  g>    i+sx  cos  ö 


oder 


(p cosg>  a:sin0 

s        /sin  q)\'  1  +  sx  cos  0' 

\    <P   / 

Wenn  nun  s  sich  der  Null  nähert ,  so  nähern  sich  ofltenhar 
auch  ^  und  q) ,  weiches  letztere  bekanntlich  zwischen  —  ^  tt  und 
'{-  Itt  zu  nehmen  ist,  der  Null ,  und  können  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  e  nahe  genug  bei  Null  annimmt. 
Also  nähert  sich  cosq)  der  Einheit,  wenn  s  sich  der  Null  nähert, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
£  nahe  genug  bei  Null  annimmt,  woraus  sich  nach  dem  Obigen 


T  .     CP  j;  sin  0 

Lim  i-  = j-. - 

'       Lim  (5!5^) 


ergiebt.    Weil  cp  zwischen  — Jtt  und  +ln  liegt,  so  haben 

sin9>,  <p,  taDg<p 
gleiche  Vorzeichen,  und  riicksichtlich  der  absoluten  Werthe  ist 

sin  9  <  9  <  tang  <p. 


Also  ist 


d.  i. 


sing)  ^  Sirup  ^  siny 
sin  q)  q>  tang  q> ' 


1  ^  sm  cp  ^ 

1  > ^  >  cos  q) , 

9 


20 
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80  dass  also ^  zwischen  1  und  cos  cp  liegt.     Weil   sich   nun 

cos 9  der  Einheit  nähert,  wenn  q>  sieh  der  Null  nähert,  und  der 
Einheit  beliebiG;  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  ^nahe 
genug  bei  Null  annimmt,    so  nähert  sich  offenbar   um  so  mehr 

auch  — ^  der  Einheit,    wenn  q>  sich  der  Null  nähert,  und  kaon 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  q>  nahe 
genug  bei  Null  annimmt.    Also  ist 

Lim  Ä)  =  1 , 

und  folglich  nach  dem  Obigen' 

Lim  5i  =  j:  sin  0. 
Weil  nun  femer  nach  dem  Obigen  offenbar 


Lim .  (1  +  2ea:  cos  0  +  s^a:^)^s  =  { Lim .  (l+A)^)'*'"*^ 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  38)  augenscheinlich  die 
Gleichung 

39)    {Lim.  (1+A)Ä  j'^'^'^tcosCarsin  0)  +  sin(.rsin  0)  .  V—l^ 
=        1 

+    yCcosd  +  sinöV^) 
+  ^  (cos  20  + sin  20  V^) 
+  j^  (cos  30  +  sin  30  V^) 
-f  -^  (cor40  +  sin 40  V^) 

+ 

für  jedes  x  zwischen  —  x>    und   -|-  <30  ,    wobei  man   zu    beachten 
hat,  dass 

Lim .  (1  +  A)^ 
die  Gränze  bezeichnet ,  welcher 

(1  +  A)A 

sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  ^  sich  der 
Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  lässt. 
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Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  9=0 ,  so  erhält  man 

für  jedes  x  zwischen  —  oo  und  -f  ^«  ^^^  folglich  für  x'=z\\ 
40)    Llm.(l+A)S  =  l  +  ^  +  0+l43+CT+ 


•  •  •  • 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

41)    «  =  l+j.  +  _  +  _-  +  ^-j+..... 


%o  ist 


42)    Lim .  (1  +  A)A  =  e. 


und  folglich  nach, 39): 


43)    6**^^*    (cos(a;sin6)  -f  sin(a:sin6) .  V  — 1) 
=  1+    y(cos©+sin0V*^) 


j?« 


+  j-2  (cos  26  +  sin  26  V^) 
+  jY3  (cos 36+ sin  36 V^) 
+  j^  (cos  46  +  sin  46  V^) 


für  jedes  x  zwischen  — oo  und  -f-x,  wodurch  also  die  Summe 
der  zu  summirenden  Reihe  gefunden  ist« 

Für  6  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 

44)    e'  =  l+f  +  f5+,-|3  +  ^-j+.... 

ffir  jedes  x  zwischen  — oo  und  -f  oo. 

Vergleicht  man  die  reellen  und  Imaginären  Theile  der  Glei- 
chung 4o)  mit  einander,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  für 
jedes  x  zwischen  —  oo  und  -foo  geltenden  Gleichungen: 

45)    e  *^      cos  (o;  sin  6) 
=  l+T<^ose+^cos26+^cos3e  +  ^cos46+.... 


sie 


and 


46)    e         sm  (x  sin  @) 


=  ?sine+^sin20  +  T^sin30  +  .|^sin40  +  .... 

1  1.2  1.2.0  i...4 

Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  6=|;r,  ao  erl 
man  9  weil 


1 

cos  — 7C 

2 

cos  ^  TT 

3 
cos^sr 

4 

COS^TC 

5 

COSg-Ä 

6 
COS^^ 


0, 

•  1        .  1 

sin  ^  «  — \-\ 

-1, 

sin  ^  n           U 

0, 

sm^^       —  1 

+  1, 

sm  — ;r  —      (J 
2 

0. 

•    5             1   1 
sin  ^  Ä  —  +  1 

-1, 

sin^TC  —     ü 

U.  8.  W. 


ist ,  ^  die  beiden  folgenden  buchst  wichtigen  und  merkwürdig 
für  jedes  x  zwischen  — oo  und  +<x>,  d.  h*  für  jedes  reelle  a^ 
tenden  Gleichungen: 


47)    co8*  =  l-^  +  3^-^  +  ^-.... 


und 


48)    8in:v=:ar  — 


^^       ^ 


x" 


x^ 


X 


+  T=Sr  — 


1.2,3  "  1...5      1...7  '  1...9 


Wenn  man 

a  +  öV— 1  =  ^(cos0+sineV^) 


und  folglich 


^cos6  =  a9  ^sin6=6 


setzt >  so  ersieht  sich  aus  43)  auch,  wenn  man  in  dieser  Gleichii 
was  nach  oem  Obigen  yerstattet  ist,  x=iQ  setzt«  die  fllr: j« 
reelle  a  und  b  geltende  Gleichung: 


SU 

49)    c«  (cos  h + sin  A  V^^l)  =.  1  +,  ^±^^LlE! 

+ — o — 

^       1.2.3 

^     1.2.3.4 
+ 


§.8. 

Ferner  \Tollen  nir  uns  jetzt  mit  der  Summirun^  der  wichtigen 
Reihe 


X 


y-(cosÖ  +  sineV--l), 

—  ~(cos2©+sin2eV::3), 

^-  (cos  36 + sin  36  V^) , 

_^  ^_^ 

—  Y  (cos  46  +  sin  46  V— 1) , 

y  (cos  56  +sin56  V^;, 

* 

u.  s.  w. 

beschäftigen. 

Bezeichnen  wir  die  Logarithmen ,  deren  Basis  die  aus  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Grösse  e  ist  *) ,  durch  den 
Bochstaben  /,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Loga- 
rithmeD 

(1 + 2«  cos  e +**)*"  =  ei«'<^+*"'"«+'''. 

wbA    folglich    nach   28)    für  jedes   zwischen   —  1    und  4- 1   lie- 
gende   a:i 


r« 


H       ^     Welche   anch  natürlich o  oder  hyperbolische  Logarithinrn 
geauuit  werden. 


oder 
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60)    e*•*•+»•"='-*^•'>(co.«9+«D«9V3I) 
=     1 

+  j*(cos8+8ineV^) 

+  -J^^a«(cos2©+8in2eV^) 

+  "  yj  ^  j[~^  X»  (cos  3a + Bin  3e  V^) 

+    

51)    «i'"(>+»*«»»»+'')  (cos«9+«n wp  yr=i) 
=    1 

+  «tr  (cos  e + sin  ©  V^) 

- 1 «  (1-«)  ar»  (cos  2« + sin  26  V^) . 

+^«(1— «)a— |^«)ar»(cos3e+sin3eV^) 

-  j  «  (1— «)  a— §•«)  (1- j  «)  a:*  (cos  48+ sin  46  V^=r) 
+ , 


U 

JÜ 


WO 


9  =  Arctangj^p_^^-^ 

ist,  und  immer  zwischen  —  i^c  und  +i^  genommen  werden  muss. 

Also  ist  nach  49),  wenn  man  in  der  dortigen  GleichuDg,  was 
▼erstattet  ist/  weil  dieselbe  für  jedes  reelle  a  und  b  gilt, 

a  =  la/(l+2a;cose+a:*),  b  =  aq> 

Beizt: 

1 

+  ax  (cos  e  +  sin  6  V"^) 

-  ^  «  (1—«)  ^r«  (cos  2© + sin  2©  V^) 

+  j  «  (1— a)  (1— ^  «)  a:' (cos  3©  +  sin  3©  V^) 

-  y  «(!—«)  (1—  |;«)  (1-  \fx)^  (cos  4©  +  sin  4©  V^IJ) 
+ ' 


313 
=      1 

+  j  |/(i+2«co8e+^)  +  9  V^  j  j- 

l  +{.j/(l+atcose+ar«)+9.V^Iäj'j^ 

+ 

f>der ,  wenn  man  die  Einheit  auf  beiden  Seiten  abzieht  und  dann 
durch  a  dividirt: 

ar(cos©^^sin6V^) 
-|(l_«)a?«(cos2e+sin2©V^) 

+  g-  (1-a)  (1—  2" «)  X»  (cos  3© + sin  30  V^) 

-j-a— «){l-5-«)a— |«)«*(cos4e+8in4©iV^) 
+ •  . 

+  ||/(l+2a:cose+a:«)  + 9)^=1  p^ 
+  {|/(l+2a?cos6+a;2)  +  V V^^lj  'l^^ 
+  j^/(l  +  2a:cose+;pa)+9\r=4}*-l^ 


für  jedes  zwischen  —1  und  -f  1  liegende  o;« 

Lässt  man  nun  a  sich  der  Muli  nähern ,  geht  auf  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichungen  zu  den  Gränzen  über»  und  setzt 
zugleich  für  q>  seinen  obigen  Werth>  so  erhält  man  die  folgende 
merkwürdige  lür  jedes  zwischen  — 1  und  -f  1  liegende  .t  geUende 
Gleichung : 


oder 
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=     1 

+  j.T(cos6+sln©V^) 

+  -J^^ar«(cos2e+sin2öV^) 

+  "  ^ Y  2  ^  r^  ^'  (cos  3Q + Bin  3a  V^) 

+    

51)    ei'"<*+*'«~®+"'  (cos«y+«in«9, V^) 
=:    1 

+  €tx  (co8  ©  +  sin  B  ^~—i) 
-|«(l-«)a:«(cos'ie+8in2©V^). 

+ j  «  (1— «)  a— 5^ «)  a:»  (cos  38 + sin  3«  V^) 

-  j«  (1— «)a— §■«)  (1-  g^«)  ^  (co8  48+  sin  48  V^ 


wo 


.     .  xsva  8 

9)  =  Arctang^— 3 

l+a:cos8 

ist,  und  immer  zwischen  —^n  nnd  +iff  genommen  werden  miiw. 

Also  ist  nach  49),  wenn  man  in  der  dortigen  Gleichung,  wu 
▼erstattet  ist,  weil  dieselbe  ffir  jedes  reelle  a  und  6  ^t, 

a  =  iB/(l-f2a;cos8-l-«*),  ö  =  «g» 

setzt: 

1 

■\-ttx  (cos  8  +  sin  8  V"^) 

-  i- «  (1—«)  a:«  (cos  28 + sin  28  V^) 


2 
1 
3 


+ 1 «  (1—«)  (1— ^  «)  a;»  (cos  38  +  sin  38  V^)  ' '  t- 


-  j  «  (1— «)  (1—  I«)  (1-  \  o)  «*  (cos  48 + sin  48  V^)  '  " 


I 


*^ 


^13 

=      1 

+  j  g^/a+arcose  +  ar»)  +  9>  V^  j  y 

+ 

der ,  wenn  man  die  Einheit  auf  beiden  Seiten  abzieht  und  dann 
nrcb  a  dividirt: 

a:(co8©rh8in©V^) 
-  \  a— «)  a:»  (cos  2e+«in  2«  V^) 

+ j  (1-«)  a—  2" «)  a:»  (cos  38 + sin  3©  V^) 

— y  a— «)  (1-  j- «)  a— 5  «)  «*  (cos  4©  +  sin  401 V^) 
+ 

+  I  j /(l+2a:  cos  e + ««)  +  9»  V=I  {  *  ^ 


3 

+ 

Ir  jedes  zwischen  —I  und  -h  I  liegende  a:. 

liäest  man  nun  a  sich  der  Mull  nähern ,  geht  auf  beiden 
litten  der  obigen  Gleichungen  zu  den  Gränzen  über»  und  setzt 
■gleich  f&r  q>  seinen  obigen  Werth ,  so  erhält  man  die  folgende 
merkwürdige  für  jedes  zwischen  — 1  und  -f  1  liegende  ;r  gelteade 
EHeichaiig : 


I. 
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lu  '\^it:Utsi  Af<;taiif4x  zwiMrheu  — «rr  und  4*1'  ^^  oehnieD  ist. 
Weii  ^ber  die  Keibeu 


i, 

uiid 


I       i     _i      1     _1 


I  I      1^*       1-^     T*      4.^ 

liii  in  ilviihulbtoii  die  ub¥uluten  Werthe  der  Glieder  fortwährend 
ikUnfUinan  und  die  Zvicheu  wechseln,  nach  einem  hekannteo  Satie 
uua  Aar  iickie  von  der  Convergenz  ond  Divei^enz  der  Reihen 
«.oiiveigireii,  und  /*2  und  Ar€tan^(:t])  endliche  vullig  bestioimte 
iiti'ttmtin  bind,  h4>  i;«t  niuu  nach  einem  andern  bekannten  Satze  aus 
dt;i  Lidiiü  von  <ler  roiivertfenz  und  Divergenz  der  Reihen  m 
iiiJdiisbbrn  brlc(-hti^tJ  dass  die  (»leichung  56)  auch  noch  für  07  =  1, 
di<;  liU'.il:kun^  1>?)  uuch  noch  filr  ar==4:l  gilt,  wodurch  wir  in 
Viiibinduii^  mit  dem  l^bigen  unter  Anwendung  einer  gewiss  durch 
huU  «elkist  j^uuleich  verständlichen  Bezeichnung  zu  den 
Inlguiidi^n  GleicnuiiKCii  ({el'dhrt  werden: 

t      l<a:=+l} 

und 


5  7       •  9 

|.     l-:,r  =  +  l) 

»Ml  AnUiig.i   liuiiier  »wiNcheu  — In  und  -f  i  ^  genommen 

den   IIUIMI 


\ 


' 


<"      ; 


li'iii  -4  I  n»M  Ui»  K«ib«  »uf  der  rechten  Seite  des  Gleicbf  i 

ii<:il»iLtti('-htiiiti  in  lii»'  OUlvhuttg  58)  in  die  Reihe  / 


I. 
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4* —5 .z\ 

ubi:i ,  unil  du  dii}.M  uarh  elueui  bekannten  auch  schon  oben  in  {•& 
III  iin^ttuundiitn  SütAe  uu«  der  Lehre  von  der  Convergenz  mid 
llivt^moiiA  der  Iteibou  eine  divem^ute  Reihe  ist,  so  ist  ersichtlich» 
d»N»  ihr  .1'  •  1  die  illelchuiig  Do)  ihre  Gültigkeit  verliert»  woraaf 
man  iiut'b  mKou  durch  die  «4e|(leicli  lu roachenae  Bemerkung,  daa$ 
/( I  -'  h  /U  ki»lnou  eadlivheu  völlig  bestimmten  Werth  mehr  bat, 
hiitte  geliihit  weidiMi  keuueu. 


Vüt  X  =  I  «rhüll  mun  aus  der  (ileicbunf;  58) 
00)     /2=l_i+'-!-+'--.... 


und  f{ir  ilcnselbcn  Werth  vou  :r  ergiekt  sidi  aus  der  lileichung  3^), 
welcher  beknoutlich  Arctang«  immer  awiechen  — i«  utiA  +lit 


61) 


=  "--f  +  6 


+  »-■ 


Indem  icli  diese  Abhandlung  hiermit  schliesse,  niederhole  ich 
lle  schon  im  Einsänge  gemachte  Bemerkung,  dass  ich  in  derselben 
[nrchaus  nicht  die   Absicht  gehabt  habe,   bloss  Neues  ^u  geben. 
vielmehr   schliesst  sich   dieselbe  an  frühere  bekannte  Muster  im, 
iie  ich  hier  wohl   nicht  erst  noch  besonders  namhaft  zu  machen 
imidl«-     Ich  bezwecke  mit  derselben  haufitsächlich  nur,  eine  zu- 
ammeii hängende   im   Geiste  der   neueren   AnalyKis  ilurchge fährte 
»Dtwjckelurig  aller  derjenigen  Reihen  zu  geben,  Helche  gewisser- 
ntssen   *ln   Elementar- Reihen    zn  betracnteu  sind,  weil  von  den- 
4lben  die  meisten   übrigen  Untersuchungen  Aber  die  Reihen  und 
[ie  Ftinelionen   ihren  Auttlanf  nehmen  müssen,  sc  wie  denn  auch 
Jlf  denselben  lediglich  die  Constructinn  der  Tafeln  beruhet,  welche 
■  der  gesammten  Mathematik  die  hfiuligste  und  allgemeinste  An- 
rendung  linden.     INanientlich  habe  Ich  aber  in  dieser  Abhandlung 
ucii   eine   vollstJindi^e  Darstellung    des  Binomischen  Lehrsatzes, 
ssbesondere  eine  getiiirige  Unterscheidung  aller  der  Fälle  von  ein- 
^der,  in  melcbem  die  betreffende  Reihe  convergirt  oder  divergirt, 
1er  Salz  also    gültig   oder  ungültig  ist,  zu  geben  versucht,  da  in 
[•r  That  die  Darstellung  dieses  wichtigen  Theorems,  wie  dieselbe 
wit  der  Zeit  des  Flors  der  combinutorisuhen  Analysts  ganz  in  der 
ijlnlichen   veralteten  Weise  anch  selbst  in   vielen  neueren  Lehr- 
fOchern   der  sogenannten   Analysis  des   Endlichen  oder  der  alge- 
braischen Analysis  zum  Ueberdruss    immer  nieder  erscheint,  den 
Anbrüchen,  welche  man  nach  den  neueren  Fortschritten  der  Ana- 
lysis zu  machen  berechtigt  ist,    doch  zu  iveoig  genügt,  wobei  ich 
atOrrich  nur  Lehrbücher,   die  sich  als  eine  hilhere  Wissenschaft- 
Ich«  Tendenz  verlolgend  ankündigen,    nicht  solche,  die  bloss  für 
jeu  Elementar -Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  bestimmt 
1   oder   eine  mehr  praktische  Richtung  einschlagen,   im  Auge 
Ich  wünsche   daher  durch  diese  Abhandlung  zur  grösseren 
kltiuig  der   neueren   Ansichten  in  der  Analysis  beizutragen. 
I  dem  Zwecke    des  Archivs  durchaus   nicht  widerspricht, 
D  demselben  vielmehr  völlig  gemüss  ist.     Zugleich  soll  die- 
ler anderen    in   ähnlicher   Weise    gehaltenen ,    nächstens 
1  Abhandlung  über  die  imaginären  GrüsMen  zur  Vorherei- 
r  djenea. 


I 


AaaUtcniFn  der  Physik  am  k.  Ii.  poljCechnUchen  Institut  >u  Wien* 


entsprechende  Theorie 
immer  eine  Aulgahe  der  Physik. 
r  Kurzem  gemachte  Beobaclituitg 


Eine  vollkommene  allen  Anfordi 
ilcr  Farben  der  Kiirper  ist  nocl 
zu  deren  LOi^ung  eine  von  mir 
£iniges  beitragen  dürfte. 

Wenn  man  das  von  gefiirbteo  Körpern  durch  Reflexton  nn^ 
zugesendete  Licht  mittelst  der  in  PoggendorfTs  Annalen  ßd.  l^XV. 
S.  4.  beschriebenen  dichroscopischen  Loupe  analysirt,  so  sieh! 
man  bei  einer  gewissen  Schiele  der  Incidenz  des  auf  den  farbigen 
Körper  fallenden  Lichtes  und  vfenn  die  Ebene  des  Uauptscbnitte« 
des  Kalkspathrhomhoids  mit  der  Einfallsebene  der  zum  Auge  ge- 
langenden Strahlen  parallel  ist,  oder  auf  ihr  senkrecht  steDb 
zwei  Bilder,  von  denen  das  eine  nahe  vollkommen  weiss,  iit 
andere  aber  mit  derselben  Farbe  wie  der  untersuchte  Kürpet 
erscheint.  Am  deutlichsten  zeigt  gich  die  Erscheinung  an  ziemlich 
gut  reflectirendeu  gelarhten  Flächen ,  namentlich  gefärbter  Papiere* 
farbiger  Gläser,  Flüssigkeiten,  Krystalle  etc.  Wenn  die  Fläctft« 
nur  einigermassen  spiegelt,  und  man  unter  dem  gehürigeu  WinlteV 
den  man  durch  den  Versuch  leicht  ausmitteln  kann,  gei^eu  d.** 
Fläche  hinsieht,  so  ist  die  Sonderuug  des  ■ — '" —  "'"'  '■■-'"■■—••' 
Bildes  eine  ^   - 


md  tarbig 


Bei  minder  gut  reflectirenden  FlSuhen,  wie  auch  hei  farbig' *■ 
Pulvern  und  unter  andern  Incidenzwinkeln  der  Strahlen  ist  *^3i^ 
Sondening  minder  Tollkommon  und  geht  bis  zur  viilligen  Gleicz:^' 
beit  beider  Bilder. 

Wenn  man  auf  die  früher  angegebene  Weise  die  vollkomm^^ie 
Sonderung  erhalten  hat  und  hält  zwischen  den  farbigen  Kür  ~^^ 
und  die  Louiie  eine  parallel  zur  Axe  geschnittene  Turmali  tipl^^"^ 
so,  das6  ihr  Haupfschnitt  dem  des  Kalkspathes  parallel  ist,  c^  <i^ 
auf  ihm  eenkreht  steht,  so  verschwindet  das  eine  oder  das  an^VefV 


«1« 


lild  Tolllionuneu.    Das  weisse  Itild  charalfterisirt  sich  als  in  der 
nfallsebeiie  der  Strahlen  polarisirt,    das    farbige   ist  senkrecht 
.rauf  |ioIarisirt. 
Da  nun  genühriliches  Licht  auf  eine  Fläche  aufTallentl  durch 

.eflexion  immer  nur  in  der  EirirallselteDe  polarisirt  wird,  so  bann 
von    der    farbigen  Fläche    kommende  auf  der  Ein  lal [»«ebene 

^ukrecht  polnrisirte  Licht  nicht  durch  Keflexion  an  der  Oberfläche 
i  Körpers  eutstehen ,  snndent  ist  durchgelassen  es  (daher  senk- 
■M  zur  Einfallsebeuo  polariäirtes)  und  aus  dem  Innern  des  Kür- 
r&  refleotirtes  Licht. 


Aus  dieser  voi 
H  grosser  Wahrs 


taffallende  weisse  Lieht  nird  .1 


Der  ilfters  aufgestellte  Satz,  dass  farbige  Körper  von  dem  auf 
re  Oheriläche  aulTallenden  weissen  Lichte  ciaige  farbige  strahlen 
irSckseriden,  andere  in  sich  eindringeu  lassen)  scheint  nach  obi- 
ei  Beobachtung  unrichtig. 
l)  Das  von   den  Körper 
nicht  von  ihrer  Ober 

Reflexion  uach  vorausgegangener  Transmission. 
Dies  im  Kurzen  die  von   mir   gemachte  Beobachtung  und  die 
raus  zunächst  sich  ergebenden  Folgerungen.    Ich  habe  Versuche 
dt  homogenem  Lichte,    eben  so  "üt  weissem  polarisirteo  Lichte 
emacht,  welche  mir  obige  zwei  Sätze  zu  bestätigen  scheinen. 

Da  ich  über  diesen  Gegenstand,  der  mit  vielen  andern  Er 
KheiDangen ,  als  z.  B.  mit  den  Farben  glühender  Körper,  der 
nip^sefaen  Polarisation  durch  Reflexion  von  Metall  Oberflächen  etc. 
1  innigsten  Zusammenhange  zu  stehen  scheint,  noch  eine  aus- 
dehnte Reihe  von  Versuchen  anstellen  werde,  und  selbe  noch 
ile  Zeit  in  Anspruch  nehmen  dürften,  so  hielt  ich  es  für  zweck- 
(ssig,  das  Haugitergebniss  meiner  Untersuchung  rorlnuflg  im 
-efaive  mitzutheiten,  und  behalte  mir  vor,  das  Endresultat  meiner 
IntersDchungen  späterhin  im  Detail  in  dieser  Zeitschrift  bekannt 
machen. 
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XXVII. 


lieber  ein  neues  Ionisches  Oesetz  1 
«eine  Anwendung:  auf  die  Be^ründl^ 
der  Farallelentheorie. 


Herrn  Dr.  Wilb.  Matzka, 

rufcinor  ilrr   MKlliemnlilL   lU   Tamow   in    Galilieo. 


I.      Sthu 


leriff 


krileu  der  ParallelenCheorte.* 


IMo    Lolir»  vim  il«u  parallden  Geraden  bat  ullbekanntlld 
lilüilHTrU'hv  Kifi«"')«!!,  dnas  man,  wie  man  es  auch  immer  an^ 
jnaKi    ■lix'li  JeOesiHtil   auf  einen  Satz  slösat,  der  sich  nicht  i 
,  gav>j||iiilit'iieH  Weiiir  uum   Boitien  Vorb'iurerri ,    oder  aus  der| 
r    In    Ihm    i  i-rlMindenen    geometrischen   Begriffe   erweise 
V  DraiM'hii  dluNVf  unangenehmen  UiiterliTechanj'  des  i: 
imiiiiinenhiinituii   und  der    folgerechten  Reibung    aller  Sl 
^ionititrln    linut    in    der    Unmöglichkeit,    die    einfacben    _ 
^^l>u|t<<    und  lllvhlunu"    ireder  erklüren,    noch  auch  nur  darq 
I  ftdn  litt  Hill)  (•ruiidmvrKniale  chiirakterisireD  zn  ktinnen. 

i.     Abhilfen. 
Ala  «tflo  Abhilfe  hat  man  nun  nelerhand  ErklUri 
T  Parutittllitilon  versurhl.     Allein  da  en  sich  hier  dIgH 


»  Sutdi-, 


Hondct 


!  Worterkläning ,  d.  h.  eist 


lllin  AiiuiiK«  di'H  (irundoH  fClr  die  >Vahl  einer  Bencnoune  euid 

I  teil"   i-ikiiiiiiteii    K.liieniichafl    xweier   unbegrenzten   geraaen  U 

I  hundi'll ,  tiiid  dii  tiuturueniliKM  derlei  Benennungen  aus  den  {ltai| 

I  J^aint^i>   der  vlmeltien  Mi^rkmnle  solcher  Eigenschaftei 

ll^Btil«!    111  »ei'duit   pflogen,   ao   kann  man  die  griechische  I 

I^Unjt    naaMUtikai,    tvell   uie  aus  ntiQti,   bedeutend  (mit  dem  I 

auf  iliv  rtAito  »»T)  hol,  neben,  längs,  juxlu,  und  äüi 

«t  unnder    nuMuniiiieugeHKlxl ,     und    daher  durch    ne  beoell 

diTlvtih  lu  veideutMctien  ist,  nur  dadurch  erläutern  —  wie« 

berell»  l'Iuklld  ((elhiin  --    daus  die  also  bennniäetea  GegmaT 

in  Ihrer  ganieu   Auadehnung  entweder  im  Räume  oder  «ntl 
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cbe.  tirbeii  pitiamlor,  d.  i.  jeder  aul  mir  Einer  Seite  dea  aii- 
.11  Itvjreri,  und  (rjiclit  ivte  nmtirlie  sich  bcrtlhrende  Haumdiii^e) 
ncn  Punkt  ^^mein  haben ,  oder  iiirueiids  xunainnient reffen ,  soii- 
t  QiHtrnll  ^elri'nnt  (aepur»!)  bleiben.  8itid  diese  rhutnllclten 
(enstönde  inHltesondere  ;;erade,  und  zu^leic^h  in  einerlei 
ne  befindliLhe  Linien,  mo  Ihsal  sich  von  ihnen  nach- 
n:  I)  duK»  jedwede  ItichtunK  <ler  eine»  als  einer  Rlcbtnii^' 
nderen  glelrh  uii^esttheii  tterden  dfirr? ,  iiiithiti  Insuf'ern  beide 
Jen  cleichi^erichtct  (äquidirect)  oder  gleichlaufend 
IchlKulli;)  hciHNen  kiitine»,  utid  'J)  dass  säinKillidic  Punkte 
^  jeden  G«rndvn  von  der  anderen  vleiche  (xenkrechte)  AbHtfindA 
tu,  l'ol([iieh  beide  (iuruden  von  einauder  uleichabHlIindig 
Mdwtant)  sind.  Dietif  <iIi>ichabMtfindi^keit  bexlelit  auch,  wenn 
!  (ierude  neben  einer  Ebene  »der  zwei  Ebenen  neben  einander 
[en  also  ncbenelnanderiuch ,  »der  Im  obigen  Sinne  pnrallel  xind, 
n  dlea  bervchti^i-t  keinesvve;;»  zu  der,  in  vielen  neueren  Lehr- 
hern der  Geinnetrie  beliebten  Erkläntni;;  „Parallel  (neben- 
Wideririch)  heisst  ein  räundivher  Vegeiistand  zu  einem  anderen 
^wanndere  zwei  (ieraden  odor  Ebenen  zu  einander,  oder  eine 
rad«  zu  einer  Ebene)  wenn  jeder  Punkt  des  ersteren  gleicliueil 
I  dorn  letzteren  ((Je^en stände)  entfernt  ist."  Eine  solche  Er- 
unx  klingt  tvie  etwa  foli;ende:  ,,Ein  gleichseiti.^es  oder  ein 
^icnwinkelicea  Ureieok^  int  ein  isob-bes,  dessen  Spitzen 
I  den  gegenüberliege  »den  Selten  glelchneit  abstehen,"  uder 
M^nde:  „Ein  ^leicbael  tiKcet  \  tereck  ist  ein  solches,  in 
cbetn  die  Diagonalen  sich  ivmkelrecht  halbiren,"  Nichte  ist 
•rDatHrl icher ,  als  solche,  eri^t  absonderlich  zu  erweiHende, 
irafiU*  in  Erklärungen  uni^uformen. 

3.  Allein  weder  jenes  Neben- einander-liegen  oder  Von-ein- 
Br*geachieden-seln,  noch  diese  GIcichaliBtiindigkeit  erschi'iiirt, 
jÄt)  für  sich  genommen,  den  mit  dem  Worte  „Parallel"  nicht 
H>l(^isch ,  sondern  von  den  (iconieteru  eigentlich  verbundenen 
hC     Denn  —  wie  schon  Tacquet  gegen  Euklid  bemerkt  — 

«8  Linien,  ron  denen  jede  auf  blos  Einer  Seite  der  njideren 
4'  Aie  also  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nirgends  zusuniiiien- 
ta,  nie  z-  li-  die  Hyperbel  oder  die  Conchois ,  und  ihre  gerade 
nptote,  üivei  Paralieln  mit  einerlei  llrennpunkt  und  Aie,  u  m.a.; 

doch  nennt  sie  der  (ieometer  nicht  purallel.    Andererseits  et- 

einer  krummen  Linie  oder  F'läche  eine  gl  eich  ab- 

isdlg«,    vvenn   man    von  Jedem  Punkte  derselben    auf  seiner 

ioal«  D&ch  einerlei  Seite  oder  Gegend  hin  gleichgrosse  Strecken 

St  otid  ihre  Endpunkte  stetig  verbindet.  (Klilgel,  Matheni. 
erb.  3.  Bd.  S.  73K.  Nro.  M?).  Aber  solche  gleicbabstJindige 
|«n  oder  Flüchen  können  dessenungeachtet  mit  einander  zu- 
prtitreffeii,  wie  z.  It.  die  Ellipse  und  Parabel  mit  mancher 
ft  Inoercn ,  die  Cycloide  mit  jeder  Süsseren ,  und  die  Hyperbel 
a  mit  inneren  ula  Ihisseren  Aeiiuidistanten ,  u.  in.  dgl.  J>ess- 
I  dUucht  es  mir  der  strengeren  Wissenschuftlich- 
tTtlsr  Geometrie  angemessener  zu  sein,  von  jeglichen 
L<  «aIcIivu  mit  einander  zu  betrachtenden  räumlichen  Gegen- 
iito  vorerst  zu  erweisen,  das»  ihr  Getrenntsein  und  ihr»  Gleich- 
Bailiglc*"  ^'^'''  gegenseitig  bedingen,  und  nuchber  erst  desai- 
en  sie  (larallel  tu  nennen. 

boii  rui-  21 
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4,  Eine  zweite  Afohilie,  ilereo  sich  alle  neueren  kriiittchen 
and  die  gerügte  schivaclie  IScilc  der  Parotlelenlheorie  nffenhenig 
eingestehenden  (ieometet  bedienen,  tut  die  7U  twtundeli^eu"!:  eine« 
—  Büglichst  einlenchtenden  Lehrsatscs.  Je  mehr  dieser  in  der  Thal 
■-fon  selbst  erhellet ,  Je  leichter  er  hegriffen  niid  zugestanden  werden 
Ibnn,  oder  je  plausibler  er  ist:  lür  desto  gründlicher  erkennt  man 
Cole  auf  ihn   gebaute  Parallelen! heorie  au.     Vau   diesen  Thenrien 

■  jMnd  jedoch  alle  jene  wenigstens  ladelnsw  ert  h,  wenn  nicbt 
^khlechterdings   vernernicb,    vvdche   nich   auf  die  Lebre  ?on  dea 

■  Jlreiecken  ^ttllzen,  niso  das  Eiurache  durch  das  Zusammengesetzte 
i  »weisen;  da  hei  den  Parall^llinien  ei^eDtiich  nur  an  einem  Pur 
llpieraden,  ihre  Winkel  mit  einer  blos  für  die  Forschung  zu  Hdlb 
l^enolnnicnei)  dritten  zu  betrachten  kommen ,  bei  den  Dreiecb«n 
i.uer  ausser  den  Winkeln  auch  nach  Seite»,  begrenzte  gerat)« 
I Linien,  betrachtet  »erden.  Dann  aber  bleiben  der  anderen  Pb- 
{[tsUelentheorien   nur  höchst  wenige  übrig,    und   selbst  die^e  eimt 

'  :bt  unbedenklich. 

Sehr  gern  legt  man  einen  der  beiden  folgenden  Sülze  nls  eri- 
(lient  zu  (irunde: 

„Zu  einer  (geraden  gibt  es  durch  jeden  Punkt  nur  eine  ein- 
Plslge  parallele  Gerade." 

,^wei  Geraden,  die   zu  einer  dritten   parallel   sind.  rnÜKt^n 
such  zu  einander  parallel  sein." 
Der  Hauptgrund,  den  man  IVii 
yinalogie,  ihr  Gleichlauten  n 


doch  a 


„Zu 
ele 


:li  folgende  analuge  Snlze  entgegen 
Ebene 
Gerade. 


gibt    es    durch   jedei 


Eben« 


arallel   i 


ionder 


inen  sich  manchmal  anrll 
ihrer  Evidenz  und  unbc' 


*  Wissens  noch  Nie 


neswegs  parallel  sein, 
ich  neiden." 

Dadurch   leiden   obige  Satze  sehr  s 
Ueuklichen  Zulassung. 

5.  Die  dritte  Abhilfe,  welche 
nand  vor  mir  vnrgeBcblugen  hat,  ist  die  Beriicksichtigung  i 
allgemein  und  streng  erweisbaren  nothwendigen  Zusammenhabe* 
zweier  Paare  unzertrennlich  zusammen  bestehender  Beschaffea- 
heiten  oder  Merkmale  —  wie  deren  so  vielerlei  in  der  Mathemstifc 
vorkommen  —  von  denen  die  einen  bestimmt,  die  anderen  unltfr 
etuiinit,  insbesondere  theils  Gleichheiten  theits  CngleichheiteD 
sind;  and  die  daraus  folgende  Aufstellung  der  vier,  solchen  Zu- 
sammenhang umständlich  und  vollständig  ansprechenden  Sätse, 
unter  denen  im  vorliegenden  Falle  ein  nach  den  gewOhnlicIi"' 
SchluBsartea  nicht  erweisbarer  Lehrsatz  vorkommt.  —  Nachdem 
ich  den  Beweis  dieses  Zusammenhanges  vielmals  und  mit  BeseiÖ- 
gung  aller  der  Wissenschaft  nacbtheiligen  Selbstliebe  kritisch  ff 
prült  und  ohne  Fehler  befunden  habe,  so  glaube  ich  nicht  weiter 
anstehen  zu  sollen,  diese  neue  Begründungsweise  der  Paralleleo- 
theorie  den  Geometern  zur  Beachtung  vorzulegen. 
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6.    Neuer  iianptlehrsalz  tler  Lof/ik.    H«'lngeti  zwei 
B  egriffe  ^  und  £  derpcstalt  unzertrennlich  zuHanimen, 
dass  beide  nur  zus^leich  vorhanden  8ein  können,  kei- 
ner aber  ohne  den  anderen  bestehen  kann;  und  ixt  der 
B  egriff  S  nur  entweder  der  ei ndeutif^e  also  bestimmte 
a,  oder  der  zweideutiire  alsounbestininite//,  (namentlich 
entweder  b'  oderfi");  des» gleichen  der  Uei^ri Fl  £  nur  ent- 
weder    der    eindeutige"  also    bestimmte    a,     oder  der 
zvreid entige  also  unbestimmte  ß,  Oiaraentlich  entweder  ß" 
oder  ß^)z  so  muss  jedweder  einzelne  der  er^teren  zwei 
sich  gegenseitig   au^schliessenden    Ueurifle    a    und  6 
(welcher  selbst  entweder  (ß  oder  ö"  ist)  mit  einem  der  letzte« 
ren   zwei    einander  eegen.seitis  ausKch  liessenden  He- 
eriffe  a  ond  ß  (der  selbsf  entu eder  f  oder  ß"  ist;  zusammen 
bestehen; 

und  zwar  mu^üen  jederzeit  und  nothwendis 

einerseits  die  beiden  eindeutigen,  bestimmten,  a  u.  a, 

Andererseits  die  beiden  zweideutigen,  unbestimmten, 
6  nod  ^, 

niit  einander  bestehen,  jeder  den  andern  bedingen:  nie 
Aber  kann  ein  eindeutiger,  be.siimmter,  mit  einem  zwei- 
deatigen,  unbestimmten,  zusammen  bestehen. 

Eisentiich  Ist  hier  nur  der  letztere  verneinende  Satz  zu  er- 
^•iseB^  nemUdi.  da.««  unter  den  semacbten  Vorau*M:tzungen  nie 
^a  eindentiger  und  ein  zweideutiger  ein  l>e»timrnter  und  ein  un- 
bestimmter Begriff,  d.  i.  "neder  n  urid  i.  r^ofh  u  und  6.  mit  ein- 
Ander  bestehen  k'*zjZit^:  deLo  die'^er  .^iitz  zerfällt  nothvierjdJ:;  in 
Jene  zwei  er^teren  t^jähenJerj  Sitze. 

Riclitig  aber  Vi-a^*  fi*rT  Satz  »eiu.  ^':etl  an  dem  eindeu- 
^e«  Bc-srife  a   'jd*rT  c   L^in   Merkir^ai    <>der   Kennzeicben   h'i'.h 
>vfiftdefli  l^»«^t.   "s^ekher  ^*^t    J*e;deri   ''.•r-n   zweideutigem  gl^-i'.bael- 
tcnden   Mooider    ge^e^eeiii^    aa^^w-falle-^o^fideo    iUnsfif^  luh  ibui 
(dem  eiftdectigei     zu-saiLi^eüi  ^je>»>b*-^   -f'il,   r.fziJj'b  hU  z'j  n  der 
Bcggiff  ^   oder  ^-  zu  c  der  lUr^nM  t   ^A^z  6"  geb'^re:   n'A  ««eil 
Aan  daker  diir'.iu.:!^  ke^ierie!  G— .'>c'  L«: .    jii'.x  jei^em  •'!L<*-.Ü2eii 
•ker  den  eIi»eL   *!•   «fei    l' d*^-*-:.   c^r    z»»*^     -  ^^.-rj^.Tlt**-   l^ei'-lfc 
^buudcii  zx  d*-ik«-L  —  IL*:  u-  *^L*r  iT  i*.  i".  .v-i:  i  <^L*-r  '/   a-V  ^>  — : 

tasck .  »el!  h-c«  **•  v-i .  i.--  v. *  z*,*^-:  ."^i.-,  if*-.  e- :•*•'-  ii-it 
TCfteudeL  i.T^**be^  v. ;.'.  i.-.^^-  i- -*••!.: ^i*  '•".  vii  c*i.  fuö^n» 
iit  fta  TerbcTifer.  ^tzv-j**.-;*-.  •-  :.t--  •..*"^*'  acvi' *- '.i  'ii-r.;! 
^*iWl1»  i>  gedfe^i:  -•♦..-c*-'.  ..*'•:•*•.  — :■  :  c-  #..■«  •.•••_  ^  u*  i**.  u".: 
'■■•rcU  C^  il*  ^''^  — :  '•«.*   t:  r  l   •  f*--   :•.•    .'itr*^:::   .•' .   Cu   i  *■►* 

kuxiuei. 


9  Urtiere 


'•5*"  :     tili    IL  if-ur.*'"*:  J  uii»  •i*-'-»':.*^  1    ur.»*'  l' 
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S  ist  a 


£  ist  a  n 

>  (rie  anilererseits  die  beiden  ii 

iS  ist  fi  ^  ft  oder  h"  a 


Aasf    mit  I 
ist  A. 


I   jeden  dn 


i'  ist  ß, 
is;  si>  mfis^eii  jederiett  eioerseit' 

Ifi    £ist  o. 

ibestinimten  xKeideuti^en  l'TlIieik 

id    S  ist  ß  =  ß'  oder  ^'' 


gleichzeitig  zusammen  liestehen. 

Folglicli  mfjssen  Kugieicb  mit  einander  t 
Urthejle  gelten: 


r  hypotlieti! 


I)  Wenn  S,  a  ist;  so  ist  £,  u. 
•i)  Wenn  S,//  ist:  so  ist  i',  ß. 

3)  Wenn  Z,  u  ist;  so  ist  S,  a. 

4)  Wenn  Z.  ^  ist;  so  ist  Ä,  6. 

Von  diesen  sind  1)  «nd  4) 
von    einande  ■'"* 

dessgl  eichen 


■2)  und  3)  Contrapositioiien 

miinin    unmittelbare    Folgerungen    aus    einander - 

iind    I)    und  3)    so    wie    2j  und  i)    Umgekehrte  v*»"* 


Absonderliche  Bewei 
ohl   diei 


füAr. 


ng  in  der  Anwendung 
Urtheile,  als  eher. 

Bewei^^J 
nd  sonaC"* 


dem  ohig 


■M 


•  vier  hypothetische! 
Lehrsätze    der    angewandten    Logik , 

ganz  allgemein  und  in  aller  Strenge  gelten  müssen,  und  sona*^' 
in  jedem  l>esonderen  Falle  mit  voller  Ueberzeugung  von  ihr^^ 
Giltigkeit  angewendet  werden  dürfen,  so  musB  man  sie  denno^** 
in  den  einzelnen  Zweigen  der  Grössen  Wissenschaft  noch  absoO ' 
derlich  beweisen ,  um  darzulegen ,  dass  die  in  ihnen  verbunden^  '^ 
zweierlei  Begriffe  wirklich  einander  gegenseitig  bedingen. 

Gewilhnlicfa    beweist  mau  zwei  solche  aus  ihnen, 
nicht  Contrafiositionen,  also  nicht  nothweiidige  unmittelbare  Folg 
aus  einander  sind,  nemlich 

entweder  1)  und  '1) ,   oder  J)  und  3); 

wonach  die  beiden  übrigen  als  ihre  Contrapositionen,  auch  ib«"* 
nächsten  nothwendigen  Folgen  sind.  Der  erstere  Vorgang  ist  ein  l»*' 
sonderer  Fall  des  allgemeinen  Umkehrungsgesetzes  von  Uauher  ""J' 


I  Arcliii.  6.  Theil.  4.  Heft.     .\ro.  \t>l'- 
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Aber  es  genügt  auch  schon  der  Beweis  eines  eitizi- 
geil  dieser  vier  Sätze,  um  sie  allesamnit  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben 9  oder  vielmehr,  da  sie  vermöge  des  obigen  allgemeinen 
Beweises  derselben  keinem  gegriindeten  Zweifel  unterliegen  können, 
um  sie  nur  noch  mehr  zu  bestätigen  und  zu  bekräftigen.  Beweist 
man  z.  B.  den  Satz  1)*)»  so  folgt  aus  ihm  seine  Contraposition 
4)  und  aus  beiden  jeder  der  zwei  anderen. 

Denn  wollte  man  etwa  den  Satz: 

3)  Wenn  Z,  a  ist;  so  ist  S5  a; 

nicht  zugestehen,  also  nicht  gelten  lassen,  dass  mit  dem  Begriffe 
er  der  Begriff  a  ziisammenhänge ;  so  miisste  man,  weil  mit  dem 
Begriffe  a  doch  noth wendig  einer  der*  Begriffe  a  und  b  verbunden 
sein  niuss5  niit  ihm  den  Begriff  b  verknüpfep,  also  den  Satz: 

Wenn  Z,  a  ist;  so  isiS,  &; 

einräumen.  Aus  diesen  würde  aber  durch  Contraposition  sogleich 
folgen : 

Wenn  S  nicht  b  ist;  so  ist  auch  E  nicht  «; 
A.  h. 

Wenn  <S,  a  ist ;  so  ist  27,  ß. 

Da  Jedoch  diese  Folgerung  mit  1)  im  Widerspruche  i(<t,  %fo 
leidet  diö  Gilti^keit  von  3)  keinen  Zweifel.  Dann  aber  gilt  auch 
seine  Contraposition  2). 

,9.     Gewöhnliche  allgemeine  Anwendung, 

Der  obige  logische  Hauptlehrsatz  kommt  vornehmlich  da  in 
Aofvendungy  wo  /(  und  2  Vergleichungen  von  Grössen  oder 
JSeschafienheiten  mancher  Ciegenstände  sind;  daher  a  und  a 
die  Gleichheit,  das  Gleichsein  (=)9  dagegen  b  und  p  die  U  n> 
g'leichheit,  Verschiedenheit,  das  Verschiedensein  {zt,)  solcher 
Eigenschaften  bedeuten.    Für  diesen  Fall  gilt  folgender 

Allgemeiner  logischer  Lehrsatz,  Wenn  an  irgend 
sweien,  unzertrennlich  mit  einander  bestehenden, 
flieh  gegenseitig  bedingenden  oder  bestimmenden 
Gegenständen  Cr  und  g  zweierlei  Merkmale  (Beschaffen- 
heiten» Eigenschaften  oder  Besjtiramungsstücke) ,  nemlich  so- 
wohl eines  Theils  A  und  fi,  als  auch  andern  Theils  B 
«md  6  Torkommen;  und  wenn  die  beiden  Merkmale  der- 
selben Art  entweder  gleich  (=)  oder  ungleich  (verschie- 
den 20  sein  können,  mithin  nothwendig  jede  der  bei- 
de n^Vergleichun  gen 

-4  =  a  und  A'Z.n 

jBit  einer  der  beiden  anderartigen 

B=zb  und  B-z:b 


*)    Wie  in   der  unten  folgenden    Lehre    vom  ZiisaiDmentrefTeR  der 
Geraden. 
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zusammen  bestehen  muss:  so  mössen  jederzeit  und 
Dothwendig  einerseits  dieGleichheiten  der  beiderlei 
Merkmale»  d.  i. 

A'=  a  und  B  =:  b, 

mit  einander  und  andererseits  auch  die  Ungleichhei- 
ten dieser  zweierlei  Merkmale  d.  i. 

A:z:a  und  i?  Z  6 

wieder  mit  einander  bestehen;  nie  aber  kann  die 
Gleichheit  der  einen  Merkmale  mit  der  Ungleichheit 
der  anderen 

weder  A=z  a  mit  B'2lff, 
noch  B  =  b  mit  A'Z.a, 

bestehen. 

Sind   nemlich  die  einen  Merkmale  gleich^    so  sind  auch  die 
anderen  gleich; 

sind  dagegen  die  einen  Merkmale  ungleich«    so  sgid  auch  die  < 
anderen  ungleich ; 

niemals  aber  können  die  einen  Merkmale  gleich 

und  die  andern  ungleich  sein. 

Mithin   müssen  hier  jedesmal  zugleich  folgende  vier  hypi 
thetische  Sätze  gelten: 

I.  Wenn  A  =  a  ist;  so  ist  auch  B^=zb, 
IL  Wenn  A~Z.a  ist;  so  ist  auch  B'Zb. 
IIL  Wenn  B=b  ist;  so  ist  auch  A=z  a. 
IV.  Wenn  B'Z.b  ist;  so  ist  auch  A'Z.a.  ..j 

10.    Beispiele, 

1)  Sind  die  Zusätze  (zweiten  Summanden)  zu  einerlei 

(erstem  Summand)    ^„v^^^v.»   so  ^^^^  &uch  die  Beti^ge  (Si 

gleich 
ungleich' 

Umgekehrt: 

Sind  nach  geschehenem   Zusätze  zu  einerlei  GrSsse  (Si 

hend)  die  Beträge  (Minuende)    ^  |' .  .  ,   so  mfissen   auch  die 

brauchten  Zusätze  (Unterschiede »  Differenzen)    S  ^  .  ,   sein. 

2)  Sind  bei  einerlei  Midtiplikand  (erstem  Factor)  die 

plikatoren  (zweiten  Factoren)  „^„Ig^^ij  >  *<*  sind  auch  die  Prodll 

gleich 
ungleich'  •  «.^ 
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Uin|»ekelirt: 

Sind  bei  einerlei  Divisor  (erstem  Factor)  die  Dividende  (Pro- 

dacte)  »Q^'^^i, »   f*^   «i"d  auch  die  Quotienten  (zi^eiten  Factoreo) 

gleich 
ungleich' 

3)  Im  Dreiecke  liegen 

gleichen    Seiten    gleiche    Winkel, 
und  ungleichen  Seiten  ungleiche  Winkel  gegenüber; 

also  liegen  auch  umgekehrt: 

gleichen    Winkeln    gleiche    Seiten, 
und  ungleichen  Winkeln  ungleiche  Seiten  gegenüber. 


IL 

Verwendung  des  aufgestellten  logischen  Gesetzes  in 

der  Parallelentheorie. 

11.  Zweckmu^siffere  Benennung  tler  Winkel 
zweier  Geraden  in  einerlei  Ebene  jnit  einer  sie  beide 
in  zwei  Punkten  schneidenden  dritten. 

Werden  (Tat.  IV.  Fig.  3.;  zwei  in  einerlei  Ebene  befindliche 
Geraden  LM  und  A/ü  von  einer  dritten  Nv  in  zwei  Punkten  P  und 
9K  geschnitten ,  so  heissen  bekanntlich  einem  allgemeinen  Gebrauche 
gemäss  die  Winkel  a,  b,  a,  ß  innere,  und  ihre  Scheitelwinkel 
^,b\t/,ß'  äussere  Winkel; 

ferner  die  Winkel  a  mit  a,  und  b  mit  ß  Wechselwinkel , 
80  wie  die  Winkel  a  mit  ß,  und  b  mit  a  Gegenwinkel. 

Höchst  zweckmSssig  behält  man  mit  Knar  diese  letzteren 
Benennungen  der  Paare  zusammengestellter  Winkel  der  einen  und 
anderen  Geraden  mit  der  dritten  Schneidenden  auch  dann  noch 
bei,  wenn  in  obigen  Paaren  an  die  Stelle  eines  oder  beider  Win- 
Jkel  der  (gleiche)  Scheitelwinkel  tritt.  —  Dann  sind 

(gleichlautend  bezeichnete)  Wechselwinkel: 

aaaa'a'aa'a',  bßbß'b'ßbj; 
(UDgleichfautend  bezeichnete)  (t  e  g  e  n  w  i  n  k  e  I : 

aßaß' a'ßa'ß',   bccbct' b'ab'a\ 

12.  Allgemeiner  Zusammenhang  zwiscben  den 
Grossen  der  Wechsel-  und  Gegenwinkel. 

(!H%aex)  Hauptlehrsatz.  Werden  zwei  gerade  Linien 
TOD  einer  dritten  in  zwei  Punkten  geschnitten,  so  ist 
sowohl  der  Unterschied  jeder  zwei  Wechselwinkel. 
als  aneh  der  Unterschied  eines  gestreckten  Winkels 
und  der  Summe  jeder  zwei  Gec^e n winke!  überall  gleich, 
wofern  Immer  (arithmetisch)  das  Kleinere  vom  Grösseren  abge- 
sogon  wird. 
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Denn  behält  man  in  Taf.  IV.  Fi^.  4.  die  Bezeichnoog  ans 
Taf.  IV.  ¥\n.  3.  mit  der  einzigen  Abiveichung  bei,  dass  mao  die 
äusseren  Winkel  gerade  so,  wie  die  ihnen  als  Scheitelwinkel 
gleichen  inneren  bezeichnet,  weil  hier  nur  die  Grosse  der  Winkel 
zu  berücksichtigen  kommt;  so  hat  man,  weil  n  und  6  so  wie  « 
und  ß  Nebenwinkel  sind ,  wenn  der  gestreckte  Winkel  mit  G  be- 
zeichnet wird,   die  Gleichungen: 

a  +  b=G,   €t  +  ß=G. 

Daraus  folgt  sogleich  a  +  b^za-i-ß,  und  wenn  man  s^ff 
voraussetzt, 

a — a  =  ß—h, 

wonach  b^ß  sein  muss. 

Schreibt  man  die  erste  Gleichung  wie  folgt : 

G=z(a^-ß)^  (ß^b)  =  (b+a)  +  (a-a) , 

so  findet  man  hieraus  und  aus  dem  bereits  Gefundenen  die  Glei- 
chungen : 

a— «  =  ^-Ä=  G— (6+«)  =  (a+/3)— G, 

welche  den  behaupteten  Satz  ausdrücken,  und  in  denen  a-^ßc,flf 
b+€c^  G  ist. 

13.    Gefolgerte  allgemeine  Alternative. 
Bestehr  demnach  irgend  einer  dieser  durchweg  glei- 

chen Unterschiede,  so  ^^'beJteht^^*  ^"^"^  *^^''"  jeder. 

Vereinzelte  Betrachtung. 

Werden  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  in  zwei  Punkten 
dergestalt  geschnitten ,  dass  entweder  irgend  zwei  Wechselwinkel 

unc^eich  ®''"^»  ^^^^  irgend  zwei  Gegenwinkel  zusammen  |f*?-0n 
gestreckten  Winkel  ausmachen :  so  sind  auch  jede  zwei  Weshsel- 
Winkel  «?j^*^ßU»    und  jede  zwei  Gegenwinkel  machen  zusammen 

kllnen  «««*''®ckten  Winkel  aus. 

14.    Auf  diete  Vernleichung  der  Winkel  gegründete 

Unter  scHeidung 

A,    der  Seiten  der  Schneidenden^ 

Wo  die  allesammt  gleichen  Uuterschiede  wirklick 
bestehen,  da  unterscheiden  sich  die  beiden  Seiten  der  schnei' 
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ren«l«n    Grrudeii  darin   vnn  vluander ,  dms  auf  <]«r    "j.^     Seite 

je  der  Kussere  Winkel  SJ"»««'  als  sein  lunerer  Wechselwinkel,  ' 

tl»<l  die  Summe  der  ioneren  Gegetiwlnkel  ^[""^J^,  Jene  der 

leren  (iegeuwinkel  älter  um  eben  so  viel  l^'u^t^'  j^jg  «{„ 
^  kleiner 

Üe-s^reckter  Winkel  ist. 

Wo  aber  die  alleuarotiit  icleidieii  Uiitersi-Itiede  ver- 
'ch  wludaii,  da  bestflit  aueli  kern  sotcher  Unterschied  znischeii 
leax  Seilen  der  Schnpidendeu ;  «ondern  uiirbeiden  Seilen  derselben 
Ist  ieder  äussere  Winkel  jtleicli  seinem  inneren  Wechselwinkel, 
lud  sowohl  die  inneren  als  die  äusseren  Uegeitivi  nkel  beiragen 
nsaromeu  einen  gestreckten  Winkel. 

All  dieses  erhellet  aus  Taf.  IV.  Fig.  4.  nnd  deu  in  Art  Vi.  aul- 
uhrten  ijleiehzeiligen  Vergleichunqen : 

B.  der  Arten  des  Schneidens. 
Aus  diesen  Ergebnissen  leuchtet  ein,  dass  znei  gerade  Linien 
**•«  einer  dritten  in  zwei  Punkten  nur  aut  zweierlei  Weise 
S^schnitten  werden  Icünnen,  neinlich  entweder 
j^.  1)  bo,  dass  jede  zwei  Wechselwinkel  gleich  sind,  und 
i^t  zw«!  Gegenwinkel  zusammen  eioeo  ^gestreckten  Winkel  be> 
***»«<n, 

-^  folglich,  dass  auf  beiden  Seilen  der  Schneidenden  jeder  äussere 
"Linker  seinem  inneren  Wechselwinkel  gleich  ist,  und  jede  zwei 
Sl^vhtiamige  [..  1  Gegenwinkel  zusammen  einen  gestreckten 

]^1nkel  ausmachen,  also  dnss  die  beiden  Seiten  der  Schnei- 
2j^<len.  riicksichtlich  der  Verglelchung  der  Winkel,  gleicht 
^  •schaffenheit  steigen;  oder 

%    so,  dass    jede   zwei  Wechsel  winket    iiiii/teich   sind, 
jede  zwei  Gegenwinke)  zusammen  keinen  gestreckten  Winkel 


lieh,    dass  auf  (lerjj*j"/r°„   Seile   der   Schneidenden   jede 

B  Winkel  gig^fg"  als  sein  innerer  W'echselwinkel  ist,    und 

die  inneren  Gegenwinkel  zusammen  "''"'2«''  ^{^  einen  gestreckten 

Winkel  aiismacheB,  also 

dass  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rifcksichtlich  der 
Vvrgleichung  der  Winkel  unglfickc  Beschaffenheit  zeigen. 

Alan    kann   das   "5?"'.*'^      Schneiden    kurz     mit    Knar 


erstartige      f^^^^^^^, 
weitiirlige 
gleiche 
uui^leich 


echsel winkeln  nennen. 


13.    Au/'  die  fiegenteiiitje    Lage  der   heilten    Geradsn 
f/fi/ründete   Unter scheidua»/ 
A.     der  Seiten  der  Schneidenden. 
Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  in  zwei  Punltleii je- 
sehnitten,   sa  iiegt,   nenn  die  Geraden  nirgends  zusammentreSeii, 
lolglluli  durchweg  getrennt  sind,  zu  beiden  Seiten  der  Schnei- 
denden ein  Paar  getrennter  Strahlen  (halber  Geraden),  dit- 
gegen  ivenn  die   Geraden   sich  treffen,  auf  einer  Seite  ein  Paar 
(getrennter,    und  auf  der  anderen  ein  Paar  sieh'  schneiden- 
der Strahlen.     Dort  schneiden  sich  die  Geraden  weder  diesseita 
noch  jenseits  de;  Schneidenden ;    hier  dagegen  schneiden  sie  sich 
auf  nur  einer,  aber  nicht  auf  der  anderen  Seite. 


B.     der  Arte. 


Zwei 
Punliten  ni 
entweder 

. ')  • 


'  deriuassen  s 


det  Schneidens. 
demnach    von   einer    dritten   ii 
zweierlei  Art  geschnitten  werden 


duBi 


1  Seiten  der  Schneidenden  jedes  Paar  halber  Ge- 
1  getrennt  ist,  also  die  beiden  Seiten  der  Schneidendeiii 
rücksicntl'rch  des  Zusammentreffens  der  Hälften  jener  Gerudeni 
ijleiche  Beschaffenheit  haben;  oder 

%    so,  dass  auf  der  einen  Seite  der  Schneidenden  der  Durch- 
schnittspunkt der  zwei   Geraden   liegt,  also   ein  Paar  halber  Ge- 
raden zusaninientieffen,  auf  der  anderen  Seite  kein  Durchschmtls- 
jiunkt  der  Geraden   liegt,    also  ein  Paar  halber  Geraden  seti< 
sind,    folglich   so,  dass   die   beiden  Seiten  der  Schneidei' 
rficksiehllich    des  ZusaiumeDtreffens    der  Hälften  jener  tien 
ungleiche  Beschaffenheit  besitzen. 


16.     üeberq 


nffsi 


etrachtu 


initt«- 


Die  Seiten  der  Schneidenden  zeigen  daher  rücksichtlich  zwei^** 
lei  Umstünde,  eines  Theils  gleiche  andern  Theils  ungleiche  Ift** 
seh  äffen  h  ei  t  en ,  nenilich  sowohl  rücksichtlich  der  Verglcichun^«" 
der  Winkel  als  auch  riicksichtlich  der  gegenseitigen  Lagen  J«f 
halben  Geraden,  welche  auf  diesen  Seiten  sich  befinden.  PJ^J" 
entsteht  die  Frage,  ob  diese  beiderlei  Beschaffenheiten  der  Seit*" 
der  Schneidenden  mit  einander  zusammenbringen  oder  nicht,  «»*■ 
mentlich  also  mit  Bezug  auf  den  obigen  allgemeinen  IngisctB^" 
Lehrsatz  (in  Art.  9.),  ob  einerseits  beide  gleichen  und  anderers^''* 
beide  ungleichen  Beschaffenheiten  mit  einander  bestehen,  d.  "• 
ob  einerseits  das  Getrenntsein  der  beiden  Geraden  mit  A«™ 
Schneiden  der  dritten  unter  gleichen  Wechselwiakeln, 

und  andererseits 
das  Zusammentreffen    der  xwei  Geraden  mit  dem  Schnei<i*'' 
der  dritten  unter  ungleichen  Wechselwinkeln  zusammengehO<^' 

Diese  Frage  wird  nns  der  erste  von  den  bald  folgenden  ^"" 
zusammen  gehörigen  Lehrsätzen  in  der  That  bejahen.  Vorher  alwr 
erwägen  wir  noch  nachstehende 

17.     Wichtige  Bemerkung  für  die  Kriti/.: 
Die  Nothwcndigkelt  des  Beweises  solchen  Zusammenhangt" 
der  angeführten    zwsietlei    Gleichheiten   und   Ungleichheiten  der 
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»^iten  der  Schneidenden  wird  um  so  mehr  einleuchten ,  wenn  man 
olgende  Wahrheit  bedenkt: 

Obige  drei   Sätze  in  Art.   12.  und  13.   bleiben  auch 
.  as.nn  noch  vollständig  giltig,  wenn  man  in  ihnen  über- 
.11   die  Wörter  .^Wechsel-  und  Gegenwinkel"  mit  ein- 
Eider  vertauscht. 

Denn  aus  den  Gleichheiten 

G  =  a+b=:a+ß 

=  (o+«)  -  (a-ft  =  (6+15)  +  (a-ft 

findet  man  auch 

a— /5=a— 6  =  (a+a)— C=  C— (6+/5); 
wobei  man  bedingt 

a^ß,  b<a,  a  +  a>G.  bi-ß<G. 

^  Demnach  können  leicht  auch  die ,  auf  die  Vergleichungen  der 
Kinkel  gestützten ,  Unterscheidungen  der  Seiten  der  Schneidenden 
^^A  der  Arten  des  Schneidens  (in  Art  14.)  passend  abgeändert 
ausgesprochen  werden ,  und  man  mrd  ersehen ,  dass  hiebei  nur 
entweder  auf  jeder  Seite  der  Schneidenden  jedweder  Winkel  seinem 
»ieichnamigen)  Gegenwinkel  gleich ,  oder  von  jeglichen  zwei  Ne- 
benwinkeln der  eine  grosser,  der  andere  aber  kleiner  als  sein  Ge- 
S^Qwinkel  sein  könne,  also  das  Schneiden  entvieder  unter 
S' 61  eben  oder  ungleichen  Gegenwinkeln  geschehe. 

Allein  man  wird  ohne  sonderliche  Schwierigkeit  erkennen,  dass 
diese  zweierlei  Schneidungen  auf  das  Zusammentreffen  und  Ge- 
trenntsein der  Geraden  ohne  Einfluss  sind.  Denn  je  nachdem  die 
B,l  eichen  Gegenwinkel  schiefe  oder  rechte  Winkel  sind,  schneiden 
Ach  die  beiden  Geraden  oder  treffen  sich  gar  nicht;  und  bei  un- 
Sleicheo  (vegenwinkeln  k«3nnen  die  Geraden  eben  sowohl  einan- 
w  schneiden  als  nirgends  treffen. 

1^  IS«  Gegenseitige  Abhängigkeit  des  Zusammenireffent 
^J^d  Getrenntseins  zweier  in  einer  Ebene  befindlichen 
Geraden  und  der  zweierlei   Schneidungen  jeglicher 

dritten  Geraden. 

.  1.  Hauptlehrsatz.  Zwei  gerade  Linien ,  welche  von 
*>iier  dritten  in  zwei  Punkten  unter  i/^i'irAen Wechsel- 
Winkeln  geschnitten  werden,  treffen  sich  nirgends. 

Wenn  nemlich  die  Geraden  LM  und  1,\l  (in  Taf.  IV.  Fig.  4.) 
^<Hi  der  JVv  unter  gleichen  Wechselwinkeln.  #i  =  a,  A  =  ^,  ge- 
*^Iniitten  werden,  so  treffen  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
urgends. 

Beweis  (nach  de  Veley).  Die  Gerade  iVv  zertheilt  die 
tbene,  in  der  sich  die  Geraden  LM  und  1.\l  befinden,  in  zwei 
^tiieUungeo.  Diese  lassen  sich  nun  so  auf  einander  legen,  dass 
iyt  Pigur  LPnl  auf  \lkPM  dergestalt  zu  liegen  kommt,  dass  Pn 
in  verwendeter  Lage   sich  selbst  deckt,  daner  auch  die  Winkel 
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Uie  G«r^<  in  Mcfc  aWf  ^uik  n  zvc: 

wa*  Kutii   j  treffen  ncfc  Am«  Gcmic«  v 

miU  noch  j .    Um  gu  »insvadA. 

lixax    xMiaAta  tlrti    aa  iImi  ti«>dea  Sfitea  Are  t 
k»iiilD«Dd«B    Ktrc>«rtci     Gkiehbeiten     mtd     [Tndrici 
Krl(«ii,   v«Tttüee  dt*  loo   uui  anTjccittdUM)  It^ucbf«  € 
iMtUiiTMidif;  umI  ohne  eiti«»    oochmaüsea   ür^ritts^   la  t 
«neb  «dum  die  tktüa  als  C^iulnpAMtitneD  Ibeils  ai»  rnki 
KWWHmrnktogeiMleD  drei  fmicren   Lektsätze.     l'n  jcdac 
l«^#n.  das«   Bod   irie  die  aur  jene«  allseBeine  <!(-*ct«  4e«  I 
iceurfindeleo  Ueiveiite  die«eT  -Sitze  ia  l>ehri>Ddieni  xo  gehe«  ■ 
■H^lleu  dteselbeu  hier  e[>e<irallit  voüetModig  dargetesl  « 

I».     il.    Gegentbeilig  folet  bierans: 

Z»ei  ivtammentTfffeiidt  Geraden  werden  ran  ^ 
der  dritten,  die  nie   in  zwei  Punkten  trim.    Hnt«r  «*" 
tjieirhcK  Wecbaelwipicelti  lEeschnitten; 

und  ztrar  so,  dass  anf  derjenigen  Seite  der  'ii  IimmIimJjt 
auf  Mrlchei  die   beiden  (ieraden  zuHammen treffen ,  jeder  jim^w    ' 
Winkel    ^rüs»er    aU  nein  innerer  Wediseltvinkel,  und  die  Sa^^    I 
der  ititiertru  Gegenwinkel  kleiner  aU  ein  geslrecitcr  WmLM  ist.       ' 

Ueweiti  des  Au  hang».  Purch  den  Punkt/' (Ta/.  |\ 
in  welchem  die  eruiere  der  zwei  ini  Punkte  O  sich  «■  'i 
Gerudepi  LM  und   ift  voti   der  dritten  AV  gescbnitlen  t 
man  die  Gerade  JA' dergetttalt,  daH»  i-iie  mit  derSchnei'i- 
init  dem  Iturchachnitlitpuiikte  O  aur  einerlei  Seile  lie^-c 
kel  ^PK  oder  </  =  «  macht;  (olsüch  y/C  und  iu  Ton  .1- 
"Ivirheij  WecliselHinkeln   geschnitten  werden,    und  al-i 
I.)   nirgends  zusammentreffen.  —     Nun   mu^s  aber  je-ii     '   ._ 
welche  in  den  beiden  Seher telwirikeln  b  der  Geraden  /..!/  uad  -.^'    , 
durcb  ihren  DnrchHchnlttH|<unkt    P  geführt  wird,    in    die  een»**    , 
Verbiniluufcslinie    Ott  der    Schenkel    eines    solchen  WinkeU  <?^ 
schneiden  *),   also  auch   in  die  Gerade  X^.     Mithin  kanti  die  ^J^ 
well   nie  die   Af>  nireends  trifft,  keineswegs  In  den  zwei  SdMjT*^ 
winkeln  b  der  Geraden  LM  und  Nv ,  snndern  nur  in  den  i 
deren,  u,  liefen,    und   daher  inshetiondere  ihre  Richtam;  PK  , 
dem  Winkel  NP!a=a;  wesswegen  NPM>>NPK  <Att  a><^  f 
^  Weil  aber  a!=:a  construirt  wurden,  muxs  auch  «t>a  «wn.^ 

'iO.    III.  Umkehrung  des  ersten  Lehrsatzes: 

~woi   Rerade   I,inS«n,    welche  niraendi  zutammM 

werden  von    jeder   dritten   Geraden,   die  S 

ifft,    unter    aletchen    Wechselivinkeln    t^ 
ichnltten.  " 


trt/frv. 
beide    tri 


*>  Wut!  (»(••<• 
rtnilriiif[t ,  uiiil  »Uli 
•idinoidfln  inun .  w« 


de  In  da*  Innnrc  der  (^nchleiiBenen  F|)(»t  finOf  J 
.  Umfang  dipaer  Ftgnr  «cni;;i>lvnM  nurJt  einmlt  I 
:r  in  der  Strecke  O.t  »lüglicli  Ui. 


Beweixi  Kilniit«!!  xwci  f{t-rn(l<>  Lirnuti .  die  sWh  nirgcniU 
VffD,  wio  t/!U  und  Af(  in  Taf.  IV.  Vlü.  4.,  von  einer  dritten  Nv 
SeruDßleicheii  Wvchselwinkelti  |;c-snTinitteunenleri;  hu  nifisKlen 
i>iiidcn  Seilen  Her  Schneidenden  A'v  (vermri;!«  Art.  IJ,)  darin 
1  einander  m<-Ii  uiiteritcheiden ,  diiHM  auf  der  einen  Seite 
r  HuKHere  Winkel  grüsser,  auf  der  anderen  aber  kleiner 
sein  innerer  Wechsel  wink  ei  ist.  Allein  die  xive'i  üeriiden  LJU 
i  Afi  treffen  c-inniider  nirgends,  olbo  neder  auf  der  einen,  noch 
r  der  nnderen  Seite  der  Schneidenden  Av;  ful^lich  sind  in  dieser 
naifht  die  hciden  Seiten  der  Schneidenden  nicht  von  einander 
[schieden,  uiindern  gleich  heachaffen.  Sonach  ffibl  et«  dtirehaue 
in  Merkirichen  von  den  zwei  Geraden,  niittela  desHen  die 
Iden  Seiten  der  Schneidenden,  rücksi  cht  lieh  jener  Verslolehnn- 
)  der  Weclüselivinkel ,  von  einander  untemchieden  »erden  künn- 
i:  d.  h.  es  gibt  keinen  Grund  eher  auf  der  einen  als  auf  der 
d«ren  Seile  der  Schneidenden  die  äusseren  Winkel  [!r<isser 
[ihre  inneren  Wechseln' inkel  zu  denken;  oder  vielmehr,  jeder 
und,  aus  itelchem  man  eine  solche  Cij^enschan  der  einen  Seite 
Schneidenden  zuNchreilien  ivill,  berechtigt  auch,  dieselbe 
[enechuft  ihrer  anderen  Seite  beizule<;en,  so  dass  auf  einer  jeden 
ite  der  Schneidenden  der  Fiussere  Winkel  nicht  nur  ^rTisser, 
auch  zugleich  kleiner  als  sein  innerer  Wechsel- 
ikel  sein  müsste  :  iras  doch  in  sich  treibst  schon  ungereimt  vvftre. 
(hin  können  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden ,  rRcksichtlich 
rVergleichnnij  ihrer  Wechsel»  inket,  nur  aleich  beechafren, 
|lich  auf  jeder  Seite  jednedcr  äussere  Winkel  seinem  inneren 
Bchselwinkel  nur  gleich  sein.  Dann  aber  sind  auch  jede 
ri  Wechsolirinkel  grehib,  und  die  beiden  Geraden  LM  und  Aft 
rden  von  der  dritten  A'v  unter  f>Ieichen  WechseKvinkeln  (je- 
loitten.  , 

Anderer  Beneis.  Gesetzt  der  Itehauptete  hypnthetische 
I  wtlrde  nicht  gelten,  sn  müssle  mit  seiner  Bedingung 
Gegentheil  seiner  Folge  verbunden  sein,  also  der  Salz 
ten: 

„Wenn  zwei  Geraden  nicht  zusammentreffen,  sn  werden  Nie 
von    einer  dritten   unter   ungleichen  Wechselninkeln   ge- 
Hcbnitten." 
Aus  diesem  aber  nünlo  mit  logischer  Strenge  in  aufliebcnder 
lUe  gefolgert  u  erden  ; 

„Wenn  zivei  Geraden  von  einer  dritten  unter  gleichen 
Wechsel  winkeln  geschnitten  iverden,  so  müssen  sie  /.usam- 
mentreffen." 
Allein  dieser  .Satz  ist  mit  dem  ersten  genau  begründeten  Lehr- 
te, dem  zufolge  die  Geraden  nicht  vittsammentreffen ,  im  cnt- 
iedenen  Widerspruche.  Mithin  bat  der  behauptete  Salz  volle 
'-'  Üt. 

U.    IV.  Gegensätzlich  folgt  hieraus  und  aus  dem  Anhange 

Ut«n  Satze: 

Zwei  gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  in  xwei 
nkten  unter  un^/eicAe»  Wechsel  wink  ein  geschult  len 
'aeo,  treffen  iicA; 
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UBil  «war  auf  ilerieaigen  Seite  der  SchneidenJcn,  auf 
welcher  jeder  Kuriere  \V  iiiter  grüsser  als  sein  innerer  Weehsel- 
hinket  iRt,  and  die  inneren   Gegenninkel   zusammen  weniger  als 

I  gestreckten  Winkel  ausmachen. 

22.  SchluKt>bemerkung.  Nunmehr  unterliegt  es  keinen 
K-äteren  Anstände,  vor  aller  Kennlniss  der  Lehre  vom  Dreiedie, 
bloss  durch  Deckuni:  von  ebenen  Figuren  nachzuiveiseo ,  dau 
durchaus  getrennte  Geraden,  aoch  durchweg  gl  eich  ab  ständig  VOh 
einander  sind.  I>.-inn  i^t  man  berechtigt,  solcltco  Geraden  dieBc'  . 
ueDUUiift  i)arallel  zu  geben. 


XXVIII. 

Vebfingsaufigaben  für  Scliülcr. 


Non  ilcni  IK'rrn   Dr.  A.  U'ieganil.    Oberlehrer  an  der 
Kenlsclitile  zu  Halle. 

1)  Wenn  mau  tlurih  die  Winkelst)itzen  eines  gleicbsehenkliS" 
rechtwiitkligen  Dreiecks  eine  Parabel  beschreibt,  welche  ibr*''^ 
Scheitel  in  der  Siiitze  des  Dreiecks  hat,  so  ist  jedes  Lath  v'**/' 
der  L'arabel  auf  die  Hypotenuse  das  barmDniEclie  Mittel  z**-'*' 
sehen  den  d.iruuf  gebildeten  Abschnitten.  (Hemerkeuswertb  we^^" 
der  analogen  Lüsurtg  der  entsprechenden  Aufgabe  vom  geomeKr*' 
schon  Mittel.) 

2)  Weun  man   durch    den  einen  Scheitel   einer  gleichseitig^ 
Hyperbel  Parallelen  mit  deu  Asymptoten  «iebt  und  diese  als  Ache^^ 
betrachtet,    so    ist  die  Hypotenuse  eines  gleii^bschenklig  -  rect* 
winkligen    Dreiecks,    welches    die  Halbachse  der  Hyperbel    z»***" 
Ncbeulcel    hat,   das   harmonische  Mittel  zwischen  den  Coordiuat:^ 
irgend  eines  Punktes  der  Hyperbel. 

3)  Wenn  mau  eine  gleichseitige  Hyperbel  auf  dieselben  Ache^^" 
wie  vorher  bezieht,  so  ist  die  Ordinate  irgend  eines  Punktes  j^^' 
selben  das  harmonische  Mittel  zwischen  der  zugehörigen  Absci^^' 
und  der  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  welches  die  Acl»^* 
der  Hyperbel  zur  Höbe  bat. 

4)  Frage,  worauf  die  Antwort  verlangt  wird; 

Wenn  man   vier    harmonische  Strahlen  durch  zwei  Trnns*'^'^ 
aalen  schneidet  und  auf  jedem  Strahle  zu  den  beiden  Durchschnitt^' 
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lunkteo  und  dem  (/Oiivergenzpunkte  den  vierten  harnionischen 
.^iinkt  sucht,  liegen  dünn  die  vier  gefundenen  Punkte  ebenfalls  in 
girier  Geraden? 

5)  In  einem  Quadrate  wird  die  eine  Seite  fihcr  einen  ihrer 
«Endpunkte  verringert«  es  soll  aus  der  diesem  Endpunkte  gegenüber 
i^Kenden  Winkelspitze  an  die  Verlängerung  eine  Gerade  gezogen 
Forden,  so  dass  das  zwischen  der  Verlfingerung  und  der  daran- 
Ic^ssenden  Quadratseite  liegende  Stück  eine  gegebene  Länge  hat. 

6.  Wenn  man  um  Vielecke  gleich  breite  Streifen  mit  Begren- 
sungslinien  legt,  die  den  Seiten  parallel  sind,  so  ist  der  Inhalt 
llofier  Streifen  bei  solchen  Vielecken,  in  die  sich  Kreise  beschrei- 
l>en  lassen,  jederzeit  durch  den  Inhalt  und  Umfang  der  Vielecke 
und  die  gegebene  Breite  des  Streifens  bestimmt,  d.  h.  also  bei 
Vielecken  von  gleichem  Inhalt  und  Umfang  bei  vorgeschriebener 
Breite  derselben. 


1'^« 


miscelle 


Zu  Archiv.  Tbl.  V.  S.  430. 

Von  dem  Herrn  Director  Nizze  am  G^rmnasium  zn  StralHimd. 

Die  zweite  Gleichung  ist  in  so  fern  unrichtig,  als  das  Minus- 
^Jlpjhen  entweder  vor  beiden  Gliedern  der  Gleichung  oder  vor  kei- 
■^  stehen  muss  *).     Die  letzte  Gleichung  heisst  daher: 

tangJ(24  +  (9>-i/;)) 
=  cot  i(^  +  (a  + /3) )  cot  K-^  -  (a  + /?))  tang  i(i4  -  (a  - /?)  ). 

'  Ui  ^**"  """  untersucht  werden,  unter  welcher  Bedingung  die 
*3onale  CD  ^Taf.  IV.  Fig.  0.)  senkrecht  geschnitten  wird,  so 
?f«e  man  9  =  90"—«  und  i/;=ÖO«— 5,  also  g?— t/;r=—(«  — ß), 
Wodurch  man  erhält:  v^     v         v        py, 

l  =  cotl(^  +  (a-/?))coti(^— («  f  jS)), 

•)  In  der  zweiten  Gleichung  anf  S.  430.  Z.  5.   muss  man  da«  Minus- 
■^Mshen  streichen.     M.  s.  auch  die  ThL  VI.  S.  224.  anirezeiirten  Berichti- 
I  ^»»rai.  Gr. 
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oder  0=cofi4(i<+(a-/?))cosi(^-(«-f /*)) 
-sinJ(^  +  («-j3))  sinJ(^-(«  +  /3)), 

Die  Bedeutung  des  ersten  Werths  von  A  und  B  erhellt  sof 
aus  der  Figur*    Zur Erklärungdes  zweiten  ist  eine  neue  erford 
lieh  9  in  welcher  die  beiden  \Vidkel  CAD  und  CBD  an  einer 
Seite  des  Durchmessers  CD  liegen. 

Setzt  man  pag.   429.  in  der  letzten  Gleichune  ^=90^^ 
folgt  sin  4  ((« — p)  +  (q> — if;))  =  0,  also  entweder  p  —  a  =9 — ' 
oder    i  ((«— jS)  +  (9—1/;))  =  1800,   «— j»  +  (p—^  =  360»,    (p 


=  360^  +  /J— a  =  /5— «.    Dasselbe  ergiebt  sich  für  ^  =  270^. 

Den   geometrischen  Lehrsatz,  welcher  hierin  liegte  formuli 
Herr  Dr.  Arndt,  wie  mich  dünkt,  sehr  angemessen  so: 

Wenn  man  die  Durchschnittspunkte  zweier  Gegenseitenpa£3B.ri 
eines  Kreisvierecks  durch  eine  Gerade  verbindet,  so  steht  di^^^cM 
stets  auf  der  Seite  des  dritten  Paares  senkrecht,  welche  ^^io 
Durchmesser  des  Kreises  ist;  wobei  auch  die  Diagonalen  zu  A«d 
Gegenseiten  gerechnet  sind. 

Ich  bemerke  dabei,  dass  der  geometrische  Beweis  des 
Satzes  sich  sofort  aus  der  Eigenschaft  der  drei  Höhenperpendi 
eines  Dreiecks,  sich  in  einem  Punkte  zu  treffen,  ergiebt*       ««tJ 

.   ^    Eine  Diagonale    oder  Seite,  welche    nicht  Durchmesser 
wird  wegen  des  oben  ermittelten  Werthes  von  A  und  B  nl 
senkrecht  von  der  verbindenden  Geraden  getroffen. 


:« 


ÜVftlierangrsweiiih  der  Abweichnngr  des 
liratt'schen  Parallelogrramins. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Langsdorff 

an  der  huhercn  Bürgerschule  zu  Mannheim. 


Die  genaue  Berechnung  der  Abweichung  des  Watt*schen  Pa- 
'^Uelogramms  führt  zu  einer  sehr  koinplicirten  für  den  Praktiker 
1  ^i^brauchbaren  Formel.  Ueberdies  ist  die  cauz  allgemeine  Be- 
ll, ^Qdlang  dieser  Aufgabe  schon  desshalb  ohne  Nutzen^  weil  die 
W  jJ^brancnbarkeit  von  Verhältnissen^  welche  gewisse  Grunzen  be- 
I  ^l^tend  (Iberschreiten  ,  von  selbst  in  die  Augen  fällt.  Diese  Grfinde 
I  7^*^lB^id  mich  zu  der  Untersuchung^  ob  sich  nicht  die  Bezie* 
I  ^^ß  ^^^  Abweichung  zu  den  ;ä:egebcnen  Abmessungen  fiir  die 
i    P^wtischen  Fälle  durch  eine  einfache  Näherungsformel  ausdriicken 

'<^««e.     Der  Elrfolg  hat  meine  Erwartung  übertroffen,  und  scheint 

**Äit  der  Mittheilung  werth. 

Die  wesentliche  Einrichtung  des  Watt'schen  Parallelogramms 
^^tze  ich  als  bekannt  voraus. 

^      Bei  der  gewöhnlichen  Einrichtnng,  auf  welche  ich  mich  hier 

^^schränke^  weil  sie  in  jeder  liirisicht  die  zweck mäsf<}igste  zu  sein 

^heint,    hat  der   Balancier  sd  (Taf.  V.   Fig.  1.)    beim  mittleren 

Kolbenstande  eine   horizontale  Luge,   die  Cy linder-  oder  Kolben- 

^e  Ulf  JV  halbirt  die  Höhe  ÖQ  des  vom  Endpunkte  d  beschriebenen 

Bogensy    die  Länge  (td(=:r)   des   Parallelogramms  ist  gleich  der 

Hüfte  der  Entfernung  sd  des   Endpunktes  d  von  der   Axc  s  des 

fiaianciers,  und  die  Abweichung  der  FZcke  c  (des  Parallelogramms), 

welche  die  Kolbenstange  trägt,  von  der  ('ylindcraxe  3fN  ist  beim 

bSchsten«  tiefsten  und  mittleren  Kolbenstände  gleich  Null. 

Es  sei  nun  ABCD  das  Parallelogramm  beim  höchsten,  aßyd 

beim  mittleren  und   ab  cd  bei  einem  beliebigen  Kolbenstande,  so 

/bigt  aus  den   Voraussetzungen,   d.ass  bei  horizontaler   l^age   des 

Balanciers  die  Entfernung  ßy  des  Endpunktes  ß  des  Gegenlenkers 

von  der  Cylinderaxe  MT^ 

ist 
TheU  Uli.  22 
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Die  Abweichung  A  der  Ecke  c  gegen  €lie  Balancieraxe  s  hin 
ist  nun  allgemein 

Az=z  yn=yß'-nß=zPE  —  nf—  fß 
=  as  —  es  —  fß=^ae  —  fß. 

Daher  ist  ^  =  0  für  a^  =  fß;  folglich  ist  aE  =  ßF,  und  für 
ae=^0  ist  auch  fß  =0,  d.  h  bei  horizontaler  Lage  des  Balan- 
ciers  hat  der  Gegenlenker  die  horizontale  Lage  ßm. 

Nun  ist  AEß  Eine  Gerade  (wegen  ßy=PE),  daher  uch 
aBF  Eine  Gerade,  weil  aE=Fß.  Da  AB  =  cißj  Bg=uE, 
^AgB—^aF8,  so  ist  ^ABg^^aßF,  Ag^aF,  ÄE^BF. 
Ferner  ist  as^^ßy,  aE=:Fß,  also  Es=^Fv,  und  ^AEs  =  ^BFy; 
daher  ^AEs  ^  BFy,  und  By=zAs=zyß.  Hieraus  folgt,  dass  y 
die  Axe  des  Gegenlenkers  und  dass  die  Länge  desselben  =:r  ist. 

Da  A  =  ae — jS/*,  so  Ist  wahrscheinlich  nahe 

"^  ~W       '^' 

um  uns  aber  zu  liberzeugen,    ob  der  Fehler  dieses  Werthes  im 
Verhältniss  zu  A   klein  sei,  suchen  wir  den  genauen  Wertb  tOB 

^ — ^^~.     Wir  haben  .^   , 

ae^—bf^  _  ae  (2r-ttg)  ~  ßf(2r—ßf)  '  \ 

"Ir  "Ir 


•-.'*• 


=  i.e^ßf)il^-jMf), 


'1t 


also  genau 

A:=.  ae  —  p/  =  '- — ^rs-  =  t^ z ^-s — , 

cy  (1     ^^  +  ßf.      ^r-^iae  +  ßf)' 

und  in  der  Praxis  immer  sehr  nahe 

_  ae^^bf^ 
tr-lae' 

und  da  ae^'^bf^=:{ae-\-bf),{ae — bf)^  noch  sehr  nahe 

j      ae — bf 
r~^ae 

Bei  der  Ausführung  pflegt  man  aber  AE  höchstens  =  ~  s=  *[ 

3        m 


> 
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ZU  nehmen  5  und  ffir  das  Maximum  von  A   (worauf  es  hier  an- 
kommt)  ist  ae  sehr  nahe  ^z^aE  (siehe  unten) ,    also   höchstens 


3    AE^  _3    VV_  r 


5*    }r    ""5*    ^2r    "^JK) 


.....     Daher  ist  höchstens 


«0^6/      1,034         ,  ^    ,^ 


r 

"-sö 

Für  den  geringsten  Werth,  welchen  AE  in  der  Ausübung  zu 
erhalten  pflegt,  nSmIich  fifr  AE^Zj,    erhält    man    den    grdssten 

Werth  von  ^=-2 — ,ae.(a€ — öf).    Wir  setzen  daher 

r 

A  =  -^ —  .  ae .  (ae — bf), 

.    Für  die  obere  Hälfte  des  Hubes  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ist  dem- 
\    nach  die  Abweichung 

A  =-2 — .ae.(ax — aF), 

'.  also  positiv  (d.  h.  sie  findet  nach  der  Axe  s  hin  Statt) «  weil 
ab  =  aß,  und  ^  box  <,^  ßaFy  ax  >  aV,  Dagegen  ist  in  der 
uDteren  Hälfte  (Taf.  V.  Fig.  2.) 

A^^.a'e'.  (cie-b'f)  =  ^ .  a'e' .  («F— aV) 


=  —  L*! .  aV  .  (a  V— «f^ , 


also  für  denselben  Werth  von  ae  (oder  a  e )  eben  so  gross  wie  in 
der  oberen  Hälfte ,  aber  negativ  (d.  h.  in  aer  Richtung  von  s  nach 
d)  9  weil  a'x'  >  aF  ist. 

Es  ist  also  allgemein  sehr  nahe 

A  =  ±l^.ne.(aX'-aF). 
r 

Bezeichnet  /  die  Länge  Aß  eines  Hängeeisens  ^  so  ist 

ax  =  VZ*— Äa:«. 
Nan  ist 

22» 
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bx  =  Fß—ae-^fß  =  Fß^ae—iae^A) 
=  F/3  — 2ae  +  ^, 

bx^=  Fß^---i.ae.Fß+i.ae^  +  il.iFß'-2ae).A  +  A^, 

daher 

ax  =:  V  (P—Fß^ + i.ae.  Fj8--4.ac«— 2(F^— 2a«)  .A  —  A^) 
=  V («F2  +  iMe.  (Fß-ae)  +  2 (2ae--Fß) .A^A^) 


Da  aber ,  wie  man  sich  leicht  überzeugt ,  das  erste  Glied  aF* 
mehr  als  das  Hundertfache  der  Summe  der  übrigen  Glieder  ist, 
so  hat  man  sehr  nahe 


nr  -     ^  ■  ^'^e.(Fß^ae)+2(±ae-Fß)A^A^ 


daher 


.  _  1,03         i.ae. (Fß-ae)  +  2(±ae—Fß) A—A^ 
(Il^jlT  —  2  (2.««— F^)  +  ^) .  ^  =  4 . «« .  (Fß-^ae). 

Es  ist  aber  in  der  Ausführung  —  wenigstens  =2,  also  ^'f^  "^ 

wenigstens  =^Ar\   so   dass  die  übrigen  Glieder  in  der  KlanuMV 
verschwinden ,  und  man  sehr  nahe 

A=  ^-^^.2.ae.(Fß^ae)  ^ 

erhält.    Nun  ist  ae=  V  ac.(2r — ae),  und  wenn  wir  wie  oben  Ob 
ae   seinen    grüssten    Werth    =^  setzen,  ae=z^  ae.'Irß — ji) 

oder  näheningsweise  ae  =  (l-^jon^  •  ^"^  •  2r.     Daher  ist  luDUhd^ 
lieh  genau 


.        1,02    .^  —  -    %ae.(Fß-^ae)  ■  ^4 

r                                ar  .j«i 

*%  HIB 

Der  Ausdruck  ari  (a — x)  wird  ein  Maximum  fiiir  j:  =  i  a.  ■  lÜi 

5  vTJW 

her  ist  die  grösste  Abweichung  sehr  nahe  ^^ 

l,02.2l.(|y.F^I.|.Fi8  '     ' 

~~  aF.ri 

_  0,536    ^TFß^ 
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Bezeichnen  wir  den  Koilienhub  durch  A,  so  ist 

also  sehr  nahe 

FS  -       ^fi*      -    ^W     _     2rA« 
'^  Pä*~.,    /A\«~64r*— A«' 


2r 


wofSr  wir,  weil  immer  nahe  rzzijh  genommen  wird, 

setzen  können.    Diess  giebt 

uod,  wenn  wir  aF  näherungsweise  =/  setzen, 

^  =  9!^. 0,000187.^  =0,000105.4^. 

Wird  in  dem  Werthe  von  Fß  der  Hub    A=r  gesetzt,    was 
eleichtalls   gebräuchlich   ist ,    so   erhält   man  A  =  0,000095  •  -.-=., 

Wir  können  also   ohne  Bedenken  den  Mittelwerth  für  A  nehmen, 
nämlich 

A  =  0,0001.  A* 

[   «eisen,  indem  ein  Unterschied  von  %\,  des  Ganzen  hierbei  auf  die 

:   Wahl  der  Abmessungen  keinen  Einfluss  haben  kann. 

i- 

Nimmt  man,   wie  sewuhnlich,  der  Watt'schen  Vorschrift  ge* 

*\  h 

•  mäiM»,    r  =  jA  und  1=^,    so    ist     die    grusste    Abweichung 

A  =  0,00048 .  h ,  also  fiir  h  —  1   Meter  nahe  A  =  0,5  Millimeter, 

•  und  für  A=2,44  Meter  (den  grössten  gebräuchlichen  Hub)  A=^\]i 

>  Millimeter.  Sollte,  (ür  r=ik  und  A  =  2  Meter,  A  nur  =0,5 
r  Millimeter  sein,  so  müsste  /  beinahe  gleich  h  sein ;  k  =  2,44  Meter, 
1    /=5-  and  A  =  0^5  Millimeter  fordert  r  beinahe  =  A. 
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Analytische  Behandluni^  einis^er   die 
liinien  zweiten   Orades   betreffenden 

Gegenstände. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  'zu  Stralsund. 


I.    Die   Grundeigenschaft  vod  Pol  und  Polare  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  als  Directrix*). 

Gewühnlich  (m.  s.  z.  B.  Magnus  Sammlung  etc.  Tbl.  I.  pte. 
161.  seqq.)  ptiegt  man  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Reciproo- 
tätsTerivandtschaft  auszugehen ,  und  die  Resultate  dann  anf  den  , 
Kegelschnitt  zu  übertragen;  des  Folgenden  wegen  werde  ich  dae 
Uaupttheorem  der  Polarität  unmittelbar  für  den  Kegelschnitt  ab 
Directrix  erweisen,  und  für  die  allgemeinste  Gleichung  des  letzten 
die  Polare  und  den  Pol  zu  bestimmen  suchen. 


§.  1. 

0er  Berührungspunkt  einer  von  dem  ausserhalb  des  Kegft*  . 
Schnitts  AyH'^Ba^+Cx^+2Dy+2Ea:+F^0  liegenden  Punkte  »»f  : 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangente  werde  mit  a:,  y  bezeicbieC  i 
Die  Gleichung  dieser  Tangente  ist  bekanntlich 

oder 

indem  p,  q  die  laufenden  Coordinaten  sind.    Da  liuo 

y(Ayi-Ba:+D)+a;(By+Ca;+E)  ==  Ay^+Way+Ca^^D^^Ex 

=  ^(Dy+Ex+F), 


*)  Eine  rein  geometrische  Behandlung  dieses  Gegenstandes  e.  m.  fai 
Archiv.  Thl.  V.  pag.  135.  seqq. 
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so  ist  die  Gleichung  der  Tangente: 

q  (Ag+Bx-i-D)  +p  (Bif+Cx+E)  +  Dy  +  Ex  +  F  —  0, 

oder  der  Berührungspunkt  x,  y  genügt  folgender  Gleichung: 

1.    (y4y+Ä;?+ö).y  +  (ß7+C;>+£):i;  +  />r/+£/i+F=0. 

Die  letztere  drückt  eine  Gerade  aus,  in  welcher  die  beiden 
stets  existirenden  Berührungspunkte  liegen,  und  welche  Berüh- 
rungssehne genannt  wird. 

§.  ± 

Lehrsatz. 

Liegen  mehrere  Punkte  ausserhalb  eines  Kegel- 
schnitts in  gerader  Linie,  so  treffen  dieden  einzelnen 
Punkten  entsprechenden  Berührungssehnen  in  dem- 
selben Punkte  zusammen,  einen  besondern  Fall  aus- 
genommen« in  welchem  dieBerührungssehnen  parallel 
sind. 

Beweis. 

Die  Crerade,  in  welcher  die  in  llcde  stehenden  Punkte  liegen, 
sei  q  =  mp-{-n  (p,  q  lautende  Coordinaten),  und  p,  a\  pi,  qi  seien 
die  Coordinaten  von  zwei  beliebigen  Punkten  aerseiben.  Die 
den  letztem  entsprechenden  Berübrungssehoen  werden  nach  1«  aus- 
gedrückt durch 

a)     [(Am+B)y  +  (Bm+C).c  +  Dni+E}p)  ^  ^ 
+  (An+D)y  +  (Bn-t-Eix+Dn  +  F        I 


b) 


+  (An+D)  y + (Ä*+JB)  x  f  Du + F        i 


nachdem  inp-{-n  für  y,  mpx-\-n  für  qi  gesetzt  worden*). 

o)  Es  kann  nun  der  Fall  vorkommen,  dass  die  Geraden  u) 
und  6)  parallel  sind;  er  tritt  nämlich  dann  ein,  wenn  der  Werth 
des  Bruchs 

(g/iH-C)/?-f  Bn  +  E 

(Am+B)p  +  An  +  D 

von  der  Grosse  p  ganz  unabhängig  ist.  Die  dazu  erforderliche 
und  ausreichende  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich,  wenn  man 
obigen  Bruch  der  Constanten  y  gleich  setzt/  und  die  Glei* 
chuog  dann  auf  Null   bringt,   nämlich 


*)    Jede  dieser  Gleichungen,  z.  II.  /z),  laset  fich  auch  anter  folgen- 
der  Form  schreiben: 


344 

und  diese  GleichuDg  wird  für  jedes  p  gelten,  wenn  zugleich 

Bm  +  C— y  (Am+B)  =  0 ,» 
Bn+E'-y(An+D)  =  0 

ist.    Eliminirt  man  y,  so  entsteht 

c)    (BD—AE)  m — (B^^A  C)n+CD—BE  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt  dann^  dass  die  gegebene  Gerade  g=zmp-t-n 
ein  Durchmesser  des*  Kegelschnitts  ist.  Denn  was  die  Ellipse 
und  Hyperbel  betrifft,  so  sind  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
bekanntlich 

.  __  AE—BD       _  CDSE 
^^  B^--AC'  ''^'B^=AU' 

und  nach  c)  also  uz=.mt-\-n,  weshalb  der  Mittelpunkt  in  der  Cre- 
raden    q  =z  mp  -f  n  liegt.   —    Mit  Rücksicht  aut  die  Parabel   ist 

B^ — ^C=0,   und   die  Gleichung  c)  also  m=  ^^.     Setzt 

man  CD — BE=ffi,  AE — BDz=:H,  und  eliminirt  Z)  zwischen  bei- 

den  Gleichungen,  so  kommt  BHi-{-Cff:=0,  oderwi=  f^= — -s» 

folglich  die  Gerade  q=-mp-\-n  ein  Durchmesser,  da  die  Durch- 
messer der  Parabel  bekanntlich  in  der  Gleichung  enthalten  sind 
Bu^Ct^E  =  Q. 

Wenn  also  die  gegebene  Gerade  ein  Durchmesser 
des  Kegelschnitts  ist,  so  sind  alle  Berührungs^ehnen 
einander  parallel,  und  werden  durch  die  Gleichung 
ausgedrückt: 

^~      ^        ^Am^B)p+An^D' 

_  Bm+C  _Bn+E  m' 

^'^  Am  +  B^  An  +  D'  "*. 

und  zwar  sind  alle  Sehnen  demjenigen  Durchmessef^ü?^ 
parallel^  welcher  dem  gegebenen  conjjugirt  ist.  *  ni« 

ß)  Ist  die  gegebene  Gerade  kein  Durchmesser,  so  wird  das' ' 
Sehnenpaar  a)  und  ö)  sich  schneiden ;  zieht  man  b)  von  a)  ab,  so 
sieht  mau,  dass  der  Coefficient  von  p  oder  pi  verschwindet,  folg^ 
lieh  muss  auch  das  zweite  Glied  der  Gleichung  a)  oder  b)  ver- 
schwinden, und  es  schneiden  sich  die  sämmtlicnen  Berühroiuph 
sehnen  in  demselben  Punkte ,  dessen  Coordinaten  durch  die  bei£ni 
Gleichungen  bestimmt  werden : 

1  (Am+B)y  +  {Bm+C)x+Dm+E  =  0, 
l{An+D)y  +  (Bn-i:E)x+Dn+F=::0. 
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Die  erste  Gleichung  drQckt  (x,  y  veränderlich  gedacht)  den 
der  gegebenen  Richtung  conjugirten  Durchmesser,  die 
zweite  aiejenige  Berfihrungssehne  aus  ,  welche  dem 
Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit  der  Ordina- 
tenaxe  entspricht,  welches  letztere  leicht  aus  Gleichung  1. 
geschlossen  wird. 

§.  3. 
Lehrsatz. 

Schneiden  sich  beliebig  viele  Secantcn  eines  Ke- 
gelschnitts in  einem  einzi<2;cn  Punkte,  oder  sind  ein- 
ander parallel,  so  liegen  die  Durchschnitte  aller  Tan- 
gentenpaare, welche  man  in  den  beiden  Durchschnitts- 
r unkten  einer  Secante  mit  dem  Kegelschnitt  an  den 
etztern  jedesmal  ziehen  kann,  in  einer  geraden  Linie. 

Beweis. 

er)  Der  gegebene  Durchschnittspunkt  sei  p,  r/;  und  y — q 
^m(x — p)  die  Gleichung  einer  durch  ihn  gezogenen,  den  Kegel- 
ischnitt  in  zwei  Punkten  treffenden  Geraden.  Wird  diese  als  Be- 
rfihningssehne  des  Punktes  t,  u  angesehen,  so  ist  nach  L 

(Au-\-ßt+D)y  +  (Bu+  Ct+E)  x+Du  +  Et  +  F=0. 

Identificiren  wir  diese  Gleichung  mit  y — q^m(x — p),  so  er- 
giebt  sich 

__       ßu+Ct+E  _      I)u+Et+F 

und  wird  m  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt,  so  entsteht 

3.     (Aq+Bp+D)u+(Bq  ^Cp+E)t  +  Dq  +  Ep+F  =  0, 

oder  diejenige  Gerade,  in  welcher  die  sämmtlichen  Durchschnitte 
der  Tangentenpaare  Hegen.  Nach  L  ist  sie  die  dem  Punkte  p^^q 
entsprechende  Berührungssehne,  wenn  der  letztere  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

ß)  Die  Geraden  seien  sämmtlich  parallel,  und  durch  y=9?ta:-|-n 
ansftedröckt,  indem  7n  als  constant,  n  als  veränderlich  angesehen 
wird.  Wird  jede  dieser  Geraden  wieder  als  Berührungssehne  des 
Punktes  t,  u  angesehen,  so  hat  man  wie  in  et) 

_       Bu+Ct+E  Du^Et{^F 

■"      Au^^Bt^J) '       ""      Au^Bt + ly 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

4.    {Am-[-B)  u  +  (Bm+C)  t  +  J)m  +  E  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  der  gegebenen  Richtung  conjugirten 
Durchmessers. 
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§.  4. 

Anmerkung, 

Der  Durchschnittspunkt  sämmtlicherBerührungssehnen^  welche 
den  einzelnen  in  einer  Geraden  liegenden  Punkten  entsprechen, 
wird  der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelscnnitt  als 
Directrix^  und  die  Gerade  selbst  die  Polare  genannt. 

§.   5. 

Lehrsatz.    ^ 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ist  die  Po- 
lare des  Durchschnitts  der  diesen  Punkten  entspre- 
chenden Polaren. 

Beweis. 

•Sind  p,  q;  Pi9  q^  die  gegebenen  Punkte ,  so  sind  die  Glei- 
chungen ihrer  Polaren  (t,  u  laufende  Coordinaten) : 

(Au+Bt+D)q+  iBu+Ct+£)p  +  Du+Et+F—O, 
(Au+Bt+D)qi+{Bu+Ct+E)pi+Du+Ei+F=zO. 

Zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ah^  so  kommt 

« 

P'-Pi  P—Ih  P-Vi 

multiplicirt  man  aber  die  erste  Gleichung  mit  pi,  die  andere  mit 
l?»  und  zieht  sie  dann  von  einander  ab,  so  kommt 

{Au-\-Bt^D)  ipiq—pqx)  +  (/>u+£e+F)  (p^^^)  z=z  0. 

Diese    beiden  Gleichungen    stimmen    mit    der   Gleichang  2.   n 

§.  2.  überein,  wenn  man  ^Ob  statt  m,  P^^'~^9^  statt  n  seW. 

P—Pi  Pi'^P  'T^^ 

und  das  Theorem  ist  somit  erwiesen^  da  die  Gleichung  der  At 

Punkte  p,  q\  pi,  qi  verbindenden  Geraden^  —  0=  SIZISlq 

oder  y  =  5^=0-0; +?i2=£^  ist. 
P—Pi  Pi-^ 

§.  6. 
Lehrsatz 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  dem  conjugirtei 
Durchmesser  desjenigen  Durchmessers  parallel,  wel 
eher  durch  diesen  Punkt  gezogen  wird. 


I 
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t 

B  c  w  e  i  5. 

Für  den  gegebenen  Punkt  aU  Anfang  der  Coordinaten  ist  nach 
1.  die  Gleichung  der  Polaren  Dq-\-Ep-\-F=^0. 

a)  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  seieii  nun  ^9  u  die  Coordi- 
naten  des  Mittelpunkts,  also  Y=jX  die  Gleichung  des  durch 
den  Anfang  gezogenen  Durchmessers,  somit  die  Gleichung  des 
conjugirten  Durchmessers  y=  — ■ ."     p. A'-f-w,  oder,  weil  be- 

kanntlich  Au+Bt+ß=0,  rhi+Ct+E=0  ist:  F=  — ^JT+n', 

folglich  dieser  conjugirte  Durchmesser  mit  der  Polare  parallel. 

ß)  Mit  Rücksicht  auf  die  Parabel,  welche  keinen  Mittelpunkt 
hat«  ist  die  Gleichung  des  durch  den  Anfang  gezogenen  Durch- 
messers By+Cx=^0  (oder  Afi  +  Ba;^=0),  und  für  seinen  Durch- 
schnitt mit  der  Curve  Ist  zugleich  AvH'^Bjc^y+CaH'^lhf+Wx+F 
=0,  oder  (wegen  Ä«— JC=0,  und  Bu+Ca:=0)  2Du+2Ea:+F 

CF  BF 

in  diesem  Durchschnitt  entspricht  hier  dem  conjugirten  Durchmesser; 
ihre  Gleichung  ist  F=—        ■  j^  X-i-n,   aber  Ay-\-Bx  =  0, 

also  F=: — •^A'4-'i>  und  somit  auch  für  diese  Curve   der  Satz 
enviesen. 


II.    Drei  Hauptsätze  für  das  in  und  um  einen  Kegel- 
schnitt beschriebene  Viereck,  wobei  die  Berührungs- 
punkte des  letztern  die  Ecken  des  erstem  sind. 

1)  Der  Durchschnitt  zweier  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  liegt  mit.einem  Paare  der  Gegenecken  des  umschriebenen 
in  gerader  Linie. 

2)  Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Gegenseitenpaare  des 
..eingeschriebenen  Vierecks  liegen  mit  den  beiden   Durcnschnitts- 

punkten  der  Gegenseitenpaare  des  umschriebenen  in  gerader  Linie. 

3)  Die  vier  Diagonalen  des  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Vierecks  treffen  in  demselben  Punkte  zusammen. 


§.  7. 


lie   gerade    Linie   y  =  tnx -\-  n  mxi  dem   Kegelschnitt 
+  C£a+2%  +  :i£a;  +  Frr:0  nur  einen  Punkt  gemein 


Wenn   di 
^y«+2Äry+  .       ^  .  .       .  ^ 

hat,  oder  eine  Tangente  demselben  ist,    so  Hndet  man  leicht  die 
Bedingungsgleichung : 

{B'^AC^n^  -\-%AE^BD)mn^{D^AF)m^-{^%ÜE'-BF)m 

+  2(BE^CD)n+E^CF=^0. 


.^       lA      -  ■     •    ■■- 
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Setzen  wir  zar  Abkurzang 

a)    \ßD^AE=H,      BF--ED::=:L, 
\    D^^AF=:J,       '  E^--CFz=:M; 

6o  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in 

Gn^—IHmn  +  Jm!^  +  2K?i—2Lm+M=  0. 

Zweckmässig  ist  es^  die  Gerade  y=:7nx-i'n  unter  der  Form 

a        ß 
darzustellen;  die  vorhergehende  Gleichung  wird  dann 

5.     Gcflß^  +  2Hccß^+Jß^^2Ka^ß  +  2Laß+Ma^  =  0. 


^    §.  8. 

Nimmt  man  nun  die  beiden  Diagonalen  des  umsehriebeDen 
Vierecks  als  Axen  der  x  und  y,  ihren  Durchschnitt  also  als  An- 
fang der  Coordinaten  an ,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  End- 
punkte dieses  Vierecks  durch  a,  0;  cci,  0;  0,  /?;  0^  /^i;  so  sind 
die  Gleichungen  der  aul  einander  folgenden  Seiten: 

'-  +  1  =  1' 


6. 


-  +  ?  =  »' 
«1      P 

«1     ßi 

* 

und  weil  sie  den  Kegelschnitt  berühren,  so  hat  man  nach  5.  dim^^} 
vier  Gleichungen:  J| 

7.  [Gu^ß^+2Haß^+Jß^  +  2Ku^ß  +  2Laß  +  M€A=:0,'*^^ 

8.  \Gai^ß^+2Haiß^+Jß^  +  2Kai^ß  +  2Laiß  +  Mai*  =  0, 

9.  jGa^^ßiH^aaißiHJßiH^Kai^ßi+'2Laißi+Mai*=0, 

.  i 
Mittelst  dieser  vier  Gleichungen  können  vier  Coefficiented  ült  J 
Kegelschnitts  bestimmt  werden,  einer  bleibt  unbestimmt  (dtr  ^ 
sechste  ist  willkfihrlich),  und  es  können  also  unendlich  viele  Uoiwi  \ 
zweiten  Grades  vier  Gerade  berühren.  Versuchen  wir  jene^ier  / 
Coefficienten  zu  bestimmen.  j 
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Eliminirt  man  M  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  >  dann 
aus  den  beiden  letzten,  so  kommt: 

.  [2Ä«ai+J(a+ai)]ft  +  2Laai=ü; 
zieht  man  diese  Gleichungen  von  einander  ab,  so  findet  sich: 

11.  j^  =  «' 

Eliminirt  man  G  aus  7.  und  10.,  so  wird  wegen  L  =  0: 

,         12.    2Kßß,+mß-{-ß,)  =  0. 

Subtrahirt  man  endlich  10.  von  7.,  so  kommt  wegen  L=0: 

(Ga«+2Äa+ J)(j8+ft)  +2Ka^  =  0; 

fahrt  man  in  diese  Gleichung  für  2Ha-{'J  seinen  Werth  aus  11. 
ein,  ffir  ß+ßi  seinen  Werth  aus  12.,  so  wird: 

13.     G  ««1  ßßj^ — J  /5/Jj  —  Maai  =  0. 

H  J 

Setzt  man  -^  =  /f| ,  ■—'=.3^^  etc. ,  und  drückt  mittelst  der  vier 

Gleichungen  IL,  12.,  13.  durch  M^  die  vier  übrigen  Grossen  aus, 
so  erhält  man : 

Li  =0, 

Noch  sind  Relationen  zwischen  den  Grusseir  6r>  H^  J  eic, 
und  den  ursprünglichen  Coeflßcienten  A,  B,  C,  etc.  von  Wichtig- 
keit   Man  braucnt  nur  auf  die  Relationen  a)  zurückzugehen. 

Aus  der  4ten  u.  5ten  (B  eliminirt)  folgt  J)M'-FK=0. 

„      „      „     „      „     (D       „      )  „     /?üf-£Ä:=0. 

Ig     lAus  der  2ten  u.  4ten  {E  eÜMÜnirt)  folgt  BJ'^DH=0. 

„     „      „     „      „     (B       ,.      )  „     EJ — •FH=:-0. 

Aus  der  2ten  u.  4ten  (E  eliminirt)  folgt  DG—BH^-AK^O, 

(D       ,,      )      „    EG-CH-^BK^^. 


99  ^»  ««  «»  J> 
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Ans  den  Betracbtangen  im  vorigen  Paragraofaen  eigiebt  ^^^^^^ 
leicht  die  Auflösung  der  Aofsabe :  den  Ort  des  Mittelpunkls  all^^ 
Linien  zweiten    Grades  zu   bestimmen,    welche  vier  Gerade  ^^^ 
rühren.    Denn  sind  x,  y  die  Coordinaten  dieses  Mittelpunktes,  Mr 
ist  bekanntlich 

^  =  — g.  ^  —  "^G'  ^^^  x=^Hiy  y  =  — Äi; 
also  nach  14. : 

PPi 

Elimioirt  man  jetzt  aus  diesea  beiden   GleichungeD    die   Verln« 
derliche  ilfj ,  so  kommt  als  Gleichung  des  gesuchten  Orts : 

2y  (c+«i)  +2a:(/J+A)  =  («+«,)  05+ft). 

Bei  der  Discussion  dieser  Geraden  halte  ich  mich  nicht  auf,   da 
dieser  Gegenstand  schon  oft  abgehandelt  ist. 


§.  10. 

Da   die   Seiten   des   eingeschriebenen  Vierecks    Berührung»* 
sehnen  sind,  so  ist  nach  1.  die  Gleichung 

/der  dem  Punkte  a,  0  entsprechenden: 
der  dem  Punkte  a^,  0  entsprechenden:  •** 

der  dem  Punkte  0,  ß  entsprechenden:  ,g]| 

der  dem  Punkte  0,  ßi  entsprechenden: 

(Aß,+D)y+(Bß,+E)x+Dß^+F^!ilJlL 

Die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  beiden  ernten  Ctgw  ^ 
Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  sind  also  wegen  £  =^9  i 
(vergl.  15.): 


■V 


17     or-O    v^^^—^—i^-Mi. 
•    ^-"'  »-      K-     B-     D-ßWt'        « 
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Die  Coordinaten  des  Durchschnitte  der  hcideo  andern  Gegen- 
selten  sind  : 

^         '  H  B  E       a+aj 

Da  also  der  erste  Durchschnitt  auf  der  Axe  der  y^  der  andere 
auf  der  Axe  der  x  liegte  so  haben  wir  das  Theorem  1)  enviesen. 

Betrachtet  man  ferner  zwei  Gegenecken  des  äussern  Viereck« 
als  zugeordnete  Punkte  5  den  Durchschnitt  der  Diagonalen  als  den 
dritten  Punkt«  so  ist  der  Durchschnitt  der  Gegenseiten  des  einge- 
schriebeneu  Vierecks  (welcher  mit  den  ervtähnten Gegenecken  und 
dem  Durchschnitt  der  Diagonalen  in  gerader  Linie  liegt)  der  dem 
3ten  Punkte  zugeordnete  4te  harmonische  Punkt,  wie  sich  aus 
der  DeGnition  der  4  harmonischen  Punkte^  aus  dem  Wcrthe  von 
y  aus  17.,  oder  von  x  aus  18.  sehr  leicht  ergiebt. 


§.   11. 

Die  Gleichung  der  Geraden,    welche    die  Durchschnitte  der 
Gegenseitenpaare  des  eingeschriebenen  Vierecks  verbindet,  ist 

««1  (P+Pi)  «+«1 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

NuD    genügt  der    Durchschnitt     zweier     Gegenseiten     des     um 

schriebenen    Vierecks     den     beiden     Gleichungen 1-  -tt  =  1> 

aß 

1-  ^-  =  1 ;    der  Durchschnitt    der   beiden    andern  Gegenseiten 

^      ßi 

X      Y  X      Y 

den  beiden  Gleichungen  — 1->^  =  1,  —  +  —-=31.    Durch  Addi- 

a       Pi  .    «1       /5 

tioD  ergiebt  sich,  dass  der  Durchschnitt  irgend  zweier  Gegenseiten 
<l«r  Gleichung  A  +  j-^  F  + A  +  i)  ^  =  2,    d.   i.    der  Glei- 

olmng  19.  genügt,  und  somit  haben    wir  auch  das  Theorem   2) 
^■Triesen. 


§.  12. 

Die  Grossen  €Cy  cci,  ß,  ß^  lassen  sich  auch  durch  die  Coefli- 

^lenten  des  Kegelschnitts  Ay  ß,  C,  etc.  ausdrucken.    Denn  nach 
*4.    \sgt: 
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ß        ßl  i»i  f  Cf        «1  Ji  /• 

folglich  wird  die  Gleichung  19.  : 

20.     Dy+EX+  F  =  0. 

Dies    ist    aber    die    Gleichung    der   Polaren    des    Anfangs    der 
Coordinaten«  und  somit  ist  die  Gerade^  in  welcher  die  vier  Durch- v 
schnitte  der  Cregenseiten  des    eingeschriebenen  und   umschriebe- ' 
nen  Vierecks  liegen,    die  Polare    des  Durchschnitts  der  beiden 
Diagonalen. 


§.  13. 

Das  Theorem  3)  endlich  kann  durch  die  Theorie  der  Polari- 
tät am  einfachsten  erwiesen  werden. 

Es  sei  Taf.  V.  Fig.  3    ABCD  das  eingeschriebene,   KLMA 
das  umschriebene  Viereck.    Weil  K  der  Pol  von   AB,    M  der 
Pol  Ton  CD,  so  ist  KM  die  Polare  des  Durchschnitts  von  AB 
und  CD  (cf.  §.'5.),   ebenso  ist  die  Diagonale  LN  die  Polare  des 
Durchschnitts  von  BC  und  AD.    Ferner  ist  B  der  Pol  von  KL, 
D  der  Pol  von  MN,  also  BD  die  Polare  des  Durchschnitts  von  KL 
und  MN ,   ebenso  AC  die  Polare  des  Durchschnitts  von  LM  miA 
KN.    Da  nun  die  4  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  Innern  und 
äussern  Vierecks  in    einer  Geraden    liegen,    so  werden  ihre  Po- 
laren ^^  nämlich  die  vier  Diagonalen,  sich  in  einem  Punkte,  dem 
Pole  jener  Geraden ,  schneiden. 


*     i 


Ueber  das  Rückwärtseinschneiden  mit 

Sern  MesstlNclie  o<ler  das  Problem  der 

drei  Punkte. 

dem  Heraasgeber. 


Das  sogenannte  RiicknärtseiD  seh  neiden  mit  dem  Messtische 
oder  das  Pruhlem  der  drei  Punkte  ist  eine  ffir  die  Praxis  so  wich- 
tig« Auigalje,  dass  jede  neue  Auflösung  derselben,  nelche  eini- 
geD  Nutzen  für  die  praLtische  Anwendung  verspricht,  uicht  ganz 
nnbeaehtet  bleUien  uird.  Uie  Aullüsungen,  ivelcbe  ich  in  diesem 
Aafisatee  geben  werde,  gründen  sich  auf  einen  sehr  leicht  zu  be- 
L  »eisenden  geometrischen  Lehrsatz,  der  auf  folgende  Art  ausge- 
taräcfaen  werden  kann,  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  I.  und  Taf.  VI. 
|rig.  2.  zu  vergleichen  bat. 


Wenn    zwei 
kchneiden  ,    von 
nkte,    etwa  v. 


Lehrsatz. 

Kreise  sich  in  den  Puokton  Cund  D 
einem  dieser  beiden  Durchschnitts- 
in  dem  Punkte  C'aus,  zwei  beliebige, 
f<e  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  A 
und  B  schneidende  gerade  Linien  AC  und  BC  gezogen, 
und  an  diese  beiden  geraden  Linien  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  derselben  in  den  Punkten  A  und  B  die 
einander  gl  eichen  Win  kel  CAA'  und  CBB'  gelegt  wer- 
den, deren  nüthigenfalls  über  die  Punkte  A  und  B  hin- 
aus verlängerte  Schenkel  AA'  und  BB'  die  beiden 
Kreise  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  A,  und  f, 
schneiden;  so  geht  die  durch  die  Punkte  .4,  und  B,  ' 
''age  nach  bestimmte  gerade  Linie  jederzeit  c 
"»»■eiten  Durchschnittspunkt  D  derlieiden  Kt< 
'St  gegen  die  Linie  DC  unter  demselben  W 
"eigt  wie  die  Linien  AA'  und  BB'  ge^en  die  Linii 
"rid  BC,  wenn   man   nur  alle  diese  Winkel  von  den  Li- 

k"  i  en  AC,  BC,  DC  an  nach  den  Linien  AA'.  BB',  A^B^  hin 
K^nz  in  demselben  Sinne  durchläuft. 
Theii  vni. 


durcA  den 
ise,  und 
nkel  ge- 


nf«nii<'i—''i? 


'';ii'if:,* 


In  dem  i 


1  Taf,  VI.  Fig.  1.  dargestellten  FiUIe  wl. 
■  ^CÜA,  =  ^CAAt  =  ^C4A',  ... 

nnd  in  dem  Vierecke  BCDBi  ist 

Z.CBB'  +  ^  CDB^  =  2K. 
iifiSk  mü'sach-^'Vmäwsetznng 

'''■"■■''■'     " Z tfÄA' '=  z  cnr/ . 

also  nacli  dem  Vorhergehenden 

^  CW.'I,  —  ^  /:'ßß' 
ist,  so  ist 

^  CDAi  +  ^  CDB,  :=  -27^. 


Hiermit  ist  der  Satz  offenbar  i 
In  dem  in  Taf.  VI.    Fiß. 


)ll»tändig  fieiviesen. 

diirgestclltea ,   und  übeibdupl  ii 


j«dem  amiern  Falle,  knnn  der  Satz  ganK  aal'  ü)inli<;lie  Art  hr- 
tviesen  werden,  nas  Alles  zu  einfach  ist,  alä  dasa  es  hier  noch 
rioer  weiteren  Erläuterung  liedürfeu  süllle. 

Wenn  man  nun  nur  noch  überlegt,  dass  in  beiden  FäJlöi 
Kas  seht  leicht  ku  ben  eisen  Uf,  sowohl  die  Winkel  Cl)J\Ki 
CAiA',  als  aiiL-h  die  Winkel  €DB  und  CB^B,  einander  gliftii 
sind,  so  wird  man  leicht  die  folgende  AuHüsung  des  Problems  dA 
dreil'unkte  verstehen,  trobei  man  Taf.  VI.  Fig.3.  ^ii  vergleicheifliat 


Erste  Metkode  des  Rliekwärlis. 


eide 


Wenn  die  den  drei  Punkten  a,  %,  l£  auf  dem  F«l 
«ntsprechenden  Punkte  A,  B,  C  auf  dem  Mcssmcl. 
gegeben  sind,  und  der  dem  vierten  Punkte  3>  aafttc'lt 
Felde  entsprechende  Punkt  />  auf  dem  Mesi^trscfae' ge- 
sucht wird,  so  lege  man  an  die  Linien  AV  on<i  ßC'klii 
entgegengesetzten  Seiten  derselben  iit  den  Punkl*« 
X  uiidß  die  beliebigen  einander  gleicheit  Wlnkefiß^ 
und  CBB",  und  die  beliefoicen  einander  gfeichea Winki" 
CAA"  vnA  CBB"  an.  Hierauf  lege  man  die  K'iwpi'tfik 
au  AA',  Orientire  den  Tisch  nach  A,  lege  die  K)r>|yr«efl 
an  C,  visire'nach  6,  und  bestimme  In'diescr  Lage  dee 
Ourcbschnittspunbt  /f^derKipnrcgcl  mit  der  h\ni«AA'- 
Dann  lege  man  die  kipprecret  an  A"A,  orientire  de« 
Tisch  wieder  nach  7l,  lege  die  Kippregel  an  C,  vistr« 
nach  <£,  und  bestimme  In  dieser  Lai^e  denOorefaschsHl^ 
punkt  A-i  der  Kippregel  mit  der  Linie  AA".  NAO-lif» 
man  die  Kippregel  aa'B^B,  orientire  den  Tisch  na^bn 
lege  die  Kippregel  an  C,    visire  nach  £.   und  beslItnoK 


1» 

I  dieeer  Läse  den  Durclischnittsnnnkt  £,  der  Kipp- 
rgel  mit  der  Linie  BB".  Bndlich  iege  man  die  Kipp- 
igel an  ^ß",  orientire  de»  TiEch  nieder  nach  'S.  le^^e 
ie  Kippre^el  an  C,  vi^ire  nach  ^',  utid  bestimme  in 
ieser  Laye  den  Uurchsclinittspu  rikl  li^  der  Kipiiregel 
t  der  Linie  Jijf'.  Zieht  ma«  oun  die  Linien  Jl^fii  und 
B*»  so  int  deren  UurvhBchnittt$pi.nkt  der  gesuchte 
%nki  D. 


Dass  man  die  Lini< 
nmer  nur  ao  »eit  aus 
>urchschnittsnunkte   unu 

mit  der  Messtischpr: 


\  auf  dem  Meestleche  nie  tranz,  sondern 
iehen  muss,  als  zur  Bestimmung  ihrer 
ißänB;Iich  erfofdeflich  ist,  weiss  Jeder, 
:i6  nur  eiaigermassen  vertraut  ist. 

Aus  dem  oben    beiricsenen  Lehrsätze   ergiebt  eich  aber  unter 
enselben  Voraussetzungen  wie  vorher,  wobei  man  Taf.  VI.  Fijf.4. 
vergleichen  hat,  unmittelbar  auch  die  iolgende 


.     Zweite   Methode    tles    R Uckwärtse Inschneidcva. 

'■^        *-    -"ie    Linien    AC   und    BC    lege    man    auf    entge- 
tzten     Seiten     derselben     in     den     Punkten    A 
find"j5  die   beliebigen    ei  nan  der  gle  ichen  Winkel  CAA" 
pd  CBB:     Hierauf   löge   man    die    Kii.nregel    an    A'A, 
!  den  Tisch    nach  21,    le^e   die  Kippregel  an  C. 
if-sire  nach  S,  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durch- 
|)unkt    .(i    der    Kippresel    mit    der    Linie    AA\ 
ai)D    letre    man    die    Kipnregel    an   JiB',    orlentire  den 

fsch  nach  B,  lege  die  liippregel  an  C,  Wsire  nach  S. 
dljestimme  in  dieser  Lage  den  Durdi  schul  ttspu  nkt 
'der  Kipi.resel  mit  der  Linie  BB'.  Endlich  aielie 
&a  die  Linie  /!,»,  und  lege  durch  den  Punkt  C  eine 
Sinle  CO,  ivplrhe  mit  der  Linie  Al/i^  den.  den  Winkeln 
rAA'  und  CBB'  gleichen  Winkel  CBB,  oinsdili  esst,  «o 
■  t  der  Duruhschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  Linie 
iBi  der  gesuchte  Punkt  />. 

l^aB-Aplegea  der  gleichep  Winkel  nn  die  Linien  AC,BC  und 
j,  nach  den  im  Vurhergebenden  gegebenen  näheren  Uestim- 
ungw  kann  man,  lyie  es  mir  schvint,  mit  aller  erforderlichen 
^lavi^keit  mittelst  eines  uualejchseltlgen  bülzcrnen  Ureieuks  und 
j^ ,l\iAfer»ßii  Lineids.  luif  bekannte  Weise  ausführen,  worüber 
gr>ulcl|!t^  iWeiter  zu  sage»  ist.  Will  man  aber  auch  diene  ganz 
rat^,  tnstrunienle,  lyelche  für  andere  Uperationen  (jocli  uu- 
,  ^Iltii^^siDdj  ikussehliessen ,  und  sich  nur  den  Gcbriiucsh  der 
S^i'WpflÄ*^'^''"''  '*"  '""'"  ™'i"  s'ch  '^'^  ''"'M  Aiiiri»gen  der  Win- 
Xi^U.  den.aui«  dem  Oiügeni  bekannten  lirstimiffungcn  auch,  s^^br 
'pfk^äMs  beliebiger,  nur  müglichst  scftaTf  (iegr«nz'er  phjpete 
l,d«m.  .feldei  welche  sich  ^eivisK  in  ulUsii  F^'Ueu  leicht  yverd^ 
^n,  lassen,  bedienen,  wozu  eine  weitere  Anleitung  hier  ehcn- 
,,te  #ipht  erforderlich  ist,  weil  ein  Jeder,  der  nur  mit  der  Rin- 
ÄluRS  n"<l  dem  Gebrauche  des  Messtltiches  hinreichend  bekannt 
:a|dli9i  fjlromtlichen  hierzu  er  furd  fr  liehen  Operationen  leicht  in 
üHrofaruiig  zu  bringen  im  Stande  .sein  wird. 


3S» 


Noch  eine  Auflüsung  unserer  Aufgabe ,  die  aber  eigentlifh  nni 
ab  eine  ModiBcutiun  der  vorhergehenuen  allgemeineren  Melhod«! 
anzusehen  ist,  ergtebt  sich  aus  den  fiilgenden  lielrdchtitugen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  5.  sei  ^CAA  =  ^CÜB,  und  die  Linie 
AA'  schneide  den  nni  ilas  Dreieck  ACl)  beschridieneti  Kreis  iim 
zweiteu  Male  in  dem  Punkte  j4,.  Zieht  mau  dann  die  Linie  A^D, 
so  ist  in  dem  Vierecke  ACDA^  nach  einem  bekamiten  Satze 

Z  CD:ii^^Jc/A'  4=  2R . 


und  A,DB  ist  folelich  eine  gerade  Linie, 
noch,  das8  ^CliA^^CJiiA  lfet;-so 
die  folgende 


■'r-0-}) 


Nimmt  i 
jrgietit  si 


Drille  Methode  de»  Rüciwärtseimchneident. 


1  lege  die  Kitijiregel 

, drehe  die  Kippregel ui 

in    der  Kippregel  äie   L 


en  Tis 


Kjppregel 


ich  nach  H,  le 
nach  £,  und  bestimme 
schnittsi)unkt.-f,  derKij 
leee  man  die  Kipp 
nach  S&.    .vorauf  >i 


AC,  oriontire  denTisch 
m  A,  visire  nach  ^,  und 
iAA'.  Hierauf  lege 
irterLage  an  A'A,  orien- 
!  Kippregel  an  C,  visire 
iesef  Lui;e  ilefi  Ujr^ch- 
derKiupreKelmit  der  Linie  ^^'.  Pan», 
pregefan  A^B  und  orientire  ilenTiscB 
elbe  richtig  nrieutirt  seinwiril, 
so  üass,  nenn  man  die  Kippregel  an  A  oder  C  legt 
und  respective  nach^loderCvisirt,  der  IJurch  schnitt  s- 
punkt  der  Ki]ipregel  in  dieser  Lage  mit  der  Liste 
A^B  den  gesuchten  Punkt  U  gelien  tvird. 

üass  man  ein  ganz  ,'ihnliches  Verfahren  wie  so  ebec  anf 
den  Punkt  A  auch  auf  den  Punkt  B  anivetiden,  und  dadtiTch 
eine  zweite  der  Linie  A^B  analoge  Linie  ABi  erhalten  künnte. 
wn  dann  der  gesuchte  Punkt /)  der  Durch  Schnitts  punkt  der  beiden 
Linien  AiB  und  AB^  sein  vitirde,  versteht  sich  von  selbst,  (te 
vorhergehende  Verfahren  ist  aber  einfacher  imd  verdient  duh« 
den  Vorzug. 

Ich  hoffe  späterhin  noch  auf  diesen  Gegenstand  in  anderer 
Beziehung  zurückzukommen ,  und  bemerke  nur  noch ,  dasa  hei 
einigen  wirklich  angestellten  Versuchen  die  drei  yorhergehwdea 
Methoden  mir  den^zu  bestminien^en  Punkt  im.iier  sog?«?^' mH 
aller  nur  zu  wünschenden  Sicherheil  geliefert  haben,  mochte  aber 
freilich  gern  auch  die  von  Anderen  Tind  in  griisserer  Anzahl  ab 
mir  dies  bis  jetzt  ifiöglieh  gewese^  i^t,  zu  machenden  ErlahrungM 
kennen  lernen,  da  sich  nur  erst  dann  ein  ganz  sicheres  [TrtCeil 
über  die  praktische  BrauchbaVkeit^  dieser  neuen  Methoden'TSr^iie' 
der  wichtigsten  geodätischen  Operationen  wird  fnlter 


I  lassen. 


anr 


•  •  :    :    t     •     t 


^\::i>'  ■■:■■   '■      n/        ■ 


Heber  die  hUheren  llfffliiNiiizlatqtio- 


♦ .  I  • 


Von  dem 

öfessör  Dr/t).  ^c&Ioinilch        ' 

an  der  Ünirqrsitat  zu  Jeptt 


IJ  'J  i    :    « > 


0 1 )  >  i  v   /  > 


<  ■,     I 


«ll.^^tit^^k^;  iMBf!l>kiofi  ftttfi'mt^-L  teieht  die  des  oben 

ät|^[^ebt6t«#  PüObleia^^ll^tira^lässt    Wai^  niui  idver  die  siu;oe£- 
siven  Üifferenziatiebi^t  ^d^&>tbvIS«^kiide0  efJifacliefeD  Ausdrucks  ^p- 
te^.^Ojfindejt  bi«r;{^f^>|rÜQ/s^^(GinstaDd  sta^t,  ds^ 
i^itf .  zw«i  ,gMf  ,,vei||;h^^fi^^^^  ohoe  die  jniBdeste 

jmrigtot  v^sK^^  es  aachber,  auch  möghch 

j^.^W^j  J^piJ^^OgJw]^^        ^esqltateV  welche  m^w.ajif 

i?.WI*t*  ^W«q^^,^9Fl  ^rag^^cM^^^  ia  die  Piffe- 

WmifJr^i^l^Qg  ^^1^1^:^^  ^,  bfcp^^,4;Vw9Ji*^  aufzustellen. 


IICII  THrH^CV.     l*.>Junil     l^mrX     \^Hl^V■'*\V^iv^<ii\^^)\       •..■•::■      it..'  ;■•-•' 

^iV'^Wt.  Wf^iW'T^llMfif  ffl^  Satz      , 


m 


für 


,■♦' 


'^  r 


in  AnwendiiDg  bring«!!  kUnien. .  Be^JBiehoep  wir  der  Kürze  we; 
V^=J  mit  i  und  (x(^  +  lj;...(«4^— I)  »jt  M,  so  ist 


11«  JhJIöh  uü 
also 


und  fvenn  wir  diese  Gleichupgeo  für  die  Fonnel  (^^mifitzen, 

ergiebt  sich  leicht 

■■     -      «... 

3»  (2«+ *«)-/« 


dl 


U 


n— 2 


...•.*• 


Um  nun  hier  die  reellen  und  inueiDSren  P^ttiMn  zu  sooden*.' 
setzen  wir  ■-;    "  ! -17-    ■'     sl  K-   ''  .   ■■s ,.    ■. 


*f  •  ■*•      V  *     "     ■   •    •        \       v 


woraus  folgt 

rcostps^z,  rsin9>  =  Ä; 
r  =  (x*+)t*)4,  tf^i;^  =  —  6dei;;9.=  Arctan— .  (^ 

Z      '  •    ••      <■  z 


. ;  -  --? 


;    '  -      '  ^  a..  « 

1  cos^  —  ising)     »     1      cosqt-j-ismtp 

z  +  ki  r  z — kl  r 

und  wenn  wir  noch  die  Gieichui^en  * -^  »Vj  '•^  '■■'•'■  ^  ♦  •*  -^ 

(cos  q)jizisin  q))^  =  cos  mg>  4:  >'  sin  mg) , 

(co49+i§Miv)4o^,^— iMk?^^  #i^^(y— f);+f^'"<«^?iii^ 

in  Anwendung  briDgen ,   so  omiuit  unser  pl0efifß9fßti^~ 
gende  Form  an : 


\f^ '  I 


f  (' 


^a  DUO  aber  der  fragliche  DaTereiiaiaJqttotieot  doch  nur  eine 
reelle  Grosse  seio  j^ano«  weil  es  (2^+l^yi**,\uiß^\m^Mgt,  dassdie 
ima^näre  Partie  d^  Torälletebdefl  :€Meichmifc^clr  vop  selbst  an- 
BulhreD  niHSS  *),  so  dass  wir  vermöge  des  Wmhes  von  r  erhalten: 


'  f 


a»(i«-i-itv* 


n  l        ■:   ._-...  ■>*'■•• 


(-ir  1  . v„  ' .■  :xjtd 


M.=^' 


[fft]cos(ii— 4)9>-|-.. .. 

Dividiren  wir  beiderseits  mit  1.2.. il  und  bemerken,  dass  für 
MD  ganzes  positives  p 

'*^     1.2. ..p  '         1.2...(ii— ^) 

/      -iT  ■ .       *x  r    .  (^^^ui  ij— «o.»)»>  :^:•X.-h•• 
»  ■  ' .  -..,■■. 
ist,  so  eelangen  wir  zu  dem  Besultale: 

=      ^~^^   ,  { (ft— l)o  0*+«— l)«eosii9+  fH(fi+iiHfa)i^ioea{it-r-2)^ 
oder  f*+l  für  ^  gesetzt:       ,,^^.,^.t^,.,j,)  .,,,,  ^j  ,„  ,  ,,  ,  ^,,  i^,,,, 


*)   Schreibt  jnao  die  Reihe ,  wekhe  den  Koe£fiziejiten  warn  i  bildet, 

Wirklich  hm,  so  ^MkimS:Uem lün«  i  foA^^sM  täte,  \Aä^m^  die- 

ienlireQ    Gliwlcr  fi^eeiL  einander   heben,    welche   vc-    •-'  "-*  *•—■- 


♦      » i    ■ 


C-D- 


,  ,,i.,> 8-(t'il.<i57,a'<iotoirilnill 


wobei  rechts  n  -f' T  ^)WriUtofa«n  «od  q>  die  onter  Nie.  (3) 

gebene  Bedeatnog  hat]  ^  i     i        r' 'i'"  \ 

H.hm«.»tf.«iiraS»ii '"'■"*"'"■ 

i^a;-('»a,  A  ^  VA — ia*f 

so  wird  nach  Nro.  (3)        !   '" '^  ',  " ' 


i. 

fernem 


'■-'^T^P=*#' 


J«  +  Ä"  =  J^  +  Oa  +  ft,     . 


und    mitUn    er&altim    wir  ']^t  «<die    falgM^e 'iLteiwg    iiD«er«» 
Problemes: 


1.2...»*        '  a*" 


(-i)- 


-lf^(f*+n)i>co«w?i 


,+  (ft+1),  (^+n-l)„_i  co6(«-2) ,. 

+  0*+2)a  (^+«-2),_8  c(«(«— I)?.  4-....  J 

\  Man  wild  leicht  bemerken,  (fäss  in  dieser  (n-|-l)gliedrig«> 
Reibe  diejenigen  Glieder  gleich  sind,  die  von  Anfang  und  Ende 
gleicliweit  abstehen,  und  man  biinnte  daher  dieselben  KUsanimeD- 
nefamen,  wobei  jedoch  gerade  und  ungerade  n  unterschieden  wer- 
den müssen,  «eil  imewten  Fa^p,fugj^i^^|giip4^.«^iptijJ|,.w|Jir^ 
an  im  zweiten  fi>hlt.      'M'M",  j"-".    .  v 


Eine  von   der  ol:)1gen  gans  verschiedene  Llisung 
bl«me5  ergiobt  sich  aus  dem  allgemeinen  Satze 

i  2:^= (ai)"/w(i^+'2.B,(2i)'-v'"-"(o 


roB  dessen  Richtigkeit ij^ü^fc'tt.Ä.  mitUM  der  BemoalUMilMa 
M»  «iid  tSr  «in  gaazes  pontiv«Siai:i     , 


•     i 


'I  ■.,-...-  --     i-tt  '-  ■■  't* 


mä  folgBcli 

■it  0ty  im  dam  P^rewAme  ndtipBnrt  wmt 


jj "  -.^  ■ 


i  I- 

i 


iF{;^^l^r^ 


•^^ 


m 

* 

I  .  r 

1.2..n*  S? 


»« 


*'  ^  itia-v^i  f  >       (7) 


+  («-t)«(ft+«-2)»-.(^j     . 
Nehmen  wir  auch  in  dieser  Gleiehünsr  dfe  Sahstrttttfdnen 


vor  iiBd  setseo  »irr Ahkifzvig-.  -  \'  -    "  v^-i--  '^^V^  */*^ ' 

-4-— i^^Wqp  jC, 

,        .  +  (n— 2),  (fi+n^^)»-a  JM—.  .  •  J. 

i^tt»^  die  Reihe  nicht  \Teiter  toi^Si^i 'liiräMiiU'^'äl^ 
Bnfer  Glieder  annullirt.  •*,  "''.     ^"'■'^!T  rV^^"!;". 


<  I  '  ^ 


v^..... 


;  '*'-..- 


"III.   "'   '    ■•■""■ '*^''=<^''>  |- «V  ^^ '^■'*'» 
Wir  widtten  nub  die  heiden  rerschiedeDen  L<fsuDfren  'qdi 


Problemes  mit  einander  vergleichen «  wobei  ßs  ameintaphsten  i^7 
die  Gleichu^ea  (4)  und  (7)  zusäntioibkknlkiUt^it^'^nbi  'ii^jtt-  0l^^ 
so  die  Relation 


=4(^(H.).(^)"-<^».<^+<i-'v,ic^]r+  -.-•' 

wobei  noch  fSr  cp  der  Werth  Arctan—  zu  setzen  wSre.   wodMM^^ 
^  aus  der  GkiScUung  verschwände.    Man  kann^^je^  eb^ 


I  ovo 

I 

«Mich  z  berausischaffen ,  indem  man  es  dJMti''^  )au^rilckl^)  W«|ll 
Dach  dem  Früheren  tan.^;=3'f ,  folgUpn  2=7^  cot  9  ist.    Hierdurch 

wlfli  dann  "'^^  '      '     ■ 

i  ■  ■.    .::■ 


und  nun  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Relation  in  deo  toh 


810  «9  IfA^  (fi4-»)if^B;p«^t^g^ 

df^r  i^ich  poch  besser  SO  jgestaU;ie|r^  f,     ,4,^ 

fio(^+«)n  cosiry  +(ft+l)i(f*+n---l)ii-ieos(«^**^)90Ti?iV 

^+(f«^+2)a(l*+»--2)„-^BCos(wM)9  +  .--U^^ 

=  V  +  (ä— 2)a  (ft+w-^2)»!^  (2  cos  ^)»^  - . . . ', 

j^o9  recii^  nur  so  viele  ^^  dass 
'?b'6s9  vorkomineD  können. 

'  Oas  vorliegei^%^heOiäM  Isl' Wegen  der  ibeideo  vOiiig  wUk- 
gefunden  hat.    Für  |i.sr<0  ^  B.ergiebt  sici^         ,-    ]-;:y'^- ■ 


■;? 


cos  nq>  +  cos  (« — ^2)  q>  +  coi^^n — 4)  g) + . .  +  cos  (« — 2n)  q> 
=  Wo  (2  cos  9)»  —  («-~l)i  (2  cos  g>)»-2  ^  (n-2)a  (2  cos  9)«-*  - 


•  •  •  • 


'=:     cosw9{l  +  cos29+cos4g)  +  .,..  +  cos2iii9} 

sin  (2n-|-l)  9)   ,     .  jcotg>     cos  (2gtf i) 


iual     i 


sinigp 
jwid  man  leicht  durch  eiiie  kleine  Reduktion  findet    So  kommen 


der  auch  sonst  schon  bckiinnt  ist. 


ergiebt  sich  ai» 


der  Gleichung  (9)  eine  Kehtion,  aiuft  welcher  sich  sSmmtliche  von 
Herrn   Dr.    Bjürling    im    Vllten    TfaeUe    S.    '266.    mitget heiltet 
Fumieln  ableiten   lassen ,    neiio    man  sich  auf  die  Unterscheidi    ' 
VöB  geraden  und  ungenulen  n  einISsst  und  einige  Transformafi' 
VDOiiionit. 

Eine  kritische  UcmeilcuDg  miige  diesen  Aufsatz  baschliest 
Man  leitet  oft  arithmetische  S^txe  dadurch  ah,  dass  man  « 
Funktion  auf  znei  »-erHcJiiedeu«  Weisen  in  '«ine  nach  steigendi 
Poteii/oii  der  Veränderlichen  fortgehende  Reihe  verwandelt  und 
dann  eine  CoeUGzientenvergleichung  vornimmt.  Ich  halte  diese 
Methode  für  wissenschaftlich  hikhst  unbedeutend,  wenn  ich 
auch  ihre  Brauchbarkeit  hei  Schülern  vnn  bloss  elementaren  Kennt- 
ni.ssen  gern  zugebe.  Denn  welchen  Weg  man  auch  zur  Reihen- 
entwickelung der  Funktion  einschlagen  möge,  so  ist  vermöge  des 
Maclaurin'schen  Theorems  der  OoeHizient  von  x"  nichts  An- 
deres als  ?— ä-^—  ;    •"»"  findet  also  mittelst  jener  Methode  nichts 

mehr  und  nichts  weniger,  als  zwei  bloss  der  Form  nach  versdiie- 
dene  Ausdrücke  für  einen  hiiheren  Üifferenzialquotienten,  aber 
nur  in  dem  ganz  speziellen  Falle,  dass  man  für  jenen  sich  auf 
den  Wertb  .£=0  beschränkt.  Es  ist  daher  wissenschaftlich  bei 
wöifem  richtiger,  gleich  direkt  zwei  verschieden^  Formen  iät  f^'Xx), 
aufzusuchen,  wobei  man  den  Vorthcil  hat,  dass  niaa  in  der'K^' 
lation ,  welche  steh  aus  der  Vergleichung  dieser  Formen  ergiebL 
die  Variable  in  ihrer  ganzen  WillkOhrlicnkeit  tigurireu  »efat  unj 
also  zu  einem  Theoreme  gelangt,  welches  schon  an  eich  allge- 
meiner ist  und  wegen  der  darin  vorkommenden  Variablen  auch  mr 
andere  Zwecke,  z.  B.  für  die  Integralrechnung,  vott  Nutzen  sein 
kann. 


iMsaa  «Mitn^  nsflla  t(u  n-ib 


ii(-«tlK  tfiiff»  »t  HtiOifj'  i 


xxxrr. 

tfcber  Keradliniire  ItanmKeltildc.   die 

rlnfaclicr  »lind  al<i  <■»»<  nreieck,    und 

ttbrr  deren  Verwendung  «ur  Funda/> 

mrntallelire  der  Oennicirle. 


Horrii  Br.  Wilh.  Mataka, 

^■iir  ilcr  Mathematik  tili   Tarnuw  In   GallziiT 


I. 
C  i  n  k  ]  e  i  j  iLHig, 


^rUt. 


eatschieäen  ilie  emlächsfekrantinf 
eben     m>     baj  man   seil  F.uklid   äfts 
!..-.„    - li:„:l.:. 


'     §.,1.    Si>  uie  .1 

liniK«     llauniiT^ütuU 

Üi^ieck    rar    .lie    venneiMlIicli    ....-, _..,.„. 

R,aunu;t.-8tiilt  aiigfäebeii,^  unil  auf  Jessen  Lclirc  ^le.ne'ij- 
l«^«n  ForsiliuN^L'u  Jlt  Gi'uiuelr'ie  aur{;cbifut-  Utdersucjht  man  je- 
doch ilie  iiiiJ^Iicfittii  tiocb  e'iiifuchoren  gerailliiitgen  Raum^eb'ilue, 
£0  üniiH  iii^iM  doreo  »nei,  die  Jtisher  der  AuTmerksatulieit  der 
^eoniefer   eiifganseti   zu  «ein  scbeitieti,    unil  die  dentiocb  zu  einer 

latürlirheii   (■rundhi.se   der  Geomelrie  geeigneter  sein  ilürilen,  als 

las  Dreieck,  nemlicb : 

1,  Das  System  einer   gaiiseti  Geraden  mit  einem  Punkte  ausser 
ihr,  und 

2.  Das  System  xwaier  paralleler  fraazet  Geraden ,  das  wir  kurz- 
weg em  Parallelenpaar  nennen  noilen. 

§.  2.  Dass  diese  zwei  Gestalten  wirklich  einfacher 
iIb  das  Dreieck,  ja  sop;ar  die  einfachsten  müglichen 
lindi  leuchtet  daraus  ein,  dass 

a)  an  ihnen,  so  wie  sie  vorliegen,  nur  zwei  Ramndioffe, 
[ort  eine  ganze  Gerade  und  ein  Punkt,  hier  2  ganze  Geraden,  bei 

Jem  Dreiecke  aber  3  Strecken  und  3  Winkel  als  Bestandstücke 
Vorkommen,  und 

b)  dass  zwei  Systeme  jener  beiden  Arten  schon  congruiren, 
1  irie  bloM  ie  twri  Elemmily-  narngntlinh  je  eine  Strecke  naji 


j«  einen  Winkel  gleich  haben,  wogegen  Dreiecke  erat  dann  cod- 
grniren  ,  wenn  sie  je  3  Elemente,  nanientlicb  je  n  (=  1, 2,  3)  Seiten 
und  3 — «  Winkel  gleich  liuben;  oder  dass  jedes  jener  Systeme 
durch  die  2,  jedes  l>rciock  all«  durch  die  3  genutiiiten  Elemente 
bestimmt  wird;  eudlich 

c)  daraus,  daas  ein  geracllinigea  Rauniding ,  das  nicht  selbst 
ein  Element  —  eine  Strecke  oder  ein  Winkel  —  sein  soll,  nicht 
durch  weniger  als  2  Glemeote  betitinjmt  werden  kann. 

§.  3.  Von  den  ungcluhrten  zwei  eiiilachstcn  Raumgestaltwn 
kann,  wie  man  leicht  eingeht,  jegliche  auf  die  andece  zu- 
rdckgeTAhrt,  daher  auch  nur  die  letetere  als  Gmndlagu 
l)«ibahalten  weiden.  N;uuentlich  scheint  es  besser  m 
sein,  das  Pa  rallelen|)aar  zu  Grunde  xu  legen,  indem  es, 
wenn  eine  dieser  Gerade»  in  ihre  Gesamnitschaft  von  Punkten  anf- 
geifist  gedacht  wird, 
haiigendea  Systemen  < 
besieht. 

§.  4.  Dass  endlich  diese  einfuchsten  Raumgestalten, 
vorzaelich  die  letatere,  aur  Aufstellung  einer  einleitenden 
Fundamentatlefare  der  Genm«trie  geeigneter  sind,  als 
das  Dreieck,  erhellet  ans  folgender  Betrachtung.  Als^  wenn- 
sleich  unwissenschaftlichen  so  doch  unabweisbaren,  Grund  der 
Hauptein theilung  der  Geometrie  erkennt  man  allgemein  an  das 
Liegen  der  zu  erforschenden  Hiunitichen  Gegenstände  in  einerlei 
Ebene  oder  nicht;  wonach  die  j^esammte  Wissenschaft  in  ihre  »wei 
Hauptabtheilungen,  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 
Planimetrie  und  Stereometrie,  verfällt.  Als  Grund  der 
ersten  üntertheilung  kann  man  jedoch  nicht  —  wie  neuerdings  viel 
beliebt  —  die  ('ongruenz,  Aehnlichkeit  und  Messung 
(Metrik),  sondern  nur  die  Gattung  der  ritumtichen  Gegenstände 
gelten  lassen,  weil  jene  drei  genannten  Eigenschaften  an  jedem 
Ranmdrnge  erforscht  werden  können,  und  also  auch  mfiss'enl 

Der  Eintheilungsgrund  der  Gattungen  planinietriscber  Gegen- 
stände kann  aber  nur  die  Beschaffenheit  Her  sie  itusmacTiendeq 
Linien  sein,  und  ihre  Reihenfolge  wird  durch  die  grossere  oder 
geringere  Einfachheit  und  Zusammengeset/theit  dieser  Linien  lie- 
dingt.  Mithin  ist  zuallererst  die  gerade  Linie  — zumeist  in  ihrer 
Ganzheit  —  zu  untersuchen,  nachher  kommen  die  geh  ruch  eneii 
Linien,  und,  von  ihntJn  vorzugsweise  dfe  gescHI  KssonCn  — je 
nachdem  sie  ebene  Figuren  allseitig  eingrenzen  oder  nicht,  Viel- 
ecke oder  Vielseite  genannt — ,  endlich  die  krummen  Linien 
zu  erforschen.  Mithin  gehurt  das  Parallelenpaar  in  die  erste, 
das  Dreieck  alter  in  die  zweite  dieser  drei  naturgemäss  gereihten 
Gattungen  der  planimctrischen  Gegenstände. 

§.  5.  Die  Fnntlanientallehre  der  Geometrie  kann  daher  hloss 
die  gerade  Linie,  und  an  ihr  ziivürderst  die  Länge  und  Rith- 
tuug,  mithin  die  dnfachsten  Bestandstäcke  oder  die  Elemente 
aller  RaunigeliUde>  nemllch  die  Strecken  und  Winkel  «rforschea. 
Hierauf  bat  sie  zu  untersuchen:  die  elitfachstcn  Verbindungen,  d.  L 
Paiire  ganzer  Geraden,  rücksichtiich  ihres  Kusament reffen s  oder 
GefrwstBHnsi.was.die  sogeBUinte  PaialIeiitheori'e<mi«nuM:h| 


iche)   der   4itsfi;'l^^ 


967 

An  diese  rmht  steh  mm  ^aus  naturi^eniSsa  die  Erforsch  uni^  des 

i*Ar«IleleRpaares,   uihI   (als  einer  Besonderliett)   des  Systems 

einer  Gerades  mit  einem  ausivärtiE>en  Pmrkte,  vomehmlieh  nick- 

BJchllich   iler  geganseitigen   Einwirkung  oder  wechfielaeitieen  Be- 

Htimmunf;  der  geumetrisclien  Elenkentc  —  der  JStret^ken  und  Winkel. 

Piese   iWecIiseiJ}ezLetiuflg    verrolgt    sie    dann    uiufitaüdlivli.  in   der 

JUe.hre.von   der  (uitliogonalen}  P,rojeGtioD  auf  gerade  Linien 

und    Vorzugs iveii^e    in   der  von    ihr  eingeleiteten   Goniometrie. 

Auf  dieser  Hiilie  ihrer  Porschungen  angelangt,  vermag  sie  nunmehr 

die    mählichen   und    üblichen    Methoden    der   Untersuchung 

aller  weitem  vcn tickeiteren   Haumgebilde    nauh  ihren  Gnindzügen 

darsalegen,    und  vorzngsweis^  für  eilte    oder  einige,    dem  Lebr^ 

zHecke  anccmessene  Methoden  mch  zu   entscheiden.     Die  Haupt- 

BBthmgeD  dieser  Alethotlen^  sind : 

J^')f,,"pie    synthetische    (i 

ners  der  Griechen,  nnd 

11.  Die  rechnende  der  Spätereo.       ■  i  , 

.t,Ziir  letzteren  eühtt  man  als  Arten: 

>|..*'  I.    die  algebraische: 

'4    di«  gonioinetrische: 

'■'      3.     die  Coordlnatenmethode  (s.  g.  analyti  sehe  Gdjj: 

'      ■  nietrie),  und  zwar  i  ■■  •<*> 

n)   die  der  Parallol-Coordinatcn,  /^ 

(i)    die  der  Polar-Coordinaten;  . '- 

4.     die    Methode  der    harmonischen   Proportionen  —  meist 

Neuer e  Geometrie  genannt. 

§,  0.  Auf  die  genannten  einfacheren  Raumgehilde  und  auf 
Jlenach  ilmen  sinh  gestaltende  Fundamental  lehre  der  Geometrie 
war  ich  heceit»  im  Kcübling  des  Jahre»  IH39  verlallen,  wollte  »Ig 
ij^dech  erst  in  dem  nach  und  noch  von  mir  vorbereiteten  Lehrbuch« 
öer  reinen  Ulathematik  bekannt  gehea.  Ailein  da  die  gegenwärtig 
IierTsuIiende  Fluth  der  elemeutar-matliematiüchen  Lehrbücher  die 
f^enntnif'ä  des  in  ihn^n,  enthaltenen  Guten  und.  Neuen  zumeist 
]edigU<;b'  auf  den  en^eu  Kreis  der  Schüler  ihrer  Verfasser  be- 
'fchrjinkt,  so  habe  ich  mich  entschlossen,  die  Grundlinien  der  ge- 

Jiss  nicht  unHichtii;cn  Lehre  von  den  Parallelen  paaren  und  jene 
er  geometrischen  1< nndomentallehre  in  einem,  nach  Verdienst  be> 
"eftteo,    )uafbe[[iatischcn  Journale    den    Geometern  vor  Augen   zu 

GraDdliniei)  der  Lelire  vo 

§.  7.  Erklärungen.  Jede« 
^TaUelen  Geraden  ff  und  h  heiss 
'fotfaaltende  Ebene,  ein  l'arallen  [laar,  manchmal  z 
Älung  «in  PBarPrtrallellinien,  oder  (zwar  bildlich  und  kurz, 
Jedoch  nicht  wissenschaftlich)  ein  Geleise  (Gleis ,  franz.  l'orni^re) ; 
"  ihnen,  aus  der  sie   enthaltenden   Ebene  aufgeschnittene 


I  deji  l'aralleleupaareii. 


3S«' 


und  zum  Theil  be^renzlfr  Elienen-AbttieUniii;  der  Streiieu  (Si 
ftanx.  in  biiu4lc)  dos  Parallelen  paar»,  und  jade  von  einem  |Pui 
der  einen    Parailellinie   zu  eiuein    Funkte  dei   anderea .  -'gelw 
Strecke  it  eine  Zivi^chenlinie  (Zwij^heost recket 
Be/eichiiot     nerdc    ein    l*aral1eJen{iftar 
Streifen  dadurch,    dass   man  den  (ildichen  Aficabi  des  Paralle- 
lismus  der  beiden  Geraden  1/  und  A  in  Klamnieru  l'nsst ;  als  (i/  t|  /')- 

$.8.    Aul  die  Paralleleiitbeorte  gestfttzte  «fnfati 
SStze.  ■  ''-■■'  '^ 

1)  Jede  ZwlsckenllnJea  ist  gri"g^'''B«'fl^'^i^fti( 
linien  </ II A,  gleich  geneigt,  ,  - 

d.  h.  Vie  bildet  mit  ihr  gleiche  spitze,  ti|i(l  gMahe  stumpfe 
oder  lauter  rechte  Winkel  als  Wechselwinkel,  aW  uuch  gleiche 
kleinste  hohle  Winkel  ~  Neigungswinkel  genannt,  und  durcb 
fiif  tider  all  bezeichnet. 

2)  Ist  daher  eine'Zwischenü  nie  auf  eincrd»?  ,1 
den   Parallelen  senkrecht,  sa  ist  Siie  quch  auf.dei^^u 


1 

:  eiche 
divcb 

^1 


deren  senkrecht. 

ne  Zwischenlinie  in  einem  Paar  Parallellioien  kitnn , 
sie  auf  diesen  senkrecht  oder  schiel  (^schräg)  steht,  eot- 
s  Queilinie  oder  eine  Schräp;Iinie  genopnt  iverden. 


Breite  oder  U übe  de«  Sl 


S)  Darum  kann  eine  jede  v 
weite)  des  Parallelenpaares ,  die 
fens  helssen. 

§.  9.    Congruenz  der  Parallelen[.aa*e  oderStrei 

I)   Jfauptlekrsttti.    Zwei  Parallenpaare  orier  8t: 

fcn,  (f/ll  A)  und  (i/'  \\  h'),  sind  congruent,  wtno  sie  je  elm 

Zwischenlinie    gleichlang,    a^=:a',    und    gleidiseneigl, 

ag:=ali)'  haben.'  ' 

Wird  einfach  durch  Deckung  bewiesen, 


1 


habe 


ParalUleoftw 
<     S(ir«j^«uJ  I 


2)  IitiOesonderc:  Gleich 
sind  congrueqt. 

6.10.    Vergleichung  der    Zwischenlinieo  conerft 
ter  Parallelenpaare  oder  Streifen.  '      ^^'^ 

1,    C,»g,.e„..  '■"|l','Jf,7„""'  »•"'1  e'-^K^M 

3)  tn  demselben  oder  in  congrueuten  Par^li^^] 
paareii,  (gW  h)^'(if' l\h').  sind  gleichgeneigte  Zwistl|fl| 
linien,  ag^a'g',  gleichlang;  a^=o'.  |     ^^i 

Beide  durch  Deckung  «u  erweisen.  .  1  l  ■.\  ''■"' 

3)  ßesonrlerer  Fall:  I  n  jedem  Parallelenpaare8ia4 
parallele  Zwischeol  iitien  glcichlaugj  '       j^ 

Oder:  Parallelen  zwischen  Parallelen 


mi 


\%  i 


anff,  and  zvt«4'»|^Mv»i't'2lJ'eriii^tn  glrbsddri&n 'NefgttH'gl^* 
^^vininl^lne  k£f4«f  ^  Kwisdheniiiiie; 

0^:*ll«4  «Ma-ch/setidetiiNefgtingsifinkäl  verkürzt  sich! 

».j4ft^«i^(ff^kA>i«U^.  if»  (6^llA)^to^nA'>  der  Winkel  ag>.bff, 
o  ist  a  <  &.  ^    .'  r 

;   W^.^iC9{ligeft|gQetf;  C^D«truc^ioD  ojif  2)  zuriK^kgeleitet. 

Au8  diesen  Sätzen  folgt  somit  gegentheilig : 

''?*(!Ö)t!i^iD"il'Miv«i^l4ieii'öder  iir  congruenten  Parallelen- 
%iv*^«  »WliUd'^'glelQhlange    Bwiscnenltnieft    glelchge- 


6)    eine  jede  grossere  Zwischenlinie  bildet  einen 
f#I^^V>tf  ml  i'g«  ttgs  Winkel, 

vUlefi^-b^f  ^Wa^^sf^nder   Ztvischonlinie  nimmt  ihr  Nei- 
gungswinkel ab. 

"■^^  T)''^¥firt*i»' 'iikVtt   ZVlij^henlinien   eines    Parallelen- 
it&>erm'atb  de li'kr echte,    die  QueTÜnie  oder  Weite, 

^    J^d^'Crirade,    welcne   nicht  kürzer  als  die  Weite  eines 
^arallelenpaares  ist,  kann  in  selbes  als  eine  Zwischenlinie  einge- 
^  •Miifci  ^geweht  wewlen* 

'''4jr  Itk'  ehi^m' Panilleleiipäare  kennen  aus  jedem  Punkte  einer 
*^arallellinie  zwei,  aber  auch  nicht  mehr,  gleiche  Schrfigli- 
•^    ien  jgezp^n  werdep. 

zwei  Paar  Zwischenlinien 


"'«•'ji'lll    Vef^lefcb^n«  von 
^  K%*^^lTPHr'^irelenpaäF^en. 


id 


leicb^g^>R>eig4en  ö'  des  anderen  gleich. 

Wenn  Off  =  aa  und  a=:«',  zugleich  aber  auch  6ff=  f/g'  Ist: 
rfe  ist  auch  noch  7>  =6'. 
''¥olgf'äus  $.  Ö.  1)  und  \.  10,  2). 

3)  Me^o.nderer  Fu^lL  «Werden  zwei  gerade  Linien; 
utA  jB; 'vo'ti  zwei' Paar  in$gesammt  unter  sich  paral- 
len  (jreraden,  5/ 1|  ^  Ih' ||  A:,  dergestalt  geschnitten,  dass 
i?5t*Ücfce  a  und  a'  cter  cJirien  Geraden  A.  gleichlang, 
irttV's'iriiäl;^»^«  nirff*Ä*en  auch  die  zwischen  denselben 
Parallelen  liegenden  Stücke  h  und  //  de^andern  Gera- 
^^n  Ä  gleichlang,  Ä  =  //  sein. 

§.12.    t^rdportip-V.ai|i|liHt  der  Zwiscbenlinien.in  Pa- 
Theil  \1II.  2^ 


n9 

I)    In   deu    Parnllelen)iaftr« 
gletchg«n«igt«    Zwiscli  eiiünic 
s|ieh    nieder    gleicligciiei  gten 
nfoportional; 


e  upt«.r  »ich 
öderen  unter 
inien    (dired) 


Paralleletifiaareii    (o[lb)  und  (5' ||  ^')    rerhalten 

^  [  ei  ef  Ige  neigte  Zwiscnerilinicn  ,  n  nnd  «',    zu  eio- 

an^er ,  ,  wls  ,  ied«   sirei .  andere  wieder   unter   sich    gieichgeMißte 


In  jeglichen 

«ich  jede  zivei  glei 


Ziviscbenlinieti ,  b  und  l 


nenilich,  wenn     «y  =  a'ff'  und  bß  —  b'g' 
60       a:n-=^bib'. 


Oder:  BafiVerhfiltifli 
.:  »ich  in  atlenP 

ihre  Keigungs 

d.  i. 


•.b^a 


Ztvittdienlitiieii  bleibt 
ipaaren  gleich,  «o  laneB 
ch  gleich  hlelbeuT 


2)  Sind  die  Zwiachenlinieo  nicht  hIoSH  gegen  die 
Parallellinicn,  Riindern  auch  gegeti  (•inander  gleich- 
i;eneigt,  sn  sind  sie  nicht  nur  zu  einander,  sondern 
auch  £u  den  Summen  oder  Unterschieden  der  sie  ein- 
schlics^enden  ParalleiRtrecken  propurtional.je  nach- 
dem sie  sich  zwischen  diesen  schneiden  oder  nichts 

ImI  ag  —  aif,  fig^fi'g  und  ati=^a'lf ,  sa  ist 
;  °  ^  &  -  gdhA     , 

3)  ReiondfTer  Fall.  Werden  an  ei  gerade  Li.i  icrj 
A  und  li  von  mehreren  unter  sich  im^gcäanimtiiaraUe- 
leii  (Geraden  geschnitten  :  so  sind  die  daKi^ischeri  ent 
haltenen  Stilcke  n.  it  und  &,  6' jciicr  gei' ad  eo  Li»  ien  ein- 
ander und  doi>  Summen  oder  On  ter-«chicden  der  vun 
ihnen  eingeschlossenen  ParallelMtrevken,  n,  A  und  ji',A'- 
propnrlional,  je  nachdem  die  betreffenden  IStficke  zwi- 
schen diesen  Paraltelenstrocken  «itih  schneid  en  oder 
nicht; 

!l  V< 


nemlich     — ,  : 


4)  Gam  besondere 
scheidende  gerade  Lii 
len  Geraden  geschni 
Schnittspunkte    aus  g< 

den  "Parallcla  trecken, 


rFall.  Werden  znei  eich  durch- 
lien,  A  und  B ,  von. zwei  paralle- 
ten,  so  sind  die  rom  Durch- 
nommenen  Stücke  a,  a'  und  b,b' 
1  ander  und  den  sie  abacfa  neiden- 
ff  und  7',  Proportion a  l-c       ■ ' 


9)   Das  y^rhlltnisfi  zweier  Znis^fieülliileD  inPa' 
Tarieteiapaaten  wSchst,  ^i|  tt^^dAr  ,.. .  „  .'   . 


iii 

'    m  ■  »  1 

^  weiiil''d«rNeig4ittgsirliikel  der  •fs^enabnlmoiti.  o^pf 
A)       99'      M  '  •»*  »»    zweU«ii  zuDimmt;  .. 

er)  wenn  beides  zugleich  eintritt. 


III. 


1 1 


1* 


4  Auptsätee  in  der  Lehr-e  vom  (orthogonalen)  Proji- 
ciren  in  einerlei  Ebene  auf  g^fäde  Linien. 

§.  13.    Hauptsätze  aus  dem  Pro  jiciren  von  Strecken. 

I)    Bei  gleichen  Neigungswinkeln  sind  die  proji- 
^  ^'rten  Strecken  ihren  Projectionen  p'ropörtioual; 

Oder:  Bleibt  sich  derNelgungswinkel  gleich,  sobjelbt 
'  'sich     auch    das    Verhältnfss    der    projicirten 
Strecke  zu  ihrer  Projection  gleich. 

Specieller  Fall  von  $.  12.  1). 

1         ■    ■ 

-  2}  Je  ^rOsser  der  Neigungswinkel,  desto  kleiner 
J^^  t  das  Verhältniss  der  Projection  zur  projicirten 
^   trecke. 

Einzelner  Fall  von  §.  13.  Ö). 

^.*  14.     Das   Rückprojicren   der   Strecken    und  das 
Yojiciren  derselben  auf  ein  Paar  winkelrechter  Axen. 

1)  Projicirt  man  eine  Strecke  a  auf  eine  Axe  und 
l^t^re  Projection  d  wieder  zurück  auf  die  Projicirte 
Cofler  auf  eine  Parallele  zu  dieser) ;  so  ist  dieersteProJection 
^  die  mittlereProportionale  zwischen  der  projicirten 
^  trecke  und  ih  rer  zweiten  oder  Riickprojection  af, 

Denb  beide  Projicirungen  geschehen  unter  gleichem' Neieunirs- 
Mnkel,  daher  Ist  (nach  §.  13.  1)): 

asa'  =  a':a^   und  a'*  =  aa". 

k;2)  Pff.ejiclrt  man  eine  Strecke  r  auf  zwei  winkel- 
^^chtfLAxenj  oder  allgemeiner  auf  zwei  Axen.  deren Meiininffs- 
^lokel    ''""   — ''i--"-*^    Gi — 1_^    ".» 

"^hten 

jviede. ^-    ^..  ..^^ ,   ^«^.   „„.  ^„.^  *  «,m 

^®ie  derselben;    so  sind   di^s<^  zweiten,  oder  ROckuro jec- 
ilDfi^tJ;   d"  und  &%  zusammengenommen  der  proiicirten 

V.A   •  , -r  neMlIch    o'' +  6' s  r. 


^AxeUj  oder  allgemeiner  auf  zwei  Axen «  deren  Meigungs- 

seeen   die   projicirte   Strecke    zusammengenommen    einen 

nlnkel   betrasen,   und   ihre    Projectionen   a  und  b 

r  zurück  auT  die  Projicirte,  oder  auf  eine  Paral- 


3)  Haup  </e Ar ««iz.(Nachbild«ng  des  Pythagoi^äischen  Biehr- 
'^tzes).  Die  zweite  Potenz  (des Zahlwerths)  jeder  Strecke 
^gleicht  der 'Summe  der  zweiten  Potenzen  (der  Zahl- 
Berthe)  ihrer  Projectionen  aund  6  auf  jegllcne  zwei 
Biqkolrechte  Axen,  oder  auf  solche  zwei  Axen,  deren  Nei- 
9(oiigi^tib^l''g^en  (die  torojldrte  Strecke  zusammen  genommen 
«inen  rechten  Winkel  betragen. 


Uli 

D^ini  bei  den  so  eben  bcli^(hhfei^n  isweioialigen' Ptojeetioii  « 
ä,  h  und  a',b'  der  Geraden  r  bestehen  aussf^r  der  Gleichung 

« 

o'  +  A'  r=  r 
vermöge  1)  auch  noch  die  Gleichungen 

woraus  durch  Elimination  der  a'  und  6'  gefunden  wird: 

r«  =:  a«  +  62^ 

4) .  (Verallgemeinerung  des  Pytibagoräischen  Lehrsatzes).  Ver 
halten  sich  drei  Grüssen  JR,  Aj  i?  irgend  einer,  jedoch 
der  nemlichen  Art  (z.B.  Längen,  Winkel 5  Flächen,  Korperräume^ 
Zeiten,  u.  s.  f.)  wie  die  zweiten  Potenzen  (der  Zafilwertlr'e) 
einer  Strecke  r  und  ihrerProjectionen  a,  b  auf'zwei 
winkelrechte  Axen;  so  ist  die  erste  auf  die  projicirte 
Strecke  bezügliche  Grüsse  R  so  gross,  wie  ciie  beiden 
übrigen  auf  die  Projectionen  derselben  bezüglichen, 
A  und  B,  zusammen  genommen  : 

Rz=z  A^B, 

Denn  aus    «  —-5  =:  7«  folgt  weiter  ,. 

R  _     A^B 


■    '■        '  ■'  ■'  ■•' '     i 

IV. 

Grundlage  zur  Goniometrie. 
§.  15.    Erklärung  der  goniometrischen  Functionef^'^ 

0)  Vorbereitung.  Angemessen  iet  beiri^ils  ^^'^^^^^!^J5 
Lehre  von  der  rortho^ooafen)  Projection  leiten  wir  die  rJMtSl^^^ 
der  goniometriscnen  oxler  Winkelfunctionen  (HUfszahlen)  foliende^ 
Massen  ein.  Zuvörderst  unterscheiden  ttfr  bei  |erfem  Winkjtj^ 
seine  Schenkel  insofern  von  einander,  dass  wir  den  Wililrlf«^  • 
Ablenkung  einer  bezeichneten  Richtung  von  einer  anderen,  Jl^ 
einen  Schenkels  vom  anderen  betrachten.  JUiesen  -  letztereD^' al^ 
ursprünglich  vorhanden  gedachte  Richtung,  nennen  wir  ^^tt  Jttf' 
längs-  oder  Ausgangs  Schenkel;  jenen  ersteren  ablenkend^o 
oder  abgelenkten  aber  den  End-  oder,  Schlussschenkelde^ 
Wii^kels.  Von  diesem  abgelenl^ten  Endsciierikel  wird  ein-^tiick 
r  projicirt,  welches  das  p  r  ojicirte  Sckenkielstü'ck,  di^  pit^ 
jicirte  Strecke,  oder  kurz  diei^rojicirte  iieissen  möge.  Zu 
winkelrechten  Projectionsaxen  nimmt  lyi^n  einerseits  die  voJIlbfif' 
ra4e  des^nfangsscfienkels  ttpd  andererseits  eioä  darauf  sei" 
ganze  Gerade,  gleichviel  ab  sie  durch  des  'Winlcels  SdkM 
oder  nicht.    Jene  nun  nennen  wir  die  Häiipt«  diese  'die  1V'^ 
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auf  cTie  mterQ  die.  Hi%upt-,»,uiid,jeQe  b  .auf.  die  letztere  die  Ne- 
be nprojectio  n.  —  Dabei  nehmen  wir  die  Winkel  da,  wo  nur 
ihre  Functionen  in  Rechnung  komnieDf^  vorerst  nur  eben  so,  wie 
sie  sind,  d.  i.  uns'e messen. 


1)    Cosinus,  Secante,  Sinusversus. 

.       ' '         0.     . 

Das  Verhältniss  der  Hauptprojection    a  zur  Projicirten 
r    heisst 

des  Winkels  Cosinus, 

das  umg(^ebrte  Verhältnisi^^,  ^.i.  das  der  Projicirten  zur  Haupt- 
projection .  , 

.         d«s  Winkels  Secante,    * 

wöjj  d^  y^^^ältnlss.des'tre^rschiUse^^         Projicirten  über  ihre 

des  Winkels  Sinusversus; 

geschrieben  :  —  =  cosc,  —  =  seca,  -^^  =  siav«. 
*  r  a  r 

-,  -  '  . 

2)   Sinus,  Coseeante,  Co»iiiu«versus. 

Das  Verhältniss  der   Nebenprojection  6  zur  Projicirten 
r  heisst 

des  Winkels  Sinus, 

das  umgekehrte  Verhältniss ,  d.  i.  das  der  Projicirten  zur  Neben- 
projection 

rv  des  Winkels  Co  secante, 

und  das  Verhältniss  des  Ueberschusses  des  Projicirten  über  ihre 
Nebenprojection  zur  Projicirten 

des  Winkels  Cosinus  versus; 

geschrieben :  —  =  sin  a,  j-  =  cosec  a ,  =  cosv  a. 

r  o  T 


f  i'  ■ 


'•:  >  ?• 


,3)  Tangente,  Cotangente. 


Pas ,  Verhältnis«   der  Nebenprojection  b  zur  Hauptprojection 
n  heisst;  ...  ,.     • 

;' V .      .;•!/      ,\\  d^s  Wiflk^Is  Tahgente, 

'^as^  upigekiej^kt^  ^ßtl^tnlssi  d^  l   das  der  Hauptprojection  zur 
JJJeMF^ectjpil.    ;    ,.   .,  ,1      w^i    I    r    /  f 

-,;.      •••..  ,:>..;.  -.  ...•-,  r.  -v    :.■';  ■  :  ^  .WipKpIp  Co  tan  g  c  n  tc  ;,^ 

'i^***^^  •  .;■/■■. 

'  •  j.   16^     Ä.ndfetji  Äufiährud^  der  WirikeUünctionen 
■pa<m*4®"**?'^^^®  *"'*.^''A^^*^^^^^^  titid  Bedeutsamkeit. 

iN  1)   l^tai^mfunctioi^en:  Cosinus  und  Sinus. 

^^\     Aus  der  projicirten  Öfrecke  entspringen  zunächst  glei<5nzeitig 

/Äxe  t^3i^.yii'  ün^.  >Ne>en.pj;^j»fXtfcon,  dalier  auch  deren  Ver- 

^^ttpis/Be  ;Zur.  Projicirten ,    genanpt    Cosinus  und    Sinus    des 


m 

nfinfcels,  die  goiiioinetriseli«ii  JStamtnfaiictioiicn,  «II«  weitei^^n 
aber  tSproos-  abgeleitete  Fnncttonen  fadsBcn  kltonea. 

Zugleich  geht  in  der  natarilcheii  Abfolge  der  Erzeagung  tftl^ 
HäuptpiojectioD  der  Nebenptojection ,  also  auch  der  Coslmis  ä^^Q 

Si.„v.™,„es.w.s.ntt™rÄ"b.'',!:S'''»»'«"«''«" 
genannt  vrerden  kann.    Daher  sind  :_^ 

Goiilometrfseh«'Sfl[n4i€nncttoneii: 


a)  II»apt-Stami^'ii'S^i?a:  ''^^«W&Viftt'&iitnfsiietlon  : 
,,;..f.     der '^osioojs^;.   i;-.n  H   ) -f.  j;'.vÄftr„'5''!Ä»f..:     ,.-      y' 

^■V   ■  -  d.-i,;*wWbthiit«i«.M  !*■■*  ■.'.,: ...,,-  . r 

'' '  '4tft  HanptprojectloD'a' '--  ''' '    ->'^  Mib0aM«ttfl* 'A'-  -  •(' 

«      ■  I,      ':-    ^ 

-  =t  cos«,  -  =  SlOO. 

3)-S^roBBfiiH«|fo«,esj 
■  .V»n  dieaec  (et  ■  '. 

a)   die  vornehmste  nnd  dämm  auch  gewöhnlich  gc 
brauchte; 
die  Tangente,  d.  i.  das  YeihSItnls«  der  NeJie9-;,:^r,Pfiq><' 
projeetion^' geaiefarfebew  ;  i-qg'taaäfit.  '■■-■■ 

■■•■  .    .  ......»'  --..ijp:'V;-.*;  -'■  .(».(*■■•■ 

"  Aä  diese  drei  gewShalich  vW*ir<MftNttJMl«tt)4nWBliMlrf9 
C6^Dm,  Sinns, fapgenle,  RcMieMen  efMUrtfeh'-  ■;  '■■  '  -<•■>' 
:  &;  fOnf  seltener  Torkommeil^eT'ntitfdtlr ' wt«fit!|« 
Sproffsfunctionea  an;  nameDtltCn ;  '  ''  ",.,,'";" ^^'',,"  r  '"'"!  rT 
■«)  die  drei  umgekehrt«»  j«nM  drei  gawShutr^liML ymiw 
'1.  nisse,  al«!-'>'  .,i  ....>r.  t  i  -.■■i- ,, ,,')  ,„w  ,,i,,-^.,:,/^  ,.,^.j(I, 
'  dai^iaigak^hrtv  des  CooloiWv  geeuait>dU  Si^s'tiihi"  -i'il'  "' 

'■„■'     „         „■  Siim,    ■'■''„■   ';,*  few8'«vJit*i%?tii"i«''r 

:,■:.:   „  ;  ^« Ta%,4>.-.;::.;;;#ji8}ii^%:£ 

:  ^-i'   ■       r.    ■.»■■        -,.14  .,:  »Fi-.-. .,  .ö-y.i'TJ  '}],r,i-J-\->  sdrtlti» 
VA  '.die,  z^et,  Veth'Sl'blsse^  d'ei^V'^Ur^cMi^^ 
-""ihre  Banpt-   und  ffl  I  TVi   Jljl  T     i^  IT  Ji  i  "PlJPT 
':,,'". jfeMf'  genannt  de;'St'^;äJt;^r|pi^^^ 

•■'  '■■■■  ■■  !  ■d/fc-I^l^Siaisliw'ir^'BiisiidNwrt^vi  Ub.'.»«(w 


M- 'jiirr  ,fn  'M.iiii3 

'I     •■:.  ...  ,  i       .,1^  |„j^        .  -     ^  ^^    aifdMb  ii9<l 
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XXXV. 

Heber  tue  XoroWe. 

Nach  einigelt  AiifsUtzea  der  Herren  Bretuii  (De  Ohnmu); 

ierqucm,  Catalan  in  den  Nouvelles  Ajiiiales  de  Ma- 
Rhematiques.  Jouriiril  des  candidats  aux  ecolett  pulytech- 
näquc  et  normale,  reilige  par  MM.  Terquem  et  Gerouo. 
"    ■""     Paris.  1844.    frei  bearbeitet 


dem  Herausgober. 


ICl 


»er  Name  Toroide  scheint  vom  Breton  (Do  CliamiO  för 

se  eonst  (ifarigens  ihrer  Enthüllung  nach  schon  belcuante  Curve 

O.  S,  440.  eingeführt  worden,  und  von  dem  (Jehrauche,  nol- 

dteset  Curve  in  der  Baukunst  gemacht  wird,  eitdehrit  zu 

Nach    einer  Angabe   von   Tcrqüem  a.  a.  O.   S.  -\Si.    hoH 


'auchy   ia   den    Cnniptes    rendus 
^lences.    Ü.  serle.    f841     T.  XUI. 


l'Aci 


...  ..._     p,  106'2.   eint'  »nalytische 

Ffaeorie  geliefert  Ilaben,  die  mir  leider  bis  jetzt  noch  nicht  zu 
leijiclit  ^kommen  ist;  ich  habe  aber  Grand  2u  Termnthen.  dass 
ieser  Aufsatz  vnti  Canchy  nur  allgemeine  Andeutungen  enthält. 
I)  der  vorliegenden  kurzen  Abbandlung  «ill  ich  den  Ue^riff  der 
'oToide  angeben  und  «eigen,  wie  man  zu  ihrer  Gleichung  gelangen 
ann,  wo  es  »ich  herausstellen  wird,  dass  es  dabei  zuletzt  haupt- 
Schlicb  auf  eine  nicht  ganz  leichte  Elimination  einer  Grüsse  ans 
hvei  Gleichungen  ankommt,  welche  von  Catalan  a.  a.O.  S.553. 
ituf  eine  eleganfe  Weise  au.s7.u fähren  gelehrt  worden  ist,  weshalb 
M^i  die  ftlittheilun|;  dieses  Eljininationsverr^hrena  und  der  vi'illig 
--'irickclten  Gleicbling  der  Tofoidcj,  zu  welcher  dasselbe  fuhrt, 
den  Bauptzwecfe  {ueses  A>ir>>aizes  betrachte.  Vielleicbt  wird 
ircli  einem  der  geehrten  Iieser  des  Archivs  Veranlassung  ge- 
;n,  den  EigenecbafteD  der  Toroide  und  anderer  Cnrven  von 
icher  Entstehung  weiter  nachzuforschen. 
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Die  Gleichung  der  gegeit>enikif  EHi|pse  aei 

r 

5=   ] 
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a 


■■■-.'■■■.!' 

und  A:  sei  der  semeioschaftliche  Halbmesser  det  Kreise ,  wel<^  Ae 
man  sich  aus  allen  Punkten  ^r  Ellipse  als  Mittelpunkten  in  st^ar  tj. 
ger  Folge  beschrieben  dimklu-  ?^ 

f  

Fassen  wir  nun  irgend  einen  bestimmten  Punkt  der  ElUp^»e, 
di^s^  Coordinat^Q .  j^  .  ^1  jseib  mO|t^n  9  inVAuge,  so  baben -— '•' 
ni*b-l)  die  GlelcKiÄip' *^T    •''  ^  r  ''!. '  *'  ^ 

Die  Gleichung  des  aus  diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  d< 
Halbmesser  k  beschriebenen  Kreises  ist  aber 

3)  (a:-:ri)«  +  (y-yO*  =  Ab- 
sind nun  X,  ¥  die  Coordinaten  des  Punktes^  ^  in  welch < 

dieser  Kreis  von  der  Toroide  berührt  wirdj  den  wir  den  d^i^ 
Punkte  (oTi^i}  der  Ellipse  entsprechenden  Punkt  der  Toroide 
nennen  wollen ,  so  ist  zuvörderst  nach  3) : 

4)  (^-jri)«  +  (F-y,)«  =  *«; 

die  Bedingung  aber ,  dass  nach  der  Erklärung  unserer  Carve  der 
Kreis  una  die  Toroide  in  dem  Punkte  (XY)  eine  gemeinsch&l%* 
liehe  Berührende  haben  sollen,  fuhrt  uns  zu  den  fo^^vdfea  Gheir 
chungen. 

Die  Gleichung  des  durch  4eii  PHuki^^XY)  des  Kreises 
henden  Halbmessers  desselben  ist 

oder  auch 


6)  »— yi  =^p:::^(^-r^i)• 


'r  \  >: ..  •  ,,-^h' 


Also  ist,  da  die  fierübrände  des  Kreises  in 'dem  Punkte  {X*) 
auf  dem  diesem  Punkte  entsprechenden  Halbmesser  des  Kreigg^ 
senkrecht  steht,  nach  den  Pnncipien  der  analytischen  GeomiUli^ 
die  Gleichung  dieser  Berührenden : 

7)  y-r=i-^-|V-Jo. 

Die  Gleichunff  der  die  Toroide  in  dem  Punkte  {XY)  bertt^ 
renden   Gerades   tst  dagegen;  i||icht  den- Priwdfien  der  h&her^ 


Geometrie:  ,v.-,  -* 


'» 


ms 

id  da  nun   nach  dem  Obig^if  Üie  UeM^n  vorhergehenden  Glei- 
lungen  einer  und  derselben  Geraden  angehören  müssen ,  so  ist : 


j.    ,.■        ■    .  ...  ■<■ 


Betrachten  wir  jetzt,  wi^fs.o^eiibar  verstaK^]^  ist^.  alle  veräP' 
Brüchen  Grusseh  als  von  der  unabhängigenV^^len  \irx  ahh 
ig,  so  folgt  aus  der  Gleichung  4)  durch  Differentiation  nach  ar]  : 

10)    (^-.,)g  +  (F-^,)g 


,=  :X-aV  +  ( 


Weil  aber  nach  den  Principien  der  .Uiffertntialrechnung 

8F_ 8F  ajr      ■  ■ 

*',  80  ist  nach  9):  /    r 


><i  folglich 


^0  nach  10): 


0^  *  SoTi  '^"^yi ' 


i)<    • ■ .      ,1   » 


'W.  '.  .  •■'lii.     !'♦!>     .  •,    1,"     'i^<»    k\%\^   ll"(;  ■        •'    •■<     \'-».i 


Nun  ist  nach  2;: 


98». 

•  ^  '    •      '  ■  ■■■■.■■  •■,    ^    ^    '  ;;..    )  .  :■  -.     '•...     :  :     -^-k      ■  ;.    .    .  ■     ■      ,  » 

oder  V  . 

12)     ««;^Il£l  =  jailrm: 
..    3etzeD  wir  j«tzt 

13)  ,  ©  =?  a2^:;i5lL  =  i«Z="^, 

■  ■■„  •  ^j  '        :«i-'  ■ ' 

so  erhalten  wir: 

und  daher  nach  den  Gleichungen  2)  und  3): 


'   Bedient  man  sich  polarer  (JcM^rdinaten^  und  setzt  demzufoVi^ 

Xz=:rco8qf9    *y=:rsiny; 
so' werden  diese  beiden  Gleichungen  V"^'^*'  ^'^"    ''  V  -^J-. 

oder,  wenn  man  r^  eliminirt  und  in  der  dadurch  sich  ei^ebend^' 
Gleichung  A:*  (cos  9p*  4:  siii  g)*)'  für  k^  fetj^,^  <.  nac)^  ^inigen  leicht^* 
Reductionen:  ^i.vt^— *'./  I  I 

((o«  A«  —  e«)  (6H  ö)*  cos  y«  +  (6«  *« — Ö«)  (a« + «)«  sin  y«  =?,  #^ 

Eliminirt  man  a.us  ded  Heideti  CrleidiuingQii.  15)  die  Grösse  ^' 
so  erhält  man   die  gesucjite.  vc^I%  ent^ckd^  ^(^ 
roide  zwischen  den  Coordinaten'  X,  T/  ^        ^ 

Bevor  wir  die  .AJlsCuiffaii;  di^iser  JE%i^ 
zeigen ,  wollen  wi^  noch  Ajp^ftlgpetii4(9ii  Bciiiedkuhgen 


^ch  Catal»  ^   i 
Vorausschicke^'  | 

j 


'  Zu««t  nwchon  wir  dannf  an&nerksam^  daM<tiahtnt^at> 
üakte  (aHV,)  der  Ellipse  leiobt  dar  entepreefemde  Paukt  <^};) 
B^^l'crolde  tindeo  IKsst    A>w  (wr-^GUkhttng  12)  Mgt  lAnüclii 

■    ^^  ffl*  /  '■-■''■ 

Nun  ist  aber  nacb  4)!  *  -,;  *:  ;  /;■, 

180  ■    •    \.  '        ~ 

^1*  yi* 

ftr    ■         .      .  . 


od  fo^ich 


,»!■<.■., S:',r,;;, 


@^^<.x^,.«-* 


'raKrt  man  dies  in  die  ans  12)  sl^  Ä^eMpde  (vleicbnog 
ii^',  m  erbSlt  man  t>>t  ßezv^.m^  d^  ofi^  qi^.Q^tprn^^ldieD 


if  elnandcT 


F-^  ji  =  + 


•^a^nSTi^^^ ' 


nd  wir  habm  dahier  die  beiden  folgenilen  Gl  ei  c  bunten ,  in  denen 
ie  oben  und  uolteni  Zeichen  sich  auf  einander  beuchen  r 


■16W  M«;,'+l,'..'    '  ■■  ■■ 

idil  jill'ir'-'.diii..  ^  i)'j.'jnii>tvjii%(Ut«^)ijfr(|jqAi  d»<iir  itM  i>Mu:    ."■^:.^i■■■ 


Hieraus  ersieht  man,  Haeis  einem  jeden  Punkte  (j'iyi)  ile^ 
BIIi|ige  zivei  Punlite  (AK)  der  Turoide  entH|>re(;hen ,  oJer  vielmehr  — 
dass  e»  für  jede  Ktetige-  Folge  aiu>  den  Punkten  eiiter  Ellipsi^ 
als  Mittefpunklcn  lieechrieliener  Kreise  tederKeit  ztvei  TiHn(de^r= 
pebt,  Tias  auch  aus  dem  Beariffe  der  Ti>('oide  ohne  weitere  E^^ 
läuterung  unmittelbar  von  reihst  erhellet.  ■•'^'s 

Weil  nach  12)  H 


„■  =  g»a_.,) 


und  diese  Gleichung  hekauntlich   die   Gleichung  der  dem  Punk  -^c 
(fi^i)   der  Eltiiiüc   entisprechcnden  iNormiile  der^ellien  ist,   sa  k.s( 
klar,  Jass  alle  Punkte  der  beiden  Toroideii  auf  den  Normalen  tL^»- 
ihnen    entsprechenden    Punkte  der    Ellipse  liegen,    und   von  d^r 
Ellipse    die  constante  Entfernung  />  haben,    so  dase  aUn  die  T*«>^ 
rnide   zu  der  Klasse  von  Gurren  gehürt,  welche  wnhl  zuerst  vot^ 
Käsluer    curvae    aeqnidistantex   genannt   worden   sind  *). 
üehrigens  wird  Leihnitz'*)  zuerst  diese  Entstehung  einer  Curve 
erdacht  haben,  scheint  sich   aber,  wie  ich,    wenn   mir  auch  die 
Acta  Eruditorum  jetzt  {gerade  nicht  zur  Uatid  sind,    doch  ans 
einem  Aufsätze  von  Johann  BernoulH  (Opera  nmnia.    T.    I- 
p.  153.)  zu  schliessen  berechtigt  zu  sein  glaube,    der  Benennuni: 
carvae  parallelae    bedient  zu    haben.     Noch  gehürt  hierher 
eine  Abhandlung  von  v.  Prasse:    De  ellipseog    evoluta  et 
aequidistantibus    et  earum    evolutione.    Lipsiae.  179^ 
und  De  lineis  et  superficiebus  aeuuidistantihus.     Diä- 
sertatio  iuauguralis  Michaelis  Reiss.   Gottingae.   1826- 
Auch   findet  sich   eine   hierher  gehilrende  Untersuchung  über  die 
Parabel  in  dem  Lehrbuch  der  hiiheren  Geometrie  in  ana' 
lytischer   Darstellung   von   H.    W.    Brandes.     Theil  I- 
Leipzi^.  1822.    S.  230.,  wo  aber  die  Gleichung  der  betreffenden 
Cur\e    üicht  in    vrdlig  entirickelter  Gestalt  dargestellt  ist,    IndeW 
der  Verfasser  die  wirkliche  Ausführung  der  erforderlichen,  et»»* 
weitl.lußgen  ElimimitioD  unterlassen  hat. 

Die  Elimination  der  Grösse  0  aus  den  beiden  Gleichungen  1^) 
hat  nun  Catalan  auf  folgende  Art  auszuführen  gelehrt. 

Multiplicirt  man    jede  der  beiden  Gleichungen  mit  dem 
ducte  ('I *  +  ©)'(** +  6)*,  so  erhJilt  man: 


18) 


j  rt*  (AH  6)2  A-a  +  b^  (aH  »)'  F«  =      («H  ©)''(6«  +  «)», 

( ®« (/<■■» + &f  A»  +  0*  («« + «)» F«  =  k^a^ + ö)«  (A»+ ay 

Multiplicirt  mau  nun  die  erste  dieser  beiden  GIcichungei 


I 


@',    die  zweite  mit  a^,    zieht  dann   die  erste  Gleichung  von  A^ 
zweiten  ab ,  und  dividirt  hierauf  auf  beiden  Seilen  durch  (h*^97  • 


*)    ComniFnt.  Sui:.  Guttio);.    T.  \I, 
**}    Act«  Erud.  16&a.  -»»v.  pag.  0;i. 


MI 


i 


>>^  {  -MultMieirt  Mfln'idäg^Keto   dle^^^  inilUde  st^ 

'Nodmi  Gfe^chut^M  '^U  9>,  4ie  '«iv«ftto(i«tt  6^,  -adeht  dairn  ^e 
«ribte  Gleiehnn^  von  der*  zii'eiteii  ab-v«lnd  dlvidirt  Werauf  aaf  beiden 
Seiten  durch  ((ß^-t-B)^,  aö*^&MMt*ü^^V'-  .  '   •':  .    i.  ^.mm - 

20)    (a«— Ä«)eajP=— (62*2- e«) (««+©)«. 

Durch  Addition  der  GlbtciiiiB^eo' 1.9)  und  20)  ergiebt  sich.: 

äbief  nach  bekanntem  Sätitön ;  *   V    '   V  ^ ».    ^  ^  :  *  »        j 

ij^ch  -;■  '.  ;  :'.  y'j-.  ■.■■■■,'■:.  ;•/.  ■■■;-;■' :,^ 

:;  j  MüitipUciTt  man  die  «leicfaniig'  19)  ttit  i^,  dib  Gleicintag  20) 
.'änt  6^A  und  addirf  dann  die  bei<^  (Belebungen  zu  einander,  so 
*AH8lt  hifan':  •  '  !    *         " ''   '  '^^ 

.l*«lf-   !  -.Ans.  .'-.-.i}  .•; 

'■^     -    (;^4V6«).Ö*(a*A*-«»)  !    ; 

*   '  ~    (a«— 62)01 0(a«6«l-e«)+Jf2  e(^^^^^ 

folglich.)  ^       ■•  ,  ■■',,  ■;■■.-   j    ■    .....   ,    ', 


r-.l 


'  '    ''Ordnet  täAn  Me  Gleichungen  ^l)aria:'22)Mchdcfi|'l^ 
'.^on'  B,  80  erhält  map  di^ ' bdoeh  folgende^  Gleichtmgeti : '        ^' 

(203-(jra+F«-o«-6«-A-«)0a— a«6«A«Äe,    :.''v      ^ 
^    l03+(o2F2+6«Aa— a«Ä2-6«A2— a«62)e— 2aWÄ=0. 

Ellminirt  man  aus  diesen  'beiden 'Gletchutll^en  einmal  0^  und 
dann  a^b^k^,  so  erhält  man  /  weVm  dev'^KiMe  #«gto 


gesetzt  wird,  die  beiden  folg«aden  Gleichungen:     . 

Behandeli  .man  diatiK  AeideikGlticbuiisen  »iif  Sfanli^  AiL 
^^^i^ÄSlÄ  8l«A'«re  b^%iSIei«iKii%»n :  ^  ?^  ^T'T    .* 


i.i«/l 


und  wenn  man   nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  8  eliminirt, 
so  erhält  man:  '      ».        i,      '?ii 

27)    (2«Ä~9C)«--4(2<^+3J?)(jB«+3iiC)  =  0. 
Dttbef  ist  di^  GieidMa;  der  Toroijde : 


<..''-i.  1.'-.    •;•....  ;       "^  •     ■•  J  '  ,     y       i*.»|; 


.  Die  /lyeitere,  Efitvrick^(ii|^,.4m^ 
Lasern ^  werde  aber  ii»  fieUeicbi  piii;.:(ugeneräen  Ke^ultate  gar» 


in  dem  Archive  mittheilen. 


...  \  ■ 


) 


AM 


V^       ?\       «?-.  .  .  ^^.^  ..  -.V«.  ...-   ^ 

•       •  •  :     ." 
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.-.  W  '.W    '«n'_,,j^^ 


Bemerkiingren  zu  den  im  ArchlT  Tbl. 
^.  Heft  2.  -p:  ti^,^M^^..  ifm  tteirrn 
Dr.    mens  er   aufseeteUten   Theo- 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  iun  C}y^^la•i^^n  aa  Straltund. 


■  n  ■  M 


»    •  <      ,      » 


»in   ';u  i"  •■     .  ■^,..  .-.■    ;i! : !    /.'■■;      "         .t  *. 


In  Ermapgelviog  ein^r  allffemeioeD  Summationsinethode,  d.  h. 
^iner  solchen ;  die  steh  auf  alle  Reihen  ohne  Ausnahme  erstreckt, 
st  es  $nimer  l£m  beiätciDf  M/^thodeii  2ar  Slinnniropjl  iii.6^tich6t 
|4{lgeinerner  Reihen  aufznsacben')  damit  mmi  ^uf  d^e  eigentlichjen 
^ueÜep  aufmerksam  werde,  von  welchen  die  zahllosen  Kesultate 
1er  Sttmmirung  vereinzelt  dastehelider  Reihen,^  mit  deheli^'  die 
^iialysis  überschwemmt  Ist,  Ihren  gemeinsameD  Ursprung,  haben. 
So  z.  B.   fiel  mir,   als  ich  einen  oberflftchiichen  Blick  auf  die  In 


**  235 — 45.  für  die  allgemeinen  Reihen 

(ci)  ^  /o  —  «1  yi  +  Wa  72  —  etc.  +  (— l)«yn , 
W    Yo  +  »1  Yi  +  n^Yt  +  etc.  +  y« 

^  Anwendung  gebracht  habe.  Dte  Grössen  y  sind  wlllktihrlich, 
tid  n  Ist  eine  positive  c^anze  Zahl.  Alle  unter  diesen  Klassen 
^griffenen  endlichen  Reinen ,  sind  durch  einen  einfachen  Ausdruck 
^mmlrbar,  wenn  ein  solcher  fär  die.  itte  Differenz,  oder  für  die 
te  Summe  angegeben  werden  kann  *),    Auf  diese  Welse  habe 


*)  Zieht  man  von  jedem  Giiede  d6r  Grundreihe  y^^  Yi^  ^a«  •••yn  das 
^chtt  folgende  ab,  nennt  die  dadurch  entstehende  Reihe  von  Gliedern 
^te  Diff erensetireihe  ^  verfiblrt  mit  dieser  ebenso ,  u.  s.  f. ,  so  wird ,  wie 
*^tnnt,  das  erste  Glied  der  liten  DiXferentenreihe  (das  ieh  nte  DilÜBrenz 
(«nannt  habe)  durch  den  Ausdruck  (ß)  dargestellt.  Addirt  man  zu  jedem 
■liede  'das  nächste,  oder  bildet  Sumraenreihen ,  so^stellt  der  Ausdruck  {ö) 
^M  erste  Glied  der  nten  Sümmtorelhe  (die  itle  Suttime)  daf. 


f; 


004 


ich  a.  ff.  Q.v)>e||fVifte  Re^t«^^  efv^fsen,  m^.ll^ 
über  d«  Oröefeeoftife  i,  A-i^M^m^^P^^^^ 

'^  ^tl^  nüD^zuersUU  iS^ze  Ifc  W  lÄ;4»Wll{;~  sind  beide 
in  der  aligemeinerni  Gleiabtt|lg<»Q^(f')  =^1  Tfä^M^i-^ip  beliebige 
Grösse,  gesetzt)       j  i\:^^?g[X^(l^,^),::^:^A:  r   -^'^''^^  ^ 

-     Vit  i_       '  *  X       1  \—  ^  •  ^^  •  "^  •  •  •  ^^ 


enllialleD.,  wo  ;^W  t«t.  n>iii|f  Ji^kr^fibt  l^iM: 

dass  diese  Gleicnaiif^^WtW  Tbiinrem  1).  siebt  fSr  X=2,  p=nLda8 
Tbeorem  IIl.  für  ;i  =  2,9i==^p>fl^(un letzteren.  Falle,  sind  einige 
Transformationen  nothig  v\die<^iÜr  bier  übergeben  tfkanätf<>  Maii  er- 


-  —     ■■•■^  ■ — ♦,  eic« 


/    >         f(p)'  f(p-^)'  £(P-^' 

■     i  ■  ^l.i-t,l.« 

und  die  nie  Differenz  bildet.    Denn  da  allgemein  f(p) — fip-^lf) 


Jfl 


T) 


l^lti 


_.»     ,,.  f—  r^ft* 


SS 


•O'j'lf  i  '.     *   '    ^^•^  ^'''^' "  *^tlV  S*. '^\'"'''  ''^*''^*"    ^'»^'^^^    ^»^-^^   )]i>djfl9 

»eye)  =  <'-^^o^).y(y,.ii)-.;A)^^y,!ü^)''  ''■'^  -'  «  -^ -«• 

•       '.  •  •       '   ■         ■' ■"     f    "iT'-)i>'rf;T»Y    »<i;'')'»    (li    lud 
Der  Satz  V.  kann  auf  folgende  Form >ge4»ricii^>n^nliMh')li9i" 

o     1     2_    .2.4  2I4.8  '    ..  '     J      2.4.6... 2mi     _     1 

•      '  ~ 3  "*'  +375 "^"OT?"^  +•  ■  •  ±  3.5.7... (2m+n  -ra' 


«).  J  2.4.6...2m  _  _        2.4.6...(2m-^2)      ;       ^ g  (-1)» .U^L. 

Man  bat  nun  i^^fi||h[^,^er  i^,^^^ 

ov  111/  linifT 


i^ 


ms 


AV   > r^4  6l(2m~-2)     2.4.6.. . (2m— 4)n| _ ^  2.4.6...(ai»w^)> 

f  •   /r  ,      L'^-W-rO*l),    3.5,7...(;2m—I)J""    3.5,7... (2ir^4-l)' 

a  W-  ^L3.5.7...(2m+l)""ä.5.7...(2»ir^J ~  ^-^  "^  ■         '•"-' 

.      ^  ^  2.4.6... (2w— 6)    ' 


u.  s.  w. 


3.    /^(wi)  -m  Am-1)  +  «i/(m-2)  - . ,.  ±  Am-«) 

. _!.  r_jv„^   -  2. 4. 6... (2m — 2«) 


(2R-f  1)  (2ii+3;)...(2m+l)  • 

Diese  Gleichung  enthält  den  SatWY.  idid  i^eefeHenPall,  äcfiin 
für  n=:zm,  wobei  aer  Zähler  2 .4. 6... (2m — in),  wie  man  über- 
sehen wird,  der  Einheit  gleich  zu  setzen ,  resaltijrt  die  Relation  2^). 

Die  beiden  noeattti'r^el» '  Theoreme  L  lind  IV.  haben  eine 
andere  Quelle.    Mit  Rücksicht  auf  das  letsstere  is^  das  allgemeine 

Glied  -^  (n— Jii^^'\(Tr^  >  upd  die  Snmme  der  fteihe 

n— ^9  «— wt 

ist  f^^jHj^-jT^j^^^  Die    aufj^tellte   Gleichung 

enthält  also  weiter  nichts  als  deQ  bekannten  Satz  von  dea  Bino- 
mialcoefficienten : 

(n— l)m  +  («— 2),„-i  7|- (5j4^^  -f.  (n-.|»i-l)^  SET  n« 

nur    in   etwas    veränderter  Form,    und  dieser  Satz   ist  nur  eine 
Wiederhohra^^döt^f^tapei'.tv/t  .»bv^ji*-»  ir---  .-«..».J     v    ,         ,.  . 

Das  Tn^oreni  1.  endlich  nimmt,  wenn  man  mit  dem  ersten 
Factor  auf  der  Linken  der  zweiten  multiplicirt,  und  Biuomial- 
coefficienten  einführt,  die  Gestalt  an: 

^'^  ^  L(m+r)r_2  ^  (m-f^-l)yHi  ^  (n<+r-2);i;^^^-~^^S+2roJ 

,  1.2.3...(r— 1) 
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um 


oder 


w+1   *|^-2 


1 


w+2*jt=^    (m+r— Ä;V-*-» 


1.2.3..,(r— 1) 

(m+2)(m+3)...(m+r)' 


Diese  Formel  ist  keine  andet«  als  diejenige»  welche  ich  in 
einer  andern  Abhandlitfd|ddV  QlP^il^^li|f'  Journals :  U  e  b  e  r  die 
BernouUische  Metnoae  s  um  tnifttfre  Reihen  zu  finden/' 
(Band  31.  p.  253-58.   Formel  21.)  aufgestellt  habe,  und  welche 


Setzt  man  nämlich  hier  »5=wi+2,  m=zr—k  —  2,  :n=r~-% 
so  kommt 


iUfsh'  «vr4 


t=r-a  (m+r—  *)i»t*        JW+lL  (»I+T)m+iJ' 

'  /  .     .  . 

% 

und  diese   R^ation    stimmt  mit  4.  überein»,  da  (m+r — k)mi^  = 
(w+r— ^)r_jfc-2.  «nd  (w«-H*)m+i  =  (m+r)r-i  ist. 

Uebrigens  hafo^  ich  die  Formel  21.  aus  der  viel  allgemeinerD 
20. ' erhalten ;  Dämlich^^i'«^^  »-»•>*.«  ii.c»--"jaH  ^^h -drict  ju^n  j^/:- i 


,.i,C    }'1V:.\:\ 


,';    ni 


/»•!<'?. M     :).i;uUiK      'Ifli'»     iiout.      if.^iS     i''h 


i,- 


i'-'      '  \ 


^    ^^■•:-!^ 


'l'^^'  —  r  i     .^-     ,rr'     ■.,.!■*.■  -ift  wf      ^..i-j    \u,\\    jj'iHii/>/i     'ii //       IJliJjJlt 


^«1  :'     ■;•.■• 


'^  I 


(.        V      I 


-I-  (•■  '\   f    (^;JV\|    {>.0y\   .:-    ii..AU<.        ,\i 


,i!-i,'.    '■;?'r    :  >■■'  i:f»:;fr/l      ;^'tMi>*      "»J'^lMl-i}     hf/tvji/-.:     'il:}12ir'\'.tii\r,     St    D**' 


•  •  •  ! 
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BVeitere    KrSrterungren  analytiselier 

jlegreastände.     'Fei'sacli  einer    grene- 

isclien   Crklärn^  der  analytlsclien 

Beilie. 

Von  dem 

.   Heirrn  Dr.  Barfuss  zu  Weimar. 


\ 


6.  1. 

Fragt  man  nach  der  Summe  einer  Reibe 

v^elefher  jede«  Glied  al«  eiüe^l^i  Function  des  Stellenzeigers  n 
»d  einer  T^ltkührMcb^h  Of^mt  x  zu  denken  ist,  so  verlangt  man 
»kanntlich  einen,  der  Summe  aller  Glieder  gleichen  Ausdruck, 
iY  zwar  auch  eine  Summe  mehrerer  Glieder  sein  kann,  in  wel- 
kem aber  die  Anzahl  der  Glieder  sich  '  gleich  bleibt ,  weiches 
i'ch  der  Stellenzeiger  n  des  letzten  Gliedes  in  der  Reibe  1.  sein 
«tff.  Wir  kennen  nur  eine  Reihe,  welche  sich  in  Folge  unserer 
'iinmetischen  Theorien  unmittelbar  summiren  lässt,  nämlich  die 
umme  ffleicher  Glieder  a-)-a-|-a-f*  •  ?  ^^i*  weiche  wir  na  schrei- 
^D.  Jede  andere  Reihe  inttsi^  also  auf  diese  zurückgeführt  wer- 
^n  können,  wenn  wir  nur  noch  dazu  bemerken,  dass  a  auch  0 
^in  kann ;  ausserdem  wäre  die  Summati on  gar  nicht  ausführbar. 
iB  ersieht  sich  hieraus  leicht  der  Grundgedanke  für  alle  Reihen- 
^xuimirung;  man  muss  mit  der  Gleichung: 

legend  eine  Rechnung  anstellen,  wodurch  sich  die  Reihe  auf  eine, 
^OQ  n  abhängige  Anzahl  gleicher  Glieder  reducirt,  sei  es  auch, 
lass  ausserdem  noch  einige  andere  Glieder,  deren  Anzahl  durch 
t  nicht  bedingt  ist,  stehen  bleiben.  Man  erhält  dadurch  eine 
arleichuns  für  £(n,x),  aus  welcher  dieses  in  der  verlangten  Form 
lervorgent.  Dabei  machen  wir  den  wesentlichen  Unterschied ,  ob 
nan    nach  der   Reduction    eine^  Reihe    a  +  a+a  +  ., ,  erhält,    in  j 

reicher  a=  einer  bestimmten  Grosse  ist,  oder  ob  a=:0  gefunden  1 

25  • 


ische  neitol, 
lenuen.    Die 

i 


wird.  So  wie  man  Reilien  der  ersten  Art  a 
sn  will  ich  die  der  anderen  Art  ^eame 
einfnclie  arithmetische  lieihc 

und  die  geometrische 

I  f  .rfi'  +  .  ■    +.» 
geben  das  BciAiiIci. 

}.  -2. 

Welchen  Weg  man  einschlagen  miiss,  nm  die  Summe  einer 
Reihe  zn  finden,  hüngt  lediglii^h  vom  Rildurigsgesetz  ihrer  Glieder 
ah,  aher  sn  nie  dieses  Bildungagesetz  in  vielerlei  Formen,  die 
alle  analytisch  ^deichgeltend  sind ,  ausgesprochea  werden  lann, 
so  lässt  sich  anch  die  Sammirung  auf  mancherlei  Weise  gestillten. 
Bei  der  geometrischen  Reihe  llisst  die  Rednctioa  etwas  am  An- 
fange stehen ,  wus  eine  vom  iStellenzeiger  n  des  letzten  Gliedes 
unabh)in^ie;e  Grösse  ist  und  in  maacfaen  Fällen  auch  ü  sein  kaiin, 
dann  verschwinden  sämmtlicbe  Glieder  bis  zor  Stelle  n  —  n,  wo- 
bei fi  bei  alten  Werthen  von  n  constant  bleibt,  und  nun  behäH 
man  noch  einige  von  n  abhängige  Glieder,  die  sieh  also  Jindeni, 
wentf  n  vereicniedene  Werthe  annimmt.  Die  Anzahl  derselben 
bleibt  sich  entneder  bei  jedem  Wetthe  von  n  gleich,  und  dann 
ist  das  Summirungageschäft  vollständig  gelungen,  oder  aber  es 
ist  ihre  Anzahl  mit  w  veränderlich,  und  dann  ist  die  Snmme  in 
der  oben  geforderten  Weise  nicht  gefunden,  vielmehr  i«t  die  be- 
absichtigte Summalion  nur  auf  eine  andere,  vielleicht  noch  ver- 
wickeitere zurückgefiihrt.  Bezeichnet  man  die  mit  der  Reihe  an- 
gestellte Rechnung  mit  F,  so  ist  die  durch  F.  2(n,ic)  darge^ellte 
GrCsse  nur  in  so  lern  von  n  abhängig,  uU  21(n,x)  davon  abhängt 

Damit  man  die  Glieder,  welche  hei  der  Reduction  am  Anfange 
und  am  Ende  der  Reihe  noch  stehen  bleiben,  gehitris  von  einan- 
der sichten  kCnne ,  sagt  man,,  die  Glieder  am  Ende  seien 
diejenigen,  welche  dadurch  in  die  Rechnung  kommen, 
dass  mandieReihe  tu  it  demGliede/Cn,:!:)  abbrich  t.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Reihe  ins  Unbestimmte  fortgesetzt,  so  ver- 
liert man  bei  der  Reduction  die  Endglieder  und  man  findet  ,1! 
Anfangsglieder  ohne  Zweideutigkeit.  Aller  klarer  noch  i^lrn  't 
Ausdruck,  wenn  man  dje  Reihe 

III.     Z(n,v.j:)  =  r^f((i,x)-^v^f{\.J^)  +  r-'n%x)^..,fr^f(n.;^ 

zu  Grunde  legt,  aus  welcher  die  '. 
Hier  haben  ifie  Glieder  am  Ende 
die  Rechnung  giebt  überhaupt  ein 


I  II.  entsteht,  wenn  »  =  I  v 
wenigstens  den  Factor  »»— /• 
n  Ausdruck  von  äej  Form:| 

«*  +  ....  +  dti? 


»  +  ßif^'*+»+  C«»-^»+., 


389 

Dabei  sind  ahc.d  Functionen  vonid?,i nicht  von  » 
ABC...  aber  sind  Functionen  toq  n  nod  x.  Die  Zahl  di 
der  in  der  Reihe  r  -f  im  +  rc*  +■  --+  f?»^  i»t  UDverHuderljch  bei 
jedem  Werthe  von  n,  und  eben  dieses  gilt  oft  auch  von  der  Reihe 
^ü"-''+  Ä«^/'^l  +  ...,  aber  in  vieleh  FfiHfen  wächst  hier  auch 
die  Ä^nzahl  der  Glieder  mit  n,  obschon  sie  immer  endlich  ist. 
Immer  ist  ^  eine  unveränderliche  ganze  Zahl  und  man  könnte  die 
Rechnung  in  allen  Fällen  so  gestalten,  dasd  man  ft  =  — 1  hätte. 

Dass  man  an  die  Stelle  der  Reihe 


-)+....  +  /-(n,:r) 


die  allgemeiaete 

m  X)  +  vn\,x)  +  ^Y(2,  a:)  + . . . .  +  v-f(», X) 

setzen  kann,    ergiebt  sich  daraus,    daas  jene  aus  dieser  hervor- 

Seht,  wenn  v=\  genommen  wird.  Man  wird  leicht  gewahr,  dass 
aft  für  die  Reihe  II.  angegebene  Summations verfahren  von  aller 
.Uobestimmtheit  befreit  wird,  wenn  man  es  dem  Gesetz  der  Reihe 
III.,  welches  ich  das  Gesetz  der  geometrischen  Reihe 
nennen  will,  unterordnet,  ja  es  ist  ohne  Weiteres  klar,  Aa&s, 
TTäin  die  erstere  in  der  bezeichneten  Weise  bildsam  ist,  es  auch 
die  letztere  sein  mtiss.  Die  Pdichtaehtung  dieser  Bemerkung  ist 
fcr  Grund  aller  Schwierigkeiten  in  der  Reihenlehre  genesen ;  man 
verlor  die  syntaktische  Bedeutung  des  ganzen  Reductionsverrah- 
lEus  und  glatibte  sich  nnr  dann  zu  eincni  Schlüsse  berechtigt, 
wenn  das ,  was  man  den  Rest  nennt,  für  unendlich  grosse  Stelleu- 
teigei  verschwindet 


S.  3. 

Wir  lassen  nun  die  säromtlichen  Glieder  weg,  welche  bei  der 
Reduction  am  Ende  der  Reihe  stehen  bleil>en ,  also  die  Glieder, 
die  eben  daher  stammen,  dasa  man  die  Reihe  bei  einem  GJiede 
ajbbricht,  odei  die  Glieder,  die  in  dem  Ausdrucke  in  IV.  den 
JP^cLor  v'^f-  haben.  Wir  erbalten  dadurch  die  allerdings  unrich- 
tige Gleichung: 

\  F.  Z(n,B,x)  =  a  +  Ä«-l-cr2 +....  + ^«3, 

^od  finden  hieraus  statt  des  wahren  2:bi,v,x)  eine  blosse  Function 
von  V  und  x,  die  wir  die  Summe  der  unendlichen,  d.  h. 
der  ohne  letztes  Glied  sedachten  Reihe  f{Q,x)^vf(\,x) 

-^v^((:i,x)-\- nennen.     Bezeichnen    wir    sie  mit  ip{o,x),    so 

jHihreiben  wir  dann :    ' 

;:     '  V.  ip{z,x)  =  f{o,x)-\-i'ai,x)^v''f(,%x)-v.... 

und  ea  ist  klar,  dass  diese  Gleichung  immer  unrichtig  sein  muss, 
wenn  man  die  Reihe  bei  einem  Gllede  abbricht,  mag  sie  nun  der 
Function  tp{v,x)  sich  ohne  Ende  nähern  oder  nicht.  Man  darf 
dabei  diesen  Änsdruck  auch  nicht  so  verstebeo,  als  ob 


für  »i=x  sei,  vidiiichr  folfrt  auch  jenseits  des  Glied«»  »*/(as'j 
noch  ilie  enilluse  Reihe  f": +'/'(aD  4  I,^) +  ... .  Üicds  mocs  inwi' ' 
fvohl  1ieriR'l<äichtii;ej],  wenn  niaii  bei  dem  licbraucbe  der  nn«i>d- 
liehen  It^ihen  nicdt  aof  ividerBinnlge  llesultate  gelangen  will. 

Der  Ausdnick;  „Sumine  einer  iineiidlich«ii  Reihe"  hat 
iin  sich  lieiiiefi  iiinQ.  lieim  iimo  kann  immer  nur  eine  endltclie  An- 
zahl von  Glietlern  zusammenzählen.  Man  oiuse  ihm  er«t  eine  Be- 
ileutuij^  heileren,  Diul  so  nie  nun  die  neuere  Arialysifi  in  ihrer 
Einäeiti^keit  hi«rrür  die  AnnäJaerungsKremc^  heHtiiU^t,  so  hat  die 
iiltere  aus  ungemeineren  Rücksichten  diejeniKe  Fnniiel  genählt,  die 
ich  ehen  erkllirt  habe.  Hier  bezieht  sich  nitmliuh  diu  Unendlich- 
keit der  Reihe  aar  nicht  auf  eine  unendliche  Menge  von  Gliedern, 
sondern  lediglich  auf  die  analytimclie  BehatidJunssiveise,  ivelclie 
unler  iUliienieirieren  Bediuguügen  mfigllch  ist,  al^  unter  denen  Act 
Convergenz. 


S--1.  ■,,::,;■■•..:;.;;■ 

Diese  80   bestimmte  Numme   der   unendlichen  K«ilie  fanli'anii 
zwei    sehr    merkwürdige    Eigen  sc  hu  Reo.     Einnuti    nämlich   ist  sie 
denselben  analytischen  Bedingungen  unternorreri ,  denen  die  Iteilie 
unterliegt,   wenn   diese   ohne  letztes  Glied  gedacht  und  nach  dem 
Gesetz  behandelt  wird,  welches  ich  In  g.  2.  annjestellt  habe.  Wir 
sagen    dafiir,    die    »ummenformel    habe    mit    der    Rtnihe 
gleiche  syntaktisch  e  EigenschafteD.    In  V.  nämlich  hat  die 
Function    tp(c,a:)  die  Eigenschaft,   dass  « +/(*  4  er' +  ...  +  rf»^ 
durch    die  4£ecbnung    F.<plr,j:)   herauskommt,     aber  eben    dieiic 
Eigenschaft  hat  auch  die  Reihe /■(0,a^)  +  r/'(l.a:)+»i'/(3,A)+...... 

wenn   in   ihr  kein  Glied   als   das   letxte  gedacht  wird.     Wem  die 
Unendlichkeit  der   Reihe  Schwierigkeiten  macht,   der  kann  diese 
Redensart  auch  ganz  vermeiden,  wenn  er  dafür  ^K)n  Ausdruck  der 
Dimension  sulkstitiiirt.     Ein  Glied  von  der  Dimension  wi  hat  die 
Form  Mr"",   wo  M  nicht  weiter  von  c  abhüiigt.    DatBAth  hat'  die 
Reibe  /fO,j,)  +  i/(l,a:) -1- c''/i;'^.3-)  +  ....    bis  auf  GHetfer  von  de- 

liebiger  Dimension  mit  der  Function  gi(e,.T)  gIe?cHe  fiynfaktisehe 
Eigenschaften,  nSmIich  bis  anf  Glieder  von  der  IHttfefrslon  w-^fi,' 
wenn  die  Reihe  mit  dem  Gliede  »»ter  Dimension  abgebrochen  wird. 
So  ist  denn  zii^eich  klar,  dass  die  Sltere  Theorie  mit  miendlichea 
Reihen  eigentlich  gar  nichts  za  schaffen  hat. 

Aus  4er  Identität  der  Sumtne  uud  der  Reihe  hinsiclitlich  ihrer 
syntaiftischeu  Eigenschaften  entspringt  der  sehr  sllneincine  Kei- 
hencalcui  i4eE  <  alteren  Analysis,  raelcber  nur  deui  Gesetz  nnti;r- 
worfen  ist,  dasn  du,  wo  man  mit  deii  Reihen  rachuet,  dieGHeder 
gleicher  Dimension  vollr^tändig,  lieisannnen  stehen  und  dass  nur 
solche  Gfied^  weggelassen  werden,  welche  hei  bSllebiger'Forl- 
filhruu£r  der  Reihen  zii 'l)eliebigen  Dimensionen  itnfsteiffen  kfinti^ii. 
Auf  solche  Weis*  finden'  sich  ^inerteits  ihdüdhe,  d:  h.  vom  IH- 
m^slnüsKeicheH  imähhllbsi^"  Forrh'en',  atidlftr'prseUs  irriendlitln- 
Reihen  mit  gleichen  sjrifa'fctischeii  F-igensrhaTlen,  also  lin^ndürlii' 
Reihen    mit  ihren  Summen  in  tleiA  «yblSttten  Sinne. 
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l>ai!eg;eü  wt,  uns  die  FuDctiQii  if>(p,x)  pft  zuerst  Regehwi  und 
,wir  sollen  6i«  in  eine  Reihe  enf wickeln.  Diese  Entvvii'lieiiing 
gestbieht  inutier  nur  unter  der  Itteilingut)^,  dass  die  Reihe  mit 
ihrer  erzeugeudeii  KuNction  q){r,jr)  die.^ntaktischrn  Eittengcl^»!"- 
ten  th^ile,  uud  hieräusü  ist  llar,  ,  JUss  iTnhvickcIn  und  Sunimir^ri 
Bniche  Upcratiuucn  sind,  deren  eine  das  Unigeltehrfc  der  anderw 
Est.  Üer  Entnirkelun:.'  dient  vorzüglich  die  Methode  der  un- 
bestimmte ii  Coeflicienten,  mit  Hiiire  derer  man  auf-  die 
leicbteste  Weise  lindel ,  wie  die  Glieder  der  Reihe  FuBC- 
tionen  ihres  Stelle  neeigers  sind.  t)ie  Bestimmung  s(^^ 
Schicht  ehea  nach  den  svntuli tischen  Ei««n(>e h alten ,  d«neD  diR' 
Reihe  zufolge  der  ihr  schön  gesetzte«  Summe  genfi^en  mnss. 


§.  5. 

Doch  das  Alles  elebi  den  unendlichen  Reihen  nur  syntaktische 
Bedeutung:  ihre  arithmetische  Bedeutung  und  somit  ihren  prakti- 
jBchen  Werth   erhalten    sie   durch  den  Satz,   dass    die   Summe 

Kder  Reihe  zugleich  ihre  Annäfierungsgrenze  ist,  wenn 
jie  eine  solche  hat. 

Setzen  wir  numlich  dei  Kürze  halber  in  dem  Ausdrucke  IV. : 


lie'Ndben  wir 


Jt>»*/'+ßr"-'*+'  +  ...=  t/n; 


■  I    /ft.lE(Hm±)  =  ^-».. 


und  wenn  ^tir'datKl  die  RetJinuns,  durch  ivckhe  F.X{ii,e, 
iw  E(ii,-vtir)  veTwandv4t.  durch  fp  bezeichne»,  so  ist 


Vi.     2:(a,v,x)  ^ 


'I   fern  von  »  abhiit 


;ig  i(j(.   aU  i 


Wabei    die  Uechnuna    0  nu  „„,._, 

j/n  davon  ahhünet.  riiiherf  sieb  uuu  S(n,v,a:)  hei  wachsendem  < 
ll'«ineT  festen  dreiize,  so  wird  sich  natürlich  *.(,y— ^j  dersel;' 
b^  Grenze  nilhera>  und  um  diese. Grenze  zu  erhalten,  wird  man 
'MW' ,  $  -~)f>i  allea  das  weglassen  müssen ,  ivas  den  Ausdruck 
•-(j-fr^)  ven  »  ahhüoi^ig  niachl,  detin  die  Anuäherungsgrenze 
1«t  eben  vnn  »  unabhängig.  DaJhor  muss  man  das  gnnze  ^*  weg;. 
la&Ren.  denn  ivas  davon  stehen  Ideiben  dürlle,  niiisste  doch  vnn 
»'Una'^hün^S:  sein,     und    es   würde    somit    nu«   dem  Ausdrucke 

yi=±-Ai)*--/''^Be'^M'-t- in  welcbem  A,B...  voii  e  ni«ht. 

abhHnf^en,   eine  Von  n  unalihUni^ige    Gr«">ssc   sich  soDdern,    was* 
^4r  wegen  des  Factnra  f*-'*  unmöglich  ist. 

Diess    scheint    mir    die,    der    alten  Anaiysis    eigen thütniicjie 

^hlussH'eise  zu  sein,  und  wenn  man  auch  eine  jfcnauerc  ZerjJElie- 

Aening  der  Gedanken    hier   wünschen  mag,  so  bleibt  die  Saclie 

d^ah  Tollkommen  richtig  und  liegt  so  nahe,  dass  die  älteren  Ana- 

Ißtffi'j    wie   CS    scheint,    gar  nicht  an  eine   weitere   AusliQlirung  , 

Ihnen  ^(flHi4ftJ(^,;^,efg^fpi,;,,.„ ,.  ,^,„,,  „,,,    ,,,„,,;_, 


dass  diejedige  Formel,  tvelchc  die  A'>n4'>B"">i:^' 
'  _  '  Rrepee  der  Reihe  vorstellt,  mit  der  Reihefileichi: 
^'j  '  syntaktUelie  Eigeuschalten  babe, 
tvie  ein  Axiom  fent ,  und  dl«ss  mvm  man  lie'i  Aef  Beartheiliiii(! 
der  iilteren  Theorie  ivohl  im  Ao^e 'habeu ,  Meim  man  über  i lue 
Methoden  ein  rlclifees  Urtbeil  HOleD  will. 

Obi^e  Art  za  schliessen  ist  auch  in  der  Tliat  so  oberflüclilicli 
nicht,  als  sie  beim  crKt*n  Anblick  scheinen  mag.    Wenn  der  Aus- 
druck ö'.(y — jfn)  mit  wachsendem  n  eich  einer  lieslinimten  Grenr^ 
nähert,   bo   i»t  er  eben  mit  n  veränderlich,  abtr  nur  in  so  (en^ 
bU  1/n  von  n  abhSnich  und  man  kann  seine  Anniihchina;sgTenxeDUS^ 
dadurch  whalten,   dass  man  aus  jf — yn  Jas  mit  n  Veriinderlieh^^ 
treiflüstat.     Daher   ist  dieselbe  entweder '^.y  oder  3>. (*/+:),  wo  ^^ä 
nur  eine  Function    von  v  und  x  sein  kann.     Diese»  i  nilfsste  btcF^ 
nun   als  ein   analytischer  ßestandtheil  von  i/n    nachueiHea  lassen 
denn   die  dlrenze,  \vph;her  sich    0-(y — jn)  ohne  Ende  ntifaert,  i»- -^ 
j»  durch    die  Natur  flieses  Ausdrucks   bediD<;t  und  rausa  aus  dem- 
selben bestimmbar  sein-     Wenn  sich  aber  aus 

das  Glied  z  nach  irgend  irelcheu  analytischen BedmgungeD.RlM 
jlert,  80  rauss  aus  A+Be  +  Cffl+....  eIn'Glied  — ^^— -8l<!h''i 

#  .t  X  T  T  p„_„  ,   |. 

scheiden   lassen,  und    da  A  von  v  nicht  abhängt,    so  bXtfe'il 
das  Glied  ^—  in  Bv  +  Cv'-i-  ....  zn  suchen.    Aus  B  +  Cb4^M 

niilsste  sich  also  ein  Glied  von  der  Form -^^^^üTT '^'*^'""'^' 
und  da  B  von  c  nicht  abhän;Tt,  so  hätte  man  dieses  Glied  1 , 
f'y-)-...  zu  suchen.  I&dem  man  aber  eo  fortMchliesst,  findet  man- 
duss  das  Glied  i  in  ya  nirgends  gelunden  wird,  dass  also  *.ydr* 
^Vifnäheruiigsgrcnze  von  0.(_y—yn)  Ist. 


, ,  §.6. 

Hiermit  habe  leb  die  nesenl liebsten  Momente  der  älteicB 
T^<K>rle  der  Reihen  dargelegt,  so  ivie  leb  sie  aus  der  LeclQtt 
verschiedener  Werke  geschupft  habe.  Dabei  habe  loh  Sor^  jl^ 
tragen,  so  viel  als  möglich  Alles  zu  vermeiden,  nas  Ich  vielleicht 
als  mein  Eigenlhum  in  Anspruch  nehmen  durfte,  um  deni  Leser 
mit  möglichster  Treue  das  vorzuführen ,  ivas  sich  aus  den  Quellen 
schöpfen  lässt.  Statt  der  Reihe  II.  \vählteich  die  allgemeinere i" 
IIK,  well  die  lettctere  in  der  That  für  alle  Rechnungen  mit  Reihcp 
dus  altccemeine  Formular  ist .  ich  »ill  i())er  damit  nicht  sagen .  h^ 
die  Theorie  nicht  auf  die  blosse  Form  In  U,  gegründet  iverffi' 
könne. 

Es  scheint  mir  allcrdinsrs  ein  Mangel  der  älteren  Theorie  ju 
sein,  dass  sie  ihren  Hauptsatz  nicht  !>ehüng  begründet  bat,  j^ 
dass  man^denselben  aus  den  meisten  Werken  erst  herausklau 'x" 
BUlss.     Pieset  Haupt»&l»i  heisfit«  '    '. 


A 


oittletPnrinel  j  neklie  die  Ann.lhfrbngssreiize  einer 
'■'Heihe  t^rs'tetlt,    lr<it  mit  <1ersclhen  keihe,  »enn 
aie    als     ^eirmetri  sehe    Ix-handclt   wird,     gleiche 
,   syntaktisclic  EigeBSchaften. 

Gee«n  diesen  Mattgel  der  Siteren  Analysis  hat  alter  die  neuere 

(einen   VorKui^ ,    denn    sie  weist  uns  Ewar  in  den  nieituten  Füllen 

^lar  nach,  wie  die  Reibe  einer  bestimmten  tireiiee  aiuh  oboe  Ende 

läbert,  aber  eie  weist  nicht  nacbj  nie  cUeser  Umstand  eine  nntb- 

endige  Folge  der  Rechnung  war,  durdi  welche  man  die  Summe 

.nd.    Man    ^iebt   daher    unn'itbiRfr  Weise   noch  die  Belracbtnntt 

ud'^ä  Retites  hinzUr  während  d'tch  duraiia,  Aiisu  die  8uranietirormei 

Ät    der  Reihe    gleiche    syntaktische    Ei freiu^ic haften    beliura,  IiIab 

erscbwiuden   des   Restes  bei  converRirenden   Reihen   mit  Noth- 

jfrendigkeit  folgte. 

Ueberhaupt  liei^t  in  der  Vcrkennung  des  nhlgeri  Satzes  da^ 
^anz«  Aiiä^ver^tändniRS ,  nnd  sehr  hSulig  bleibe«  auch  die  Siteren 
"Analysten  in  dieser  Beziehung  nicht  vorwurfsfrei.  Daher  z.  ß. 
die  verschiedenen  Ansichten  über  die  Methode  der  unbestimmten 
Coe flici en te n ,  namentlich  der  unnütze  Zusatz,  dass  man  die  Form 
"der  Reihe  vor  der  CoeffKÜentenbestlmmung  gerecht  fertigt  wissen 
will.  Begreift  man  unter  dieser  Methode  alle  die  Fälle,  wo  man 
ctatt'  unbekannter  Zahlen  A,  B,  C...  setzt,  so  )giag  die  gedacht« 
Forderung  gerecht  sein,  sie  fällt  aber  alsbald  weg,  wenn  die 
X^oeflicienten  durch  eine  Reihe  von  Gleichungen  folgeweisc  ans 
leinandei  bestimmt  sind.  I>enn  hier  kann  die  Reihe  nur  ho  ge- 
wählt werden,  dass  sie  mit  der  ihr  im  Voraus  gesetzten  Summe 
gleii^e  syntaktische  Eigenschaften  bekommt.  Darnach  bestimmt 
sich  aber  nicht  nur  die  Relation  der  Coefltcienten,  sondern  auch 
miglrich  das,  was  man  die  Form  der  Reihe  nennt. 

Steht  nun  der  obige  grosse  Satz  der  älteren  Analysis  fest, 
(and  er  »ird  stebt^n  trotz  aller  modernen  Kritik),  so  ist  zugleich 
liilar,  dass  die  neuere  Analysis  gegen  die  altere  in  ein  kfimmer- 
licfaes  Licht  zurücktritt.  Die  älteren  Methoden,  namentlich  die 
der  unbestimmten  CoefTicienten ,  die  der  Umkehrung  der  Reilten, 
die  combinatorische  Anordnung  des  Systemea  nach  deutscher  Er- 
findung, behalten  nicht  nur  ihre  volle  Gültigkeit,  sondern  sie  sind 
sogar  schön  und  echt  wissenschalllich ,  da  sie  das  Maniglaltige 
iM-fliaem  innigen  ganzen  verbinden.  Wo  weist  denn  die  neuere 
■Theorie  nach  ,  dass  Sumraircn  und  Entwickehi  ganz  gleiche  Ope- 
rationen «ind|  in  welchen  sich  nur  die  Aufgabe  umkehrt? 

fi'^m  Scaiiisse  dieser  Alibandlung  will  ich  noch  folgende  zitBI 
Bemerkungen  anführen.  Die  erste  betrifft  den  Gelirauch  des 
^eii^eus  =  zwischen  der  Function  unAIbrer  entwickelten  Da^ 
Stellung.  So  viel  ich  mich  erinnere,  hatThihaut  zuerst  überdiese 
Sache  klar  gesprochen,  da  man  nach  ihm  den  Ausdruck 

,.[   .i.i  da;)  =  Ao  +  .4,^  +  At^:i^ +  ....  +  A„a^  .;';;[; 

nU^t  als  eine  identische  Gleichung  verstehet!,  eondem  ihn  aatik 


3Mf 

der  BediBgnng  auffassen  soll ,  das«  die  Reihe  bis  zum  nten  Gliede 
vollständig  sei  und  dass  dem  zu  Folge  der  Fehler  über  die  nte 
OimeDsion  hinausgehe.  Daher  mftsste  der  Ausdruck  eigentlich 
so  vervollständigt  werden : 

f{x)  bis  zum  Gliede  Ttter  Dimension 

Dieses  behält  sein«  Klldfcgv  diKi.BlHhJt  inag  con-  oder  diver- 

f  Iren  9  aber  das  Gleichheitszeichen  lässt  sich  i;nmer  dadurch  recht- 

coDvprgirende  ReiheQ«j^i|if '|(^ig^^ffl|Pt^..^  ^^  . . 

Obige  Bemerkung  Thibaut's  lässt  sich  nun  leicht  zur  h5cb8teB 

ieh'/<vodüiW 


sif  stell  ^ut^  volislandr^eh  ^bcttbA  '^rfeltdzt'   lihd  das  GletdUtelts^ 
z^icheu  itird  eben' so  ptftbweimtg,  w^^Kidi  <let  Fbiinela^^^^ 

j  P^e  äsweite  BSemeriung  betriA  dte'UpKiireichÄnde'ütiterscIrf^ 
duug  zwischen  con-  und  divergirindetr^  R<^hen.  Al'e  'Reihoii 
weldie  nicht  ^ner  endncben  GrOsseaAs^-ihKer  Grenze  ^huafatnil 
nennt  man  divergirende,  und  versagt  dadurch  einer  MeB&) 
von  Reihen  die  ¥hei|nahme  a]i|<  Begriff  d^r.  Convergenz»  bei  wel- 
chen sich  die  Summa  unendliclh  vieler  Glieder  e{)en  so  rechtferti- 
gen lässt,  wie  wenn  Annäherung  att^eioe'etijftUtme  Grenze  statt 
hat.  Man  denke  sich  die  Reihe  s^  I^J$tä(l#|t  PA^Jh^e  Gliedert 
gruppirt,  dass  eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  entsteht 
Bezeichnet  dann  2W  die  Sifemme  aller  Glieder  vom  Isten  bis  zno> 
9tten,  so  hat  man 


nl^       '«  '         ■  »-      ''  .'»•'■   '. .^^  i'>»iii  xiiij    Killt!! ,  .1  li  ;lf« 

Verschwindet  ttm  Aör^QQ0tläDfiS)ii^^>fj^4  mhofftüMl 

dann,  wenn  n¥>a .^^^9  X'^'^^O  *f/M J  T^ 

vielen  Gliedern  eine  dumme,  aber  dieselbe  inuss 'nicht  nofliweoflg 


Bei  diVergirenden  BMbe»,j^^£sc|,flfVJc^^J^^^ 

unter  den  ang^ebenen  nedininingen  nicht ,  und  daher  kaoo  «i<k 
von  einer  Summe  ih^er  iiaei^lich<vteliMi'G4jeide?  nteht  die  Mi'^ 
sein,  wovon  auch  in  der^That  keiti  gutier^chriftstdÜr  geredethit 


zm 


'      '^ 


I    .      I  r 


I 


zweiten  C^radesv  ■■.  >  - 

■'■!■'  *  .-,  ^ 

„Die     Quädralsumme,   der    f'e.cipr eilten   'Werthiö^ 
5>a^>f ftl^r^^uf .  eiftand er  senkredb^ti^ Ji  D urcli,m eSySier' 
,,b€ii  einem  Kegelschuitt    ([^£inps'e  unlä  Qyperbel)^ 
„liftt  oQnstaot,  nämlich   hei  der  EUiptse  der  Qiia' 
„dTatsumme ,    bei   der  (lyperbel   dei;  Quadratdif- 
,,ferenz  der  recipr6ken  Werth«  der  Axeii  gleidu" 

-!.-•••*''    .       •  ■  ■  -v        -  ■     •■ .   .'         :  .• 

Ton  dem 


» ■ 


Henrn  Doctor  F.  Arndts 

Lehrer  mn  Gyrnnttium  so  Stralsunil. 


v,.:f 


Es  scheint  mir  übetiföstsig  feu  sein ,  dieses  Theorem  auf  dem 

fewohnlichen  Wege  zu  erweisen^,  da  dies  keine  Sehwierigkeiteo 
at;  ich  erlaube  mir  aber  den  Weg  anzusehen,  welcher  mich  zur 
Ekitdeckung  des  Satzes  föhrte,  namentlicn  auch  deshalb,  weil  so 
zoffleich  ein  fSr  die  Gleichung  dep  zweiten  Grades  in  ihrer  allge- 
meinsten Form  geltender  Ausguck  ifir  die  gieda^h'te  Qnadratsumme 
gefunden  wird. 

f{  'l>ie  den  Kegelschnitt  ausdrückende  GleichuDg  sei 


■  1   .  : 


und  «  derCoordifBatenwiaker,  auf,den  sie  «tdh  bezieht.  Die  Trans- 
fqnnation  der  Coordinaten^  in  seeondä^e ,  ffir  welche  die  Axen  der 
x^djr'^mTt  der  Axed%^<jfdie'äitf  bekannte  Weise  gezählten  Winkel 
£  iitid  -»  joiikschliessen ,  und  der  neue  Anfang,  durch  die  primitiven 

^        ^  *     sma         :.     rina  ^ 


m 


>  -i-' 


"•  '■  "- 

'-;'..■  ■  -'.■.■  ..■       -•  •  -ii*      ■■.'.,.  .  '■  i 

/  ^'  sin  a*  =  ^  siD  if + ^Ä  sin  iy sio  (a — i}).^  (^«ip  (a — «?)*#       ^^ 
Ä'  sin  a^zzzA  sin  17  sin  |  -|- Ä[sin  fj  sin  («— J)  -f  sin  £  sin  (a— 1?)] 

3.    ;  C sin a«  =  Jrfri2»+2Äsin5sin<ä(-^S  +  Csirf(ä— |)«, 

^^'' fK' sin ft  is C^y+J^I^Ö) *i^? +<4r^ 

Für  B^r^AC^O  kann  punuler  neae  Anfang  p, 9  bekaontfiiiK 
80  bfatimmt  werden',  dass  zagieidi  i  .  ■     '  ^^ 

ist,  also  jffy  E  verscliwioden 9  und  dM' Gteföfiung  ä.  die  Fenii 
annimmt : 

uftd  dabei  wird,  wenn  man  2ur  Abkdrttulg^  «S^rrtti^C^i:  GiBD^ 

.4jE=:iff,  Z>*—i4F=t/ setzt •:    -»ifyiiir^.  o;y,  -i-vn-:;  ...Nji  . ' 

.::)•'■•  -        •■      r  ' '-'fi.MHt.    j  i\>:    .1..   ?^       -  •  iinii* 

SO  dass  Ä=^£2+CD2+FJ8a-JCF-iii8ÄaJB  isL  DieiGI* 
cbune  4.  bezieht  sich ,  wie  aus  ihrer  ,Form  leicht  erhellt,  auf  4^ 
Coorainatensystem ,  ^s$^0  <A:](ie«^^ch  eipe  beliebte  RichtM 
haben,  wähi;end  4f^^^o£pti|g  |o  i!^«.  Mt!'^«ipttim''Aer  Kurve  verii^ 
Ist,  SO  dass  also  die  Axen  des  Systems  zwei  beliebige  üurci* 
messer  sind.  ,  .   .  ^  •„,  ;  ,,i^.     .>  m-^Av^ 

Nehmen,  wir  qun   ((as  sec^pd|ir^  System  red(itwipU 
allgemein  sini|  =  cos|~  sin(ar-^;j:;--^Qös^^  na^  %\  1 

A'  sin  a«  =  J  cos  g« — 2Ä  cöi|iöÖ8 («-^)r-|i  <7^os'(«-^|)^,  ^  ^  =^ 

g     \jB^sina*=  JsinScosS/+J?[cos5sin(a— |) — sin|cos(a--DL 

r^^?»ö(tR-4)cos<(i--|),  • 

Csina«=  Jsin5a  +  2Äsin5sin(a-Ö  +  Csln(a— |)«  ^^^^^ 

Hieraus  findet  man  sofort   ,  ^^ 

7.     (J'  +  C0s*ii«  =  ^-2Beosa+C, 

und  ^,  Summe  d^r  CoetfioiipitodQ  AL,  C  i^i  folglich.. eoaiiBfl»'^ 
sie  VOR  dem  Winkel  g  ^khtlHehtaUiaiigt.'  «fidtzen  ^iri$«bM 


m 

% 

der  Gleichung  4A^ueXßP*!km%lA^V^f^'^'!^(hsfßMJ^^^i^^ 

JJV  eil 

a^^y^  so  kc^n^t.lP::^— ^^^^;^:^-^  werden  die 

Eotfernungen  des  Mittelpunkts  der  Kurve  von  den  Durchschnitten 
der  letztern  mit  den  Coordinatenaxen  sein^  d.  h.  die  halben  atff 
einander  senkrechten  Durchmesser,  Vermenge  dieser  Werthe  von 
i4^  C  wirddretEaekhangT»'''^^'     "^     ' 

8     /l  y  I  i/(^yAiii>"4^-2/?cosft^:C  / 

Dies  <i^^r  ^öäl^^VfA'ii^Aiiftiiffi^Mie^^  Uci- 

prokei^  llC^tttie  3^ef  |l^^f  fffi  ^^^^^  «nt?fchj^  I^*ch- 


messer. 


Bestimmt  man  nun  den  Witikel  |  so«  dass  i>  .verscbwradet» 


9.    Jsin§cosg-h^[cos|siiij^|rTt^«— iEuagooftCf^         =^0 

,-Cü9o.(«-tI)cos>-Ö      .    .  i 

wt,  so  wird  die  Cl«|i;l^iin9, 4^  -  , 

10.    J'y«+Ca^  +  F  =  0, 

>      -     --  -  "  --  . 

•     ' •  i  ...  V  f 

wo  aber  anter  A',  C  diejenigeo  Werthe  zu  verstehen  sind »  ivelcbe 
di^vdaroh  iBe^äbea 'Soebstabctai  in  den  Glelcbnnffen '6.  be^eieii^ 
neten  Grossen  durch  die  Sabstitution  4^  durch  CrTeichuDg  9.  h^* 
stimmten  Weiihs  von  £  annehmen.  Diese  Gleichung  10«  bezieht 
sich  auf  ein  System »  oesse^jCoor^iiatenaxen  die  Axen  der  Kurve 
sind,  und  die  Lage  der  .leiztem  «K^geo  die  Axe  der  x  des  primitiven 
Systrais  wird  durch  den  doppemn  Werth  des  Winkels  §  bestimmt. 
<fei^%riUto  der  fläOfaigy^r.  --'W  .  :^. 

MVi    '-=  .  -  '    '     ■'.   i  ♦.   ;  !!••  i    i'.:  '.-..-•'      .       ■      :  •         ,  •      ;  ■ 


.*  '' 


•     I,'     I 


ahalt,  &  aus  9.  sfhr  leicht  folgt 


1    .---.;  r.  .     -     1        -  ij.  —  -.    '■]-'.;:'-•*>■>.  wv  "fc4> -y^  >>•'?•''**  -  - <    *  i 


und 

13.    (^'— 0«i»«*  =  ±vxV 


Verbinde*  |na»''(UKit  iib  Gle|cii«n|^7. ,  «9  k^mmt 

\,  _  A'-'2Bco8et  +  C±vL 

,,       .  2sioaa 

14. 


n)  Ut  nun  iBff  T-jtliOt^iO,!  iwivibki  dier,'-BW<pse,  so  i«t 
./4'  poeltlv,  weil  inaeh  .der  eratefa  dei-iQleichtiigeli  &.  AÄ  mmi? 
mt  t  Wo»8|  —  Äc«>«(«— Ö*j»  —  ^-^AC^Hoaiu^^*).    Ferner  wt 


bM  a.  6  AtA:  rettp-'^ie  -i^inAitoe  Md  lAefm^Hitfbixe'ider  6^^ 
'O  tat  folgllcl»  "■■•"      ■■     "•■'•''"' 


/i  \»  _::■  _  ;<<-^a»fewr<»  4  c— vi.  ■ 


iiUo 


<. 


,  •  •  • 


J,  ,1  I  '  ',  ."•«  tf'  /."•I  »',  '.1%  ••!  'J'» 

und  nach  8.  •    •    •  •  •  ■»-:?—  i-  .>  h  ••  ■  ■  .'*  -     :    ■•    ■  "^ 

'.!^";    'i\o     Co   ,.--■'.■.  -.  ■-] 

»)  Wer»  lP-yC>,p,>ip  ft^r^fir:^^^^ 
cliling  —  l»«'»— ^y«=|.   y«i|^elc>t  in;vi,die^!^  mit  y^ 

;^1,  uod  ulmint  dw  VorzefcJwn.jn  >lpih,4u<!,^^c^^^^^ 

-^■L  poaHW  Ut;  m^Aii.  —d^  för  dels  eat8|»lM<ÜieDd*vV^elWi 

negatlv,  und  man  kano  setzen  -^5  =  — -^,  13  =1».»  oder  u^' 


J,      <         •       .'.>••♦     .  r.   ;      -=         v  M     :-,   U        )<v  ,,•l'M9• 
\b)    ""  "*■  2F'sina«  ' 


aUo 


•  ■*s«Wv»- 


*)    Pw  Oocfficient  A  kann  itttmer  pettihr  geuominen  wwdet. 


I 


AnnieTlcati»  1.  Zwei  Mif  eiuaodtr  ««cnkrcchte  Durchniesfipr 
Hyperbel  »erden  diese  Kurve  nar  dann  za  gleicher  Zeit 
l>schnf ifleii ,  «Jus  obige  Theurem  alsn  für  die  ilyperliel  auub  (lur 
lU^tmegAiBg  ßadeu^  wenb  (t«r 'Asyaiptoteavrinket' cto  «ttnnipln- ist- 
Hpiee  voraus  gesetzt,  seien  OT,  OT  die  Aeyniiitotcri,  0  der 
l,Mitfelpiin&t,  und  in  ihm  auf  OT.  OT  resp.  die  Perpeirtlikel  OJ9, 
'OJ/'., errichtet,  welche  die  Aeste  la  M,  M  schneiden  (Taf.  V. 
.JFig.  4.).  lü  den  Winkelräamen  MOT,  MtiT  iverdeo  dann  iin- 
'knalich  viele  Paare  auf  einander  tienk reell t^r  Durchmeagcr  mSglich 
sein,  welche  die  Kurve  xugleich  treffen.  Wächst  der  eine  halbe 
Durchmesser  O^  ins  U^etlul'rc^e,  so  nähert  sich  der  andere  offen- 
bar der  Grenze  OM',  und  die  Gleichung  20.  gehl  dann  i'iber  in 


^— aifcosg-f  6' 


1 


■21. 


(^)'=ar-a)-- 


.  h.  bei  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
tumpf,  ist  das  Quadrat  des  reciproten  Wert 
enigen  Perpendi  kelis,  ivelchea  man  im  Mittel 
uf  eine  Asymptote  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem 
inen  Ast  gezogen  hat,  dem  Quadratunterschiede  der 
eciproken  Werthe  der  halben  Axen  gleich. 

Anmerkung  2.  Aus  dem  obigen  Theorem  lässf  sich  noch 
!n  FSr  die  Ellipse  tind  Hyperbel  zugleich  geltender  Satz  ableiten. 
Es  seien  OD,  OD'  (Taf.  V.  Fig.  5.)  zwei  beliebige  auf  ein- 
^pder  senkrechte  Durchmesser ,  O  der  Mittt;lpunkt,  Djj  die  Ver- 
bindungslinie der  Eudpuatte  der  Durchmesser.     Es  Ist  OD=^x', 

WS)D'=s-  Nun  hat  man  ^-.j  +r\  =  -^  =^^00.  00')-' 
'tat  h  die  Länge  deä  von  O  auf  OD'  gefällten  Perpendikels,  su 
"bt  OD.Oty^DD/.k,  (OD.,Oiy)'^  =  (OD^+OD'^)  Jt-,  folglich 

-7  ,  ■.:',-  ^  ra '    ii"*l  daraus  der  Satz : 

Die    Entfernung    des    Mittelpunkts    einer    Ellipse 
oder    Hyperbel  von   der  Sehne,  welche  die  Endpunkte 
eier  auf  einander   senkrechten  halben  Durchmesser 
bindet,  ist  eine  constante  Grösse. 


Heber  die  natilrllclie  VFInkelelnbeit 
in  der  analytlsclien  Ooniomctrle  nnil 
ttlter  die  Ausmerznng;  des  Kreii^be- 
gens  aus  den  wissenscbaftlich-s^eome- 
frischen  Krforscliungen  derW^inliel. 


Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

Profciaor  der  Matbematit  ta  TbMW  in  tiiüni 


I, 


k  

I  1.     Die  analytische  GoDiometrie,    Vornehmlich  die  Lühere  iii 

I  der  Differential-  und  (ntegralrechuung ,  fliegt  durcligüiigig  i(,i,  w 

L  Itechnunssverbindungea  zniBcben  Winlcelrunclioiien  uud  ihrpn  Wio-, 

n  kein   selbst  vorkommen ,    die  Zahlwerthe  der  XVinke)   dtirth  <|ie 

J  Ztthhverthe  der  die  Winkel  be8timni«nden  Kt-el^bo^eo  eii  JrseK^ 

t    ■  indem    sie  diese    durch  ihren   Halbmesser  ansmisst,    Weil   so  dl» 

V  Rechiiungsformeln  am  einfachsten  ausfallen.    Eigentlich  itiinnit  sie 

—  was  tmlich  fast  nirgends  in  den  Lehrbflchem  der  Aniilysis  ce- 
sa^t  wird  —  denjenisen  Winkel  zur  Messcinheit,  dessen  beätfni' 
mender  Kreisbogen  die  Länge  seines  Hatbmei<sers  hat. 

2.  Solches  Hin-  und  Herspringen  vom  Wiukel  zum  lio'ii'ii 
und  vom  Bogen  zum  Winkel,  wo  man  es  doch  nur  inil  I.umi 
dieser  zwei  wesentlich  von  einander  versuhted^en  Art  von  liti.i-„ii 
zu  tliun  haben  will,  kann  von  einer  unbelangenen  Kritik  ik-r  u.« 
senschalüi sehen  Geometrie  durt:h  die  ali^dini^  .lioßbpteiäliiJH 
und  für  die  angewandte  Geometrie  bei  dcr<Messuni;  «nd  Zeichriuo! 
von  Winkeln  uoschätzbare  Proportionalität  der  VV'inkel  und  ihRr 
Kreisbogen  durchaus  nicht  gerechtfertii^t  werden;  immer  wir*  »1- 
ches  Durcheinandermengen  unsleif: heftiger  Grösse»  nur  als  Krltcbi ' 
angesehen  werden  müssen,  deren  sich  die  Wissenschaft  tsewiw 
entledigten  wird,  sobald  sie  auf  sicherem  Fusse  einherzugeheii  sich 
im  Stande  fühlen  wird.  ,  > 


m 


3.  Am  meisten  lag  mir  in  der,  vod  mir  aufgestellten  Funila- 
nentallehre  lier  Geometrie  daran ,  die  Elemente  *)  aller  Raumge- 
^Ide,  nemlich  die  Strecken  nnd  Winicel  soM-uhl  einzeln  als  mit 
Einander  verbunden,  und  auf  einander  einivirkend,  volUtfindig  und 
»rmassen  durch  .sie  allein  zu  erforscben,  dass  an  solche  niedere 
^aiumetrie   dlehilhere   uuniittelhar,  -ohne    Dasiwisehentreten  der 

~  it'h  aiii^cbli esset)  könne.    Nach  vielem 

9tnnen   gelang   ; 
'-BCbte,  <Uss   de 

Rnh^t  der  analyllschen  Goniometrie  dienende  Winkel  auch  die 
grenze  I.st,  Hck'bor  diejeiii^'cn  AViokeJ  zugleich,  ohne  Ende  sich 
leünnnf  eines  Dltnidlich  abnehmentfen 
Ajiiiki.'l^  cliiiT.-eiU  ilurtli  .selni'Ti  .Sirm»  andererseits  durch  seiae 
rÄnffeiile  ah  Qnnlii-iidTi  «■[■L;i'l>t'[J.  Dadurch  erst  wurde  meine 
geofuetriiache  Fuii<lanieiit^illehre  in  sich  «elbst  vullkommcu  nhge- 
echlüsseri.  Ich  bulTe,  die  Uarstelluii!;  dieses  neuartigen  Gi^on- 
stanfles  werde  den  Gefimetern  rieht  uiiivülknmmen  sein. 

■.■!■ 


lir   dies    im  J^n^.  de^  ^hres  1841,  wo  ich  ent- 
r  oben  bevqmtime#al#>>atürltche  Winkelmess- 


■'• 

»ortinnalität  unendlich  abuehnieiider  Winkel 
1  ihren   Sinus   und  Tangenten;    und   Grenze  der 
uotienlen  eines  unendlich  abnehinetideti  Winkels 
dui'ch  flesseu  Sinus  und  Tangente. 

4.  ?«ähert  sich  der  ablenkende  EndschcDke)  eines  Winkeis  n 
<m  Anrangsschenkcl  unendlich,  d.  i.  nimmt , der  Winkel  a  unend- 
:h  ah  und  ntibert  sich  so  selii^  Grenze  0  ohne  Ende,  so  nähern 
Ich  auch  seine  goni  ametrischen  Functionen  den  gleich U&ui igen 
i^'Wlitkefs  0  alä  ihi-en  Grenzen  unendlich;  IblgÜch  sein  CostOua 
i'ne  Ende  wachsend  der  Grenze  1,  sein  Sinns  und  seine  Tan- 
nte  aber,  uncndlicb  abiiehiueud,  der  gemeinficburtlichenGreuzeOk'.' 

In'Zeichcn:    für    liuit<=.n    i^f    jbi.  cosß  =  t,    lim  sin k  =0'/'^ 
n  targ«=0.  ^'"^'1 

',  5.^  ß«  lUeser  gleicbzeitiK^"  unenrlljcben  Alnialime  des  Win- 
^^"a^^eioes  Sinu^  ,  uff^  scjiier  Talente  tritt  jedoch  der  höchst 
eirKwvSdige'(Jfiipto^',^ui,j^^^  dieselbe  nahe  und  desto  !>pnauer 
gleichem  Vefnaltnisse  oder  in  directer  Proportionalität,  dieser 
ithat^  ©Wissen  *r("f)l!^ ,  jf'ktrioer  sie  insgesammt  schon  get\oiv 
eri«ltiiV!  nemtich .  däss  dem  Verbiiltnissc  jeder  zwei  schon  ^ia^ 
^«heftd  klelfier  AVinkt^t  daS  VcrhSttniss  sowfjht  ihrer  Siuns  a)U,' 
hr*r  Taneenten'  seht  nahe,'  und  niii  so  ccnatier  j!;leich  wird,  i^!, 
lftb«r'bei(Mi  Wickel  an' ihrem'gKnzlichen  Verschwinden  i<te)ien||  ,',,,, 

Seien ,    um  dies  zu  beweisen ,    a  und  n'  zne!  einstim'n^u^!^  ^| 
sngleic^    positive    oder  zugleich    ne!>»tive)    und  schon    so    k(«me,  \ 
in^elfdaifi  in  den  bekannten  Gleichungen 


*J     Vergleiche 
Theil  Via. 


1  obigen  Aufaatz  Sro.  XXXIV. 


402 


sin(a+a')  =  sin« cos «  +ßinft'  cos«. 


taog(a+a) 


l--tanga  tanga' 


&  Cosititm  posit^  und  die' Tafagenfen  bereite  kleiner  a!s  !  ät» 
llen ,  vrozu  die  Win'kel  einzehi  kleiner  als  eSb  halber  redjUt 
in  hiffssen.  ▼ 


fklleri 
.^ein 


•  1  •: . 


Um  Poppelf^tcgleichungen  ,T*-  das.  nacjt,  lüms^änden  Gr$s8frr 
o4er  JEÜeinerselo  -rr  zu  vermeidep^^  ynd,  weil  hier  wt  4^\Viiik|^ 
ihre  Sinus  und  Tangenten  einstimmig  sind«  vf^yf^nA^  Winkj^l^ 
wie  ihre  Functionen  nur  absolut  —  weder  positiv  noch  negati?  — 
4N»ti^achtet  werden  < 


..  i 


» .' 


Nehmen    nun  die  Winkel  ä,  '«  nach'  und  nach  ohne  Ende 

was  durch 

•  •  •    ,.   • 

lim.  («>«)  :^0 


angedeutet  werden  soll ;  so  nehmen  auch  ihre  Sinus  und  Taf^ental 
eben  so  ab,  ihre  Cosinus  dagegen  wachsen  alimäÜg  bis  auf  l 
so  dass  man  hat: 


lim .  (cos  «,  cos  a)  _^1,    iim ,  (sin  «,  sin  a  )  ^  0 , 

lim .  (tang«,  tang a)  _ 0. 


'   -I 


Uann  ist,  wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  cos«,  cos  ff' 
durch  die  gewöhnlich  grossere  und  nur  ausnahmsweise  am  Ex^ 
eben  so  grosse  Zahl  1 ,  dagegen  im  Nenner  der  zweiten  Gleicbuog 
die  tang  o,  tang  a  durch  die  gewcibnlich  kleinere  und  nur  ausofthni»' 
weise  am  Ende  eben  so  grosse  2lahi  0  ersetzt. 


'    • ' 


•  m1» 


lim .  sin  (a+a)  i  sin  fr  t|-  eiu  «'?  : 

lim .  tang  («+«  )  ^  tang  a  +  tang  «'. 

Mit  den  hinreichend  abnel^n enden  Wih'keih  ät^li'e 
nicht  blos  Ihre  Sirius,  sondern  äuchMhy^Tkpgetitön,,^^ 
Verbindung,  .dass  zur.  Summe  jeder  pvefer  WuiteTf  der 

nicht  nur  die'  Summe  ihrer  Sinus ,  sondern  aufcn  die  Si 

Tangenten  gehört,    je    kleiner  diese  Winkel  sind.    F<ilgii(3/'^ 
den  hinreichend  kleinen   Winkeln  sowohl  ihre  Sirs* 
'als  auch  ihr4  Tangenten  direet  propi>r4ionif  t«<  )  i  «lif-     ■■ 

7.    Nem|ich  für  die  kleinsten  Winkel  ist>  >f'f pn  v^ir  ^ß.-^^t 
nHherte  Gleichheit  durch  =  andeuten. 


aict  =  sin a :  sin cc  ==  tangcf :  tanga  , 


I   ,'•  «1-//  ußff 


oder  auch : 


-; =   -T — ^     und    7 =  T rf 

sin  a       iHiicr ;   ^  .    tang«       tanga 

d.  h..  der  Quotient  jede^  binreicbend  kleinen  Winkels 
4i|f(9i  jseinc^D  SifTjas  o.der.dui^ch  seine  TaQgeote  just  fast 
||MDpK| . ^nycväade^^^  oder,  bei.,  .y,nen,di^pb   ^.I^ael^menjdeni 

Winkel  nähert  sieb  bei  der  Tbeiluntf  des  W.iQK.^li^  so- 
wphl  durch  seinen  Sinus  als  auck  durch  seine  l^angenite 
S«f^4y^ot1^Hi;'uyeh«f  v/tatt,  well 'di^  M^tik^MUdlimobei^ Zahlen 
^tibd,  wiedfr  'ein  Winkel  ist;  ein«!"  fij[:eti  =Orenis^;  dieil^lt^jch 
(Afiii^is'ehi' Winkel- seito^^inttissl-'''-'-  •  •  "-f'-- /  J\-'t--  -■■.«-■'■    • 

6.    Beide  diese  verSoderlichen  Quoti«ote,n  streben 
abet  der  neniiichen  Grenz«  zu. 


1  f-  ■ .  ■ « 


^       -Bv  .  Sin  a    •  .       a  a  in      »^ 

^       Denn    wegen    tane  a  = ist  t— —  =  -^ —  cos  a  ,     also 

°  °  cos«  tanga       sina 

SS — :  -iL  =  oosa;   folgfich,  writ  für'  lim  a ^  0,  lim cosa  '^ list, 
nga    sin«  =  = 

mtös  üiii—?^ :  lim  -iL  <  1 ,  also  Ihn  /  ^     ^  ilffl  ^  dein. 
T   j  tanga  8««"=  tanga  =        sin« 

r 

9l   Bezeichnen  wir  nun  mit  F  den  Winkel,  der  den  Quotienten 

-- —   und  r — -  als  eemelnschaftliche  Grenze  vorgesteckt  ist,    so 
mna  tanga 

haben  wir  ^ 

..        a  ^       ■•         a 


\»  .*■•• 

.  !       .   .piBllf.  , 

"iil-. 

t    . 

;.n--:. 

•      *       .    '■■          ■  ' 

1                             * 

■-    ■■       *    ».     ■ 

* 

ü.'."'  ■  ■  . 

t  ■  •  l.' ' 

;t    ■.      ..     ■  Hl  <    .      »V    «■ 

=  r  =  lim 


tanga 


•i   .'■ 


Hl. 


Der  «rste  Quotient   nähert  sich  abnehmend, 
der    zweite   wachsend    ihrer    gemeinschaft- 
lichen Grenze. 

■    .    .  .         .  ■  1  ' 

10.    Höchst  wichtig  ist  die  Frage,  wie  diese  beiden  veränder- 
,(QiMM»eßt< 


»lULüy'j' 


sin(a+a']+a'^  +  a^H*-*-)  3»in^+B«n« +sinV'  +  sioa'*'+...., 

«*^+a^+ .  .1 :)  ^^ianga+tÄiigaHfatngo?'+tanga'''+.,.. ; 

«mI  wenn  man  hierin  alle  Winkel  gleich  werdien  lässt: 

-  .    '  <•  ■  -  ■  '  ■ 

'    '  sinna  ^w sin«,  tang wall  w tanga. 
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Theilt  man  hiedurch  d&t^  Wiokel  »tt,-  ao  findet  man 


i      ..«»*      ,-    Ü.;l 


.    w«     >     a  .  na       <  =   a 

sinncr — sma     tangwor  —  lÄttÄftr 

Sinkt  demnach  der  Winkel   auf  €^1  nie ii'V teilte ii  (Wlb 

Quoten)    Theil     seiner    selbst    herab,     so    muss    seio 
fuotient  durch  d|Dai8inttS;>1^tfehui!^ii/ jener  durch  die 
Tangente  wachseil- •'■     x,o':/     '   ...  j  .  ..rü 

Der  Quotient   eines   unemUicIi  >bnehiB4iHleD  Winkels    dureb 
seinen  Sinus        «i^4?MJu\iikj-^2LJ  AbD^ihrnw/j^t      ..  i   . i 

seine  Tangente  «ähett^siuh  ä\äö^  WacliÄen  '  ^^^    »^°««*   ^'^^ 


IL  :  ^BX  a%eine!n  fährt  «iilor  «be»  die.  UnfMt^tfng^  igtüm 
man  durch  obige  Verglelcfaungen  (in  6.)  die  Witifarfstt^rae  cr-f  o 
theill,  Yi>odurch  «wn  zunächst    ;/,     ,  » ■{'     ,i;.  ii  fi  •>'C>  .d^i'Ord^ 

tt+tt       >        cf  +  g"  g4-a'        <  a  +  a 

sin («+«)  =  sino  +  sin^'^    tartg(iK+«0  ^'^  tanga+tanga' 

erhält.    Die  zweiten  Quotienten  sind  aber  bekanntlich  eigenthfim* 
liehe  (zusammengesetzte  arithmetische)  Mittel,' folgtveh'M  <<^  "^' 

sin(a+a)'~  ysmer*^  sina/ 

«+«        1^^  /     a  a[     \ 

tang («+«')  "~  ,     ,  \taujg(i*  tajagV/  , 

/..■■.■  ••  •       •.     i 

Soll  aber  der  ®^*^^|®^  der  Wiriketenntrae  a+ö^  an 
Qnotient  ^r^'^^J  sein    als  das' Mitieh**der    den  beiden  Theilen  a 


\  „    grössere> 

zwischen  sie  beide  hineinfallen  ^  oder  aucsbi  Qecbi^[^^^^    sein   als 

der  andef  e«  .       .  . .  v  *     . 

.  -Jenes  Dazwischen  fallen.  Ist  jedoch  urnnfSgUdiw  J  ßentivdft  di^ 
Summe  u-f-a  i^riisser  als  jeder  ihrer  Theale.a^uliii^  i^.t«  ^«ü^fllt^ 
bei  ubrtefamenaem  Wink«  j^  soleiierQoet*eni.,baJd«>lb»Sta^ 
bald  waclmen;'  Allem  fi;ie'Theile  dieser  Winketsumme,  .du,j|k«ffiit 
Abnahmen  dei9  hrerändeFHoheuiWinkelfif/hMne»  JMid^ifiJd 
htu  auch  so  kietn' an^eacmmeD  ^verdeo  >:  däsSifilerleirabi>wec&se||i4<9 
Zu-  und  AbnehnMb:  ^b  -  Quotieaten  eudttch.jeiomal  «ttfli^MtlvM 
daher  nur  ueunterbrochcines  Ztf^  oder  Abtebtte»  .tiUtn^tt»  .>.   u<*i' 


MithiD-'äW'liSr'  jJ^äSgf  ää  wUeiiöl'iWaißp». 

leiide  Quotient  ^i^^  ^in  läla- Je.dsi  efnzefäle  der  den  beiden 
bellen  anod  a'  «ntsprechendeo  Quotienten;  neinlich  weil  a-fo' 

sin {«.+.«')  ~  \BiBa     Biau'J  ,  >■.  iIm.  i-  -n  ii'j;ii  ..'1 

^1^^.,  ^;^«f  .i(^UAtieq'f'|Btne9 'S««i^Vf>|<l^^^ 

imer  weiter  aboehmenden   Winkels  'dnildht  ^!^!"iA«f !   ,1. ,   .umss 
seine"  äng^te 

!ri«Hcfc.»^(«J'ro«»,  'und'  fortwÄi«ml  gf^^S«ei»  abÄegettein- 
lüaftliche  Grenze  beider  Quotienten.,  nentleh  ßlr  lim  ä^O  ist  '■■ 

■     Tr,  V; -:::„;;.  JL.J:r>;  11«  i-i-;.   '      ",    , 

„.  «in«—      —         tai^a 


ti  Ar  fainifetebnnd^efal«  ) 

13.  Die  letite  Vei^Ieicbm^  ÜtsM  eich  so^eicb  benOtzen,  um 
vei  ausgezeichne'^mkscBEJi^ende  GreoEeto  Ifir  den  Grenztvinkel 
'aufzustellen.     Setzt    man  nemlich  a  ^  ^if ,  so   ist  tang(i=l; 

nuila-tlh  -ib.  i.h     -■<  ■■'^'^r.i  1,^     (i-jicvi.  .{•>  ,.■,. 

J>CT  Gren^tv^gk«!    "  ist  demnach  ein  spitzteer  zWiscaen    der 
BfiR^'äi^''£w^  J^f^ttbMIeti^.  deW'  redht«Q  Winbels  loder  sn-isclien 
Siiuid  60  Gral  Hegender  Winkel. 
oboHX.O  l(;A-jr-"   ,  ,?ji,r)j1.ury  r  ji  vt  •-;-!   i^  ;hj',<l    ■  >■■   (       "'■,'■  ] 

14.  Dieser  Winkel  muss  >veg<;n  seiner  engsten  Vcitnffjifnrig 
ilt  den  Win  keif unclinnen  ooth«  endiy  in  vielerlei  weiteren  For- 
chungen  der  Urtmometrie' vorkommen,  und  weil  er  als  ein«  fixe 
itenze  mit  einer  keiitiinnit^n  —  aogleieli  Reiiiigeuil  schart  bu  er- 
mittelnden —  Grüsse  begabt  ist,  i^leich  jedent  andern  bestimmten 
llVlnkel  Eur  Messung  d»  Winkel  ireeiifnet  sein.  Uesswegen  ver- 
jldnt  er  gewies  durch  ein«  eif^evthümikhe  Benennung  ausge- 
leiclinet  m  w«TdcD.  '  Ich  gluidte  zu  rincr  solvheo  lieber  eiuINeun- 
lort  als  ein  Eigenschaftswort  in  Antrai»  bringen  xn  snllen;  tlieils 


wegen  (lor    «iinKchcnsiverthen   Kürje,    theWit   "eil  inah   auch  der 
"ihrilichen  Winkcleiiiheit,   dein  ncuitM|t|st4!ii  Theile  des  recblen 


^. 


ikels,  den  einsilbigen  Naineii  Grad  (Irana.  degre)  beigelegt  hat 
DaraVii  schlafe  Ich  vor,  ihm  den  kurzeh  nItdeuUcheri'ISaraen  „d^r 
Gehren"  zn  eeben  *).  Denn  dieser  Winkel  ist,  wie  wii  »n  eb« 
nachgewiesen  haben,  ein  mittlerer  s|iitziger,  und  der  GehteR 
heiasl  (landschaftlich)  ein  spitziges  Werkieug,  besonders  ein  Pfeil, 
Spiess,  Speer,  ferner  ein  spitz  zulaufendes  Stück  I-iand,  ein  keil- 
förmiger f>lreii'en  Zeug,  Keil  in  Heraden,  Zwickel  in  StriimpfeD 
(franz.  Ee  chantcaa,  engl,  ^"'ar)!  daher  auch  da«  Gefannaaas  odei 
-holz,  bei  Holzarbeitern  ein  Richtscheit  niit  einem  nach  einen 
Winkel  von  45  Graden  nbge^ichrfigten  QiierL  rette  hon  zum  Vor- 
zeichncn  einer  schtigcn  Richtung,  die  nie  eine  Gehre  oder  Get 
ning  nennen  *'),  < 


.■'■■■  •"■■IV. 

BeretfbwiDg  des  .Gfl]it-eB8i>  ••i-,^-  :\  ■'  ^r. 

15.  Sei  nieder  a  ein  gendgend  kleiner  absoluter  Winkel.  Um 

die  Grüssen  der  Winkel  ; und   -: —  schätzen  za  kSnnen,  nt- 

tans«  sina 

gleichen  wii  sie  mit  einem  Bereits  festbeatimmiteDWiirftel,  usw- 

Ermesse nsten  mit  dem,  ganz  natürlich  gleich  am  AnEange  der 
ehre  von  den  Winkeln  sich  auf AriDgep4gn»  mitrede  tan  Wi» 
kel,  den  man  jetzt  schnn  gern  mi^  G  ^ü  btJKAnen  pflegt.  Ihra 
Verhältnisse  zu  diesem  oder  ilireJVIaasse,  Maaaszahlen,  Zahlwertbe, 
wenn  sie  durch  ihn  ausgemesseu  wef4en,  mOgen  durch  p_uoig 
bezeichnet  werden,  so  dass  man  hat 

16.  Dann   geben    die    obigen  Vergteichangen  (i»  1^)  ^«^ 
C^getheilt 


.       p»g  VCT.lU»tMW,^,jI«».itiehrm'fl,r^RP'i)\,^'fJ5r^l^n,lS'i''ke' 
''G  liegt  atffo'twiscfaen  zwei  scn  WlnetiHPWiitkHil'if^itruen-Kalltii 
p  aoä  q;  von  denen,  bei  iin«'iMllA  äMekiW«iil«£'WHWel;a,'>ie 
erstere    wachsend,    die  andere   abnehfaeqd,    diesem  Verhältnis»    , 
als  ihrer  gemeinsamen  Grthie  bhqu  ,^nde  zustrebt. 

*)    Wie  ich  bereiu  in  tAmtr  Not«'««  snriKA^^iHffa^frta^fAn^' 
ThetI  6.   Heft.  2.  Seile  120.   getfiui  habe. 

••>    Vergtdch^i^if  Wärtcrbncber    v^n  _  Adelang  ,    lleiu*ia*i 


,. )  47.  SflUei^-jTk  anaJen  WniE«)  oanfscinaHaifte,  ta,  bcrab, 
,  tw'ivteeB-di« 'Miii  ide  heraoMelwiiden  Wiolapl.r'4_m'fuidi'rn^v-^ 

id^mi  Wan  Ht«-   .>.   i.,:^.:.-'-   ;.>..!,  .i,..,lt     ..     ,-.■.^,,■;•v   ■   ,■■.•.!     ,. 

.''-^^■■■-,  -  •■■'•  L^_V^E?^J^',  '!lii*:rG'«'5^..'  ■'  ■■^  ^.  •■"'-■■.  ' 
i  .,;    ,  .  -taög-l«     :;  ..;."',.  »wi^,.,., -:......'      -..,•■  ...-,„,-■ 

\:':  Siad  ^mb  fQr  «in«D>  gsWideeo  iWwfc^ '«  «eine  Functionen  «n 
«■4>ttäf<^1uBBtt  4i)iei  »*«fa  MMe.Jmliivwj]:^  und  f  beäfitnmbar, 
WlaoMn  äeli  au»  ItmclD  aneb  4il» -äwR. h»Uien  Winkel  i«  zukora- 

i^MldiW'fthiiKeben'.ZahljBD    p^   itlpdl^i'^u^ie^t   leicht  berechneu. 

Id  der  Thaf,  obige  Gleichungen  geben  aul  der  Stelle^ 

.  Bin  B         DT         .  «  ' 

*  cos«      #iG  5-6 

und  weno  man  die«*  (ÜleicItuDg  durch  ieaeitfieUte.! 

mi,    i-:.'i'-     ^-^^   ■■■-■...». 
cos  a  =  t- ; 
.>.  ■       ■  ■       .  ,  9    ^ 

dabw  iri  gM«her  W^m  ^ 

C'y  .■■"■      :,- .  ,'.'y-iä  ■'■  J :,.'    -.'i«  ■■  .■■* 

.:,n,-  ■■■.:    /         .  .r'     ...'.    ii(.   ,  f!-.       --.-■'■  ,■.,' 

:n."  ...,:.ft.-    •■   ■■  ..-  :    ■■  :    'xa.-^ 

Ferner  können,  yo^  den  zntschen  den  geniometriscben  Func< 
lionen  de»  ganzen  und  h^Ew  Wiiilceb  bfÄtdhenden  BeziehuDga- 
jgleicbuDgen  hier  am  besten  folgende  Bwei  benutzt  werden: 

cos«  =  ZGDS)«^ — 1,   sina  ^  ^siD^tt  COS««. .  ,,. .,    ; 

Denn  die  SubstitnjSon^^ej^s^rücke  fOr  dia  Winkelfunctio- 
nen  verhandelt  diese  uleichungiih  in 

?  1i'  9       «1* 

''''''"^haiV'yin'TOrille'«t'ai8''t?Öicl-üll«;nSa''CelWi(™^gd«« 

""' '' '  '  ■•'-•■■"■■;'''^;i.ES^i''' :,..;■:■;■,::;;  ■::.-t 


Producte)  vod  g  und  p^.  ?L^Ik!j;;. 

0 

Weil  der  Winkel  a  eUi^ii  ^feehl^n  nicht  übersteigt,  so  shid 
seine  Functionen  allesammt  positiv ,   folglieh  ^c&g^n  cpsa  =;^<i 

sichrer  p<,q>    Daher  ist  auch  p<,Pi<^g  und  Pi'^q^'^g»  sü«» 
im  Zusammenhange^»  isPi'^Sv^Q^^  '^(t  "ll  *'^ 

18.  Will  man  nun  dieW  Hatoirung  des  Winkels  n  hinreichend 
oft  wiederholen^  und  ans  den,  für  einen  gewissen  Winkeh^crfjblt' 
kannten  Verhältnissen  p  und  g  zu  den  nach  und  nach  sich  erge- 
benden Winkel»  ^.  -f  »^  '/<^  ^   A 

/,v  •/   ^'  -    .    -     i'^t    .-.i'    ^-    l      ;       \ 

a        a        a 
die  ähnlichen  Verhältnisse 

Pi^i*  p^g^^Pzg^^  ""     ''-    *        ^^ 

also  in  Gesammtheit  die  ZahieDreihe    '    r  ^ 

^    .    ■  .■   1    -       ,  ■"  *■ 

^^5  y;  ;?i»  9i5  P2'  ^25  Pz\  9^;  ••••  * 

•'i''  -»-  -  * 

aufstellen ,   so   wird  man  t ö m  d r i tt e xktG I i e d c^  an  jedes  naci' 
kommende  wie  folgt  berechnen.  :./\  .  ,>v 

Zu  den  bekannten  zwei  Antkng8g(ieier|i  p^g  rechnet  man  w 
arithmetisches  Mittel  pi   und  schreibt  es   als  drittes  Glied 


jedesmaligen  zwei  Schlu^gliedern  abwechselnd  das  arithmetisch 
und  geometrische  Mittel  und  schreibt  dieses  als  unmittelbar  oad^ 
folgendes  Glied  an. 

Bei  einer  soUheii  Reihe  fäjlt  jedes  spät^r^  GtVM 

zwischen  die  zwei  ihäi'4unäch^^t  vorangehenden,  atso  aud.itvi* 

^schen  jeilwf  de  i?w.ei  ^u?^i,tlte^|l^ap;(/9kHl^,«inÄMd^.rr(fft)lbg!<i9<^^ 

^itrabejTß.Gliederf^,  .4)ef»^fg|ifp  n^ü^^en|j,^^>C^QA^<$^Qfi^^ 

Reihe  einer  gewissen  gemeinschaitUchepGrenae  zustrc*. 

vben>  der>i^  4e^  tiäht^F  li«^h,^jä  f^t^e^^jW^^ÜiliH^^'^i^ia« 

leöer  aueh'^die  Antang^ziVerQ  der  decifral  Ä*" 

'gefttieUtoil  fitf Rze ,  i  < Ihm ^  f QfeaoVefifältiiMa^  ^i^  TSehrtn^Mtof^ 


streckten  Winkef^    .^.  ^,  ,.  .  ,  .i      .  i .  .^ 

V  19. '  Dij»  lleciitittD.gi:tf4ila:dgeii»df'  sfa  ^iMb^^i^i^lidpiiHW 

"  ■  "  '         1\ 


bemerken,  dass  man  anstatt  .d^S'.,seometrischeJI 
^e!^  hüi^^weiii^  v^n  dnknd^F-utk^V^^^  ihr 


4fA 

«DinvN!l€9ii  Atofängs^iffMi  iiberelii6tiitiiiici>y   el»  iii'^io'vfeM  man 
das  geometrische  Mittel  berechnen  will.    DeM  h^  S  4mr'Vnt^' 
:.^i^;  ^(»ler/a^oljuter,  S^aUffi  <t  und  6^.^  denen  a>6  int, 
nemlich  .    '     i 

rvm  ist  oekaDDtlirh 


daber 


I  r 


*  /  ,  .... 

•  ■    •  . 


d.  h.  das  arithmetische  Hittei  zweier  Zahlen  ist  jeden- 
falls grosser  als  ihr  geometrisches. 

Sei  d  der  Uoterschaed  mid  m  da«  arithnetische  MUlel  diei»er 
zwei  Mittel,  also 

so  ist  Q^-ab  =  Um; 

folgfidb  Bach  dem  CNiigini    ^idm  ==-  \^\  '       Daraju«  ergibt   t^cb 


.  *> 


md-eoCari 


i-<ü)' 


^SinBea  -■««  <fie  ZeMen  «  «od  6,  ^dieo  asadi  i%i-  MitM  im  hi 
»  i*nirtf  atw  «fiemA»^  ee  fbe^aet  iler  i«  etoen  f>ecimai>rueli 

yermandeite  Quotitcvit  —  ;aa  der  utea  Deciffialtfialie  jttit  «auer  «eu 

w 

Nid  i^erficinedeueii  (^cMeiMleif)  JBUkr^  fol^di  «cane  zweHe  Poteae 

«^  4er  diäten  l^ecTiiB^J^tene^   wefMg«ten«  nut  1  utid  bOchsteii«  nut 

iK)  *  fln»d  adso  Ar  äter  i%ail  «der  dce  4l|iM6wt  ^««i»<)eKtimi««a4ler 

911 

@i?-|-1)teu  Decuaaltiieile  mit  «iuer  geHendeD  Ziffer  oder  an  der  ^leu 
ttewiBBtsteik)  jbech«fceu«  mA,  hL     ü^thin    iie^iuift  der  dem  Uuw 

jüenfteD  —  ^leiciie  l^e^msübnidb  St&eeism^  an  der  (in— IHeo  ne- 

coBatslette  niod  ^a  Mcbsieu«  nil:  ]  ,  ■^^ewTtbitltch  aber  ensf  an  der 
tiüiee  ^md  ^ipfilestms  ae  4er  <aMif|j«et)  BeoimfUe^He.    Fol^iob 


r 


stimmen  das  arithjgptigche   und   geometrische   t/KAiV  '^-^  W 

Voö/  und  also  aupn'  ili^  eigene^*  aijtViiietii^chQi^  Mittel  H'eti^gstens 
in  2» — '1,  gewuhnlicli*  in  ^y  und 'höcfaiftens  in  'M4-I  obersten  oder 
Anfangsziffern  überein. 

Begehrt  man  demnach  das'geomcitHsche'' Mittet  der  ZaJileln 'ft 
und  6  in  p  obersten  Ziffern  genau,  so  rauss  sein^  *'2n+(-^l,ft,'^ 

=  »>;   also  ist  n  =  P-    -^  '   V  ^yJ,  Hftelichr «  wenigstens  die  kleinere, 

meistens  aber  c)ie\  grosser^ HSlft#  Von  f?,-  iftenirttungerad,  da- 
gegen die  genaue  Hälfte ,  n^enn  p  gerad  ist.  Z.  B.  für  p  =7  ist 
n=4  oder  3;  für  p=8  ist  »*f=4.  .. 

Man  kann   demnach -das  geometrische  ^Mittet  e\mer    Zahlen 

durch  ihr  leichter  )Kvt  berechnendi&'s  aVfihmefiscbes  danri  schon  ganz 

«gewiss  ersetzen,    wenn   die  zwei  Zahlen  entweder  in  der  genauen 

eder  ffrössereo  HUfte.cki  ARzabijl3ffeiüA:übr^eiiH|^imieil»{in  der 

man  das  Mittel  zu  berechne« (Wthitebtigt.,  .r>.i^..:  r..,,^,^^■'f  .,«,.1 

■  « 

20.    Ist  man  wonach  in  der  auFzustellenden  Zahlenreihe  (Art 

18.)  so   weit  vbrgerückt,   dass  zwei.  Glieder  in  der  ersten  oder 

grösseren  Hälfte  der  Ziffern,  in  der  man  die  Glieder  insgesammt 
erechnet ,  übereinstimmen ;  so  hat  man  fortan  von  den  jedesmali- 
gen zwei  Schlussgfiedern  nur  immer  Ihr  arUhiiietlsehes  Mittel  ^xu 
rechnen  und  als  nächst  kommendes  Glied  amsusetzen.-  .Aliein  1^ 
Grenze  einer  nach  diesem  Bildunglgfseh^^  der  einseiften  Glieder 
aufzustellenden  Reihe  lässt  sich  ganz  einfach  durch  die  b^den 
gegebenen  Anfangsglieder  der  Reihe  ausdrücken* 

Denn    sind  a  und  ö  diese  14!nfangS^tedi^^  so  findet  man  lue 
die  weiteren  Glieder  folgende^  AüsdriicKe :  /  .      , 

-       a'--b^b'  ■■'■      :■         ^r.. 

2ä'''2"'*5l'    ■        '     ■'  *    "  •   ■■'■"■' 

■'     ■    i  •.  ■■  ■  .      '  .•     U-l-:. 

■.  »O   j^  -11 -.     ß,.    d     0.-         '     •>•■:  ).       f- ■•••■;?:■•"■ 


/■'      ■     ■    i        .  •    .   ^!       .       .. '        '•      ...,..-■.    ty 


u«   S»  W«  II 


Demnach  ist  ¥on;  diesen  das  ^2rtt  fitied'.      \      \      .    , 

« 


111 

uiitl  das  {lri-l)ie 

also,  trenn  man  diese  geomotrUchen  Reihen  in  nnt|;ekchrler Fol^e 
fSummiit , 

jenes  Glied  =     ■  — '  ^ = +  t«,' 


Uitliin   ist  die  gemeinsanie  Krenee,   welcher  slimmt 
liehe  Glieder  zustreben,  oder  der  die  Reihe  zustrt^ht, 

laeiulich  gleich  dem  Kiveiteu  Gliede  mehr  oder  wenit^er 
dem  Drittel  de«  U  itterxchiedes  heider  An t'angsglicder, 
je  nachdem  das  eiste  oder  zweite  Glied  <Uä  grussere 
■  von  beiden  ist. 

.■  21.  Sonach  braucht  jnun  die  Glieder  der  Zahlenreihe  (in  18.) 
dkdurcli^  dii^s  man  ahivechselnd  das  nrlthmetiKche  und  sjeometri- 
Bche  Mittel  nimmt,  nur  so  weit  zu  berechnen,  hie  eitiniai  die  bei- 
den Schlussglieder  in  der  ersten  oder  grris»eren  Hälfte  der  für 
alle  Glieder  leatgesetzten  Ziflermen^  ühereiostinimen ,  oder  viel- 
mehr, bis  ihr  geometrisches  Mittel  mit  ihrem  arithmetischen  über- 
einstimmt;  da  man  dann  aus  diesen  zwei  Schlussgliedern  blichnt 
leicht  die  Grenzzahl ,  tieuilich  das  Verhältniss  des  Gehrens  xuni 
gestreckten  Winkel,  berechucn  kann,  ßcdieitt  man  sich  der  Lo- 
garithmen, so  kann  man  aus  den  Logarithmen  der  einander  schon 
sattsam  genäherten  Glieder  auf  gleiche  Weise  den  Logarithmen 
der  fraglichen  Grenze  berechnen ;  weil  der  Logarithme  des  geome- 
trischen Mittels  xireier  Zahlen  das  arithmetische  Mittel  der  Loga- 
rithmen dieser  Zahlen  Ist. 

22.  Zu  Wlnkelu.  deren  ^oninmetrisch»  Functionen  leicht  an- 
gchbitr  sind ,  und  mit  denen  man  die  hier  beschriebene  Recbttung 
anheben  kann,  eignen  sich  am  besten  diejenigen  viellen  Theile  des 
gestreckten  Winkels,  deren  Nenner  die  kleinsten  Primzahlen,  'i 
und  3  sind,  d.  i.  die  Hallte  und  das  Drittel  des  gestreckten  Win- 
kels.    Denn  für 

K  —  i  G  =  ß  ist  co»a=;0,  6tocE=l,  taDga=:  j,     .  i  .'.i 
also  ^  =  0,  5  ^  1  ^  O'ä ; 


_:.^..  liegt  aas  Jma^ritanj^dleilälffadea.flesireiekteu 
|V;^,ftktfl^'ZU'Gi«q^>  SQ  iCfb'ittiMi)  folgende  Tafel  wisam- 
laeJDSehüriger  Werthe :,-,,, 


*"^ 


d.;.  ilerAVinhfil 
geairBcLtcr 


0 

0-äS 

0-3O177B7 

03142087 

0-317^865 

0-3180541 

0-3182458 


4'J-3ö7y400!l-a484550 

7  »-4796857  3^5140703 

0-3203643  9-4072181  y-50S6i43 


0-3188il7 
0-318437« 
0-3183417 


{«-5014516 
il-50-250IOi 

[27'l 


Ö-503547Ö 
9-5030244 
y-50-28'J35 


Nun  fSlli  bereits  das  geometriMtbe  Mjttel  0-3]fiHI?ni#v  Ueideii 
näcbst  ftäheren  Glieder  mit  ibrein  vithinetiscbeii  iftbcteiR  *)»  daher 
ISstft  eich  das  Verbältniss  -^  und  aslo  .Loipäithme '&U8  6mi  zivei 
Scfalossgliedem  wte  fo^  befOfJiten.j 

Vorletztes  Glied  0-3183458,  sein  L^arUbme  9-6027627 
Letztes         „     0-31834J7      „  ,,    , 


Unterschied. 65! 

Dessen  Dritfd  .....  821 
Dieses  ab  vom  Letzteir'' 


Daher  die  Gnn^  ^'=0-3lij3d^  ii'^''teg^=  9^ 


__. . ¥«n  dem  Drittel  des  ge- 
streckten V^i^^n^1^■J^^ni^.^^0|t4f^t^faaa  fblgende  Tafel  zusam- 


24. :  Geht  man  aber  siveifen« 
_   reckten  Wink^ 
mengehfiriger  Wert! 


•)     Hier   ist  3  =  (MJ001919 , 
uS(l'''n;=fr«d(l(fc004S-:v.'  '     ■' 


,    aUi)    -=0-00060.. 


&» 


TTJITTO 


Anzahl 

der    • 

Winlcelhalbi- 
rungen. 


7    « 


dih,  derWnk^y 

a  ist  dert » »4  i^te 
Theil  des 

ffesüreckteo. 

'',  *?    »irTt  Mir; 


;::  .0  i*»H 


r--  i^srnf^'jsrr   .fY 


pi.^vi- 


i  'tt!V?.i< 


p« 


w 


i-J-UlllHi 


r.:i'  U      ?0^ 


% 


L 


\'i  \\\  t: 


ili. 


Host 


ogp 


\ogq 


l 


aI. 


1 

"r 

3 

"■■4     ; 
5 
6 


f 


-i»r^3'M  Mi«2i||||i)9| 


6 


•  24 


'      i    48 

06 

192 


0-2886751 


0^3849^02» 
0-33333dä9' 


»iffif-Sübsiää 


0-3164897  0-3f  9^  ^;^00^96 


02fl85a72 
0« 


'wvms 


I 


0-902^  p- 

^^26b49 


t^-'it*ii(t 


§•5078225 


0-3178552 
0äl8I962 

,Uit^  iOi|ill;illlMM«l^ikd^««^  Mittel  0*3183240  der  bei- 

(^ikyr^%l(;^,jH^^  'Dahei^find*! 

]|iwi;ftii9»/^(e^iftS^^  den  ,zivä 


MAseA^mbjircAIdigpuXiefBteQ^ 


Xi 


;   ?    ,  \  :    9 


A  ■■• 


bleibt  die  Grenze  ^^-^Mm^nit^k  |  =  ^B(tefe®^''*''^ 

2Si  'fe^^iöt    demnach  „ml^^^^  UnsicJiei^Wt  der 

letzte^iJQleciiiialziffer  >      ' 


n«r 


,*}i 


das  Verhältniss     ''  ~  =  0-3I8ä098 


.;  » 


■  «    ! 


ioÄ  4  =9-5028499. 

*Ji.«iJ>i>  tili     •*jiu«U 


Fuhrt  man  die  Rechnung  in  mehr  Decimalen  aus ,  so  findet  man 

O^SJfflO  «886f  837&B 


e 


log ^  =  980285  01273  05866. 


rtftfjo  »ü 


■  %* 


■*)    Hier    bat    man    «  =  <H)00085a,    »I  =  0-3lß,.„|rii«,c_i  (WXMJJP: 

und  —_  0-0000000091. 
m  — 


» 
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Daher  ist  ileT<6ehf«ii  — 

r  =  0.3I8309UK6  G  in  geeitreckten  WitiMi  MMgedrOckt 
=  0.(>36fiiy77>  fi  ,.  rechten  „       ,         „         ^ 

-    t;7  O0Pi77flU  l'r^ilnn  I^UIllltf     I'iM'mI        .tX 

=  ä;n7'44'80ti"     „  »radeo,  EUid.  «.^««^lur  ;i..,i   wu  » 
:  206-204-806"       „  Secuudeo         ■';''"  '""''■'■<!;  "Hi*  ''•*M 

■••'■  V. 

Der  tjtifit£A  als  tiViiinfceieJJiheit. 

26.  Da  der  Gehren  ein  bestimmter  Winkel  ist,  so  ist  er  eben 
so  nie  jeder  andere  bestimmte  Winkel,  wie  der  $;estreckte  und 
der  rechte  Winkel  nnd  der  Grad,  znr  Messung  aller  übrigen 
Winkel  geeignet,  und  sogar  in  den  buberen  goiiiojaetrischen  Kech- 
nongen  die  gewrihnliche  Messeinheit  der  Winkel. 

Nimmt  man  den  Gebren  F  zur  Winkeicinheit,  so  ivird  der' 
'  Zahlwerth  des  gestreckten  Winkels,  also  das  Verhältniss  ~  des 
gestreckten  Winkels  G  zum  Gehren  F,  das  ist  das  umgekehrte  des 
früheren  Verbälfnissea  y;,  des  Gehrens  F  zum  gestreckten  Win- 
kel G,  von  ihrem  ersten  aus  fi  ihr  liehen  Berechner  Ludolph  von 
Köln    die    Ludojphische    Zahl    genannt,    und   stets  mit  dem 

BadMtofteB  %  beeeicbnet,  aIw '■&  «c  n  gcslstst.      '■  ><   ■■  -  ■< 
Aof' diese  Weise  ist  Dach  niMecemobl^nRAchnuDgsergebnigw 


log^=logi  =  9-502850127305886; 

und  hieraus  folgt  dureh-VmlirfruDg  &r<'B«Mg<derLudolphischea 
Zahl  und  ihres  Logtu'üthicea : 

' -  ■"■■  ■  ■  ■  |'wv=3-iiiäö'Ä:^:'ri:!;::':;r;',,,..;l 

l>ttV6H  den  G«br^  fatugedrflcki  diet  an^e^eASen'lst  ,d«b.iiacb 
■■'■■■     ■'    der.  rechte  ■VVtnitel     ,     ^'~'s'j^r:.iS-^'..'i! -'\''u^\llt 


40» 

I  » 

der  ToU«  Winkel    2G;t=iItm^i^P^x^  h 


« j 


.    ■      \       t  ]      ^V-(  #lit:^^J  ^  ^ 


:.•'.■■«*;■■•  .  •'    ..     .  .'J    • 

27.  Bisher  nahmen  wir  die  Wifike]  selbst«  iipgeraessen ,  in 
Betrachtung  und  bezeichneten  sie 'durch  ^Buchstaben.  DenkeUv  wir 
sie  uns  nun  du rcb '^ Ae»  €^refl'lA0Jii^iiie6s^'aÄd  lassen  wir  die 
früher  gebrauchten  Buchstaben, «..^ Cr,  R,  F  gp^enwürtig  die  Zahl- 
werthe  der  Winkel  vorstellen.    Dann  :M;       . 

der  Gehren  P  =;;:  1 , 

der  gestreckyte  Wintel    G  =  7t, 

der  volle  Winket     * ''  4ä'=  2G  =  2jr, 

h\  '■:■    »•■•-■  ."-'-^  .       ^r~  ■.'••■■:■■...  ^Wylj  • 

^'^26^  -Theüen  nir.  durch  die  obigen  Vergleichangen  (in  12.) 
insgemeiii  dein  Winkel  a,  bo  itfdeii  wir  für  jeden  hinreichend 
kifiuen  Winkel  er 

sinüf  <?^<  tanga, 
undiiiir  ^inen  unendlich  tabnehxnendaK)  Winkel  a 

'''     '''"'"  ■  ■  '■  ■''■•■       "•'  ■.  i:  ""    ',)'..         :      ■    "• 

■■"^'  ■■  ^'    ■'     ^   ■•  B!ii''i^b'S''5  >(htf  ta«^       ■  «'  '■■' 

Man  ersieht  amf»de«^ ersten* blick,  dass  diese  Vergleichiifigeii 
am  einCacksteo  ausfallea»    tf^enft  man  den  Gehren  zur  vVinfcelein- 
hieh  macht,   ond-  diiäse  Buchstaben  T  und  a  wieder  Wal'tbBabien 
,  vorstellen,  also  1^=1  sein  iässL    Denn  sq  erhält  man 

sm  c;  <  ff  <  tang  a,: 
und  fäTlima^W^^'V:-i:;0:;^w>.  ^  ,    ;         • 


;  !■    'Sj 


P^immt  man  demnach  den  Gehren  cur  WmeieiBbeit,  so  ist 
der  Zahlwerth  jed^S-^f^itj^^n^^yVinl^pis, grosser  ais  sein  Sinus  und 
kleiner  als  seine  Tangente;    .        /'  < 

und  bei  uoendliehem  Abnehmen  d^  Winkels  nähern  sich  sein 
Sions  wachsend; ^tie'iTtfltgetitf^Ebörablielimend. de  Zahlwerthe 
des  Winkels; 

.i.s.:i9d^  {Mi. ^iN^  kleinsten  Winl^eln  sind  die  SicQis  und  Tangenten 
,  den  Zahlwerthen  der  Winkel  gleich. 

Die  letzten  Greuzgieichungen  sind  bekanntlich  die  Grundlage 
der  goniometrischen  )E9ffere}^tiat]onf(,TGes)^tze^  silso^^^^  der  Enl- 
wickelung  der  goniömefriscBen  Functionen  in  Keiheä* 


41* 


39.  Aq4cre  zuweilen  brauehliore  Grens^leicbungea :  erf^bpi 
stC^i';  w'^^iui  inan  in,  den  IrGhertMi  (in  ,I5,J  fiiTJ'  Wd  '/  ihro  Avf 
drück«  nnil  für  4^  xiirh  hoch  ~  einführt    Sa  crb^lt  tban 

0-  Ä      ■        .  ■     .-   ■■      ■i'i.i:! 


undiVcW  man  itllee  umkehrt 


•iJii 


lim  — ^  ;_  sr  :_  liui  - 


fe 


Anwendung    des   Gehreiis   in   der   Kreisreclinung. 

30.  Aus  dieser  ganzen  Darstelluiig  ersieht  mao  nun,  dasx 
und  wie  die  ^esannnte  niedere  und  liühere  iToniomelrie  ohne  jvoe 
untvissenschaftlifhe  Ginmengun?  'Ats-  Kreisbn^kns' i  sb^hatHÜell 
werden  kann.  Zum  Sclilusse  soll  hier  nur  nuch  gewissen  werden, 
wie  die  so  eben  gegebene  Lehre  vom  Gehren  soivohl  in  der  Recti- 
fication  der  Kreisbogen  und  Kreislinien  «ts  aucli  in  der  Quadratur 
der  Kreisausschnitte  und  Kreise  sich  anwenden  läpst- 

31.  Rectification  der  Kreisbogen  und  iQuadratur. 
der  Kreisausäcbnitte. 

Sei  a  die  Lüuge  eines  mit  defn  Halbmesser  r  beschriebenen 
Kreisbogens,  a  der  ihm  angebürige  Winkel  am  Mittelpunkte  unil 
S  der  PIcichenrnhalt    des  ihm   entsiirecbenden    Kreisausschnittes. 

Man  betrachte  vom  Winkel  a  einen  beliebigen'  Theit-,  halbire 
ihn,  bezeielipe  eine  solche  Hälfte  mit  a  und  liihre  die  Sehne  des 

Halbii     ^ 

halbirt  wird.  Dann  kann  diese  Halbirungslinie  an  einer  jeden 
solchen  Winkdhä)rte<'to  als  Anfän^sschenkt^l  U^fl tiauptiiröjections- 
axe  angesehen  'werden.  Mithin  ist  des  als  Eudschenkel  von  a 
vorlindigen  Halbmessers  r  Mauiitprojectlon  der  Abstand  der  Sehne 
vom  MittelponMe  also  rCosm,  und  seitie  Nebenjirujection  die} 
Sehne  daher  =:rsinu);  folglich  der  Fliicheninhalt  des  von  di 
drei  Strecken  gebildeten  rechtwinkligen  Dreieckes  '  ■. 

^^  i^rcos«  .rsina  ;=  Jr^sinwooaw  i^i  Jr^ailiSob.    . 

Mitbin  ist  die  ganze  Sehne  — 'Jrsinw  und  der  H^clieninliaft 
des  von  ihr  und  von  den,  ihren  ^renzpunkten  angehilrigen  Halb- 
messern begrenzten  gleich  sc  faenkligcb  Dreieckes 


m 

.  ut  die  aus  i&nen  zusaniin entsetzt«,  und  dem  KreiabtHtflo  a  ein- 
geacnnebene  gebrochei^e  Linie 

«"•d  der  t'iächeniDhait  des  von  ihr  tDfcitimidal^p.dsm- WtaJkel'W 
als  Scnenfcel  dieaenden  Halbmessern  begrenzten,  dem  Kreisaus- 
schnitt« S  eingeschriebeoflDlViel«(1^8''  ■' "i^  , 

=  Ir=(ein2»¥ara2<»'  +  8in2<j"$sm-i»"'  +  ...). 

LSsst   man   nun  sämmtliche  Winkel th eile'  o>,  a,  a"...  unend- 

die  Grsnz« 


lieh  «bbehmeo,  so  4st  d«  Krei«boge«'  dtöiGftEiüe  der  ibm'ringe- 
scbnebenen  gebtadiraieifl<iW*,  mffder^rdBahaachnitt  die  Grenze 


des  ihm  eingesclffliiDenen  Vieleckes,  nemlTch  fflr 
lim  (lo,  Ol',  »"...)  =  0 


g  n  I)  H  fh  -j'? 


=  4iiii^r'^'Boi  +sin-eo'*  if  sin  »"+ . . .), 


-iH-jJI  v>l.  11'  td.ivMn  (f)iil'.i)  !«..'  'i')' ■,;  ■■»■■;.-  -,. ,-  ,..;..  .,:,j 

ist,  mit  ci,  ana'tbeilen  sie  durch  ^u-f-Sio'-f  Sm"....     Da  erbaiten 

uanodahjjjüüd 

.  .H-jJliiidj«^!    -L 
noU  titify'f'.    li'i 

(i9l.-.i    lo.il'j    'n;    '.iviJi;2.';/i(i(llfiH    ;.?.Ü(   ^i/i^.J    .iiij*(     .<■■>"     uailj-.l. 


lim 

..+»■+.• 

+   .. 

ro-  +  2i 

«in»" 

+  ....■ 

'''"'«iiiii 

.+B,n 

2"'-fl 

iiii-Jo 

•  +  .... 

eine  gemeinschaftliche  Grenze,   nemlich  den  Gehren  P;  daher  ist 
diesem  atfett'tk^'Mittel  '^MDk,<i'and  :  sofort  erbäl*? mair  dtie  I;Snge 

*1iiäür,.,.,  I,,.,.  „.!-,•  ■,!.,  ,..„   ..l,,  :.<  „:,,.;u 

•dliiH  icj;iii;'.d-i';ii«  ri-,i^.iii.U'':ii-L-«  ■;.'     ■:- '  ^  ■■  ■   -i'-    ■' ■  ■     i^i 


m    . 

Hod  den  FHU^heAinbalt  des  Kreteausschnittefi 


■.•    *         ■  r.  X 

Ma.n  berechDet  demnach  die  Länge  eines  Kreisbo- 
gen s^  wenn  man  ttut  dem  ZaUwerthe  seines  durch  den  Gehren 
gemessenen  Winkels  am  Mittelpunkte  den  Halbmesser  multipiicirt 

3^  Noch  ist  hier  folgefHl^-^ahmehmung  von  Wichtigkeit 
Für  a  =  P  wird  a  =  r.  , 

Winkel  auch  derjenige  Winkel,  dessen  bestimmender 
Kreisbogen  so  lang  wie  se^%  Halbmesser  ist  '^)« 

33-   Rectif^%^i^fd|f  ICrgisJjiii^Y^^^ 
de«  Kreides«     ,  ,  ^  ,  ,    .^ 

Lassen  wir  iti  den  letzteTl  xlusdrücken  von  a  tind  S  den  Wiir* 
kel.tt  am  Mittelpunkte  in  einen  vollen  =  2 ttP  übergehen »  und 
bezeichnen  wir  aie  Lange  der  Kreislinie  mit  C  und  den  Flächen- 
inhalt des  Kreises  mit  K;  so  wird 

Lassen   wir  noch  12  delil  thiraM^l^i''*d^^'^K¥^fyiR^ 

daniif^ist.  r^ttS,  drfie»^n^^    ...fiffv    :')V-\.(Oy\ 


r  •!  ■ '      '  '  > 


34.    Die  erstere  Gleichung  gibt  tmchrj^jss  n^\         .;^     iv^ , 

Mithin  ist  die  Ludolphlsehe  Zahl  »  auch  das  Ver- 
hältniss  jeder  Kreislinie  zu  ihrem  Durchmesser,  oder 
das  sopnannte  K.reisverhältniss;  i^ 'Weicht  BMeütlMj^^^^^ 
eigentlich  ge wohnlich  in  der  Geometrie  voriirommt. 


7    '*fn^fo<«dr'>:>  oL  sönß^'JO'] 


!  I 


ü:;  ''i  li!  .     '     "M  '        ff        •■♦  ■  »/. 


''     5,' r      '■ 


1  Vir,-- »         M^nsiew  €.'  S,  M6\nts^tew; 

ProfeMear  des  Math,  ä  l'UniTersit^  d'Upfal. 

bau      ^  >:''rU^-.,^  J   K'  :         .  }l    .:r       .;^-  li^     ■;»!        j     ^' ..     H- 


,■■     .■*  '.  <\ 


.  '  ■'■»  i^. 


^p^^l^oiir  ddcider  la  con?ergeDce  4'qo^  s^rie   . 

Mr.  Cauchy  a  proposä^  le  th^or^me   siUTaot  (Exerc.  de  Math. 
Tom.  II.  pag.  230.) :   n. 

,^La  Serie  (1),  doDt  tous  les  terme$  80Dt  po^itifs^  est  conver- 
gente^  lorsque  des  vafeurs  infinies  de  n  r^uisent  toujours  h. 
z^ro  noD  seulemest^lerprodnit 
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l^r^^PQK^^PB  le  nTAdnii  >  » 


fii+^.A«)    .......    (3) 

,,petit  ane  Tod  Toudra.  La  mdme  Si^iAe  est'dtrergeote^;  i^paaS 
, Je  proaait  (2)  diff^re  seDsiblemeot  de  z^ro ,  et  devient  sup^rieur 
,yk  noe  certaioe  «nanttt^  Aj  tonte«  les  fois  qu'on  attrione  an 
,»iMMnbre  n  des  Taieüra  coosid^rables  et  supörieures  ä  noe  limite 
^^doDD^e." 

Noiis  doDDeroDS  dans  la  notepr^sente  nae  extensioD  tr^s  im- 
portaote  de  ce  th^r^me.  —»<**-- 


§.2. 

Pour  cela  nons  d^mootrerons  en  prämier  iieu  les  trois  th^- 
rtees  siÜTaots. 

27* 


m 

ia  i»  togurithue  Näit^rleii  d«>«,  «i  eq^-psanit  v      .:'..- '~ 
on  aura  tottjoar.B  _      ;   ';  •' 

■8aitiine-'quÄ*t4<*fö%?trT«:  '    •- 

Dimonttration.  Paar  toates  les  valeurs positives  de ;c.0Da 

c'est  ä  dire  •         , 

Cette  formule  donoe  irora^iatemeDt 


d'oü,  «D  prenavf  les  logari^mfls,     '         - 

et  h  l'aide  de  (5) 

De  cette  fonnde  od  aim  '  '       ~'  -   > 

et,  en  pAD&nt  les  logarUhmeS, 

d*on  encore,  ä  l'aide  de  (5),   '       ^ 


i>(»+i)-/>.»<. 


I     . 

.In.Pn' 


La  fonnule  (4)  ^tant  ainsi  d^montr^e  pour  p=|l  *et  />==2,  il 
isMIt^ädth^H^nii^Dt  ^&  fkm-folt  %ü^lte^  k  «ilibor«  N^tt  poiif  p  + 1, 
si  eile  est  irale  ^ifi^'^. '  Süp^sdm^  ^^Idt^  ^qd^i  est  tmiepout 

etV'^o  prenaotyil^lag|trl^li|ilM;^  >  -^  '    ^ '      v  i  r  v;  ^    ^ 

c'est  ä  dire  le  meme  r^sultat  fue  c^liii  de  (4)^  en  y.inettaDt  p+l 
m  Heu  de  p.  ^^  C.  0-  F.  D. 

Theoreme  II.  Leä  m^mes  choses  ^tant  siippos^eB 
qac^  daos  le  thöor^me  I.^  on  a  touj  ours 

DSmonstratip^J  Efa^t  j^<  posltif  ei  inf^riettr  ä  1  on  a 

d*bü  Ton  Toit  ^ue  -t^t^fi^-«!^) tstuae;  quiMPtfi^  positive  et  supe^^ 
ä  x»  c'est  ä  dire  qde    - 

A  l^äide  de  cette  formiiley  dtaot 

1  ' 

/«— /(n— 1)=    —    /(l )>:  iK 

a 


OD  aura 


tl 


*.  >  V     jr'     ♦*,    '  /      --  -       '.     ;  -  ,  '     ''" 


ou  ce  qui  est  la-nitoie;'^oie 

d'afii  en  prenant  les  loganttiia<e6^k  ^  —    ' 


:r--.[,-- 


*  X 


U4^ 


>a  -  /«(n-1)  >  -  i(l  ^,  4-). 


*iil>  •£  7fi^ 


et  de  plus,  en  vertu  de  (10)» 


1 


/      ■     5 


AiDsi   la  formule  (9)  ^^taut  d^montnle  ^pout   p^^ly    il  suffit 
actuelleniept  de  Mt^  vtÄri   io^kiäktttt^ioufpyMe  «ubsisfe 
poui:  p+1»    Suppo^opfif  doD<^  quelle  soit  vraie  pour  ;»; 


encore 
OD  aura 


'^''"^^-nM..A.^p^J  >  ^'^(^^■■■■m' 


d'oü,  en  prcalifal^ief  logiirftfai^         aura 
et  eofin  ä  raide  d*  (10) 


c*est  ä  dire  le  meme  rösultat  que  celui  de  (10"^)»   en  y  mettant 

Theoreme  111.   Les  m^mes  choses  ^tant  supposees 
dans  leA'ihfar^mei;  |nr)^4ldeutsg>»«ftt^te^uj 


qne 

toutps  les  fois  que  a>l.  -^ 

D ^m onstra ti on.    En  Tertu  de  )a  fonirale  cohbiie 

OD  voit  facilement  que  pour  toutes  les  valeurs  positives  deWW^ 
Mais  la  formule  (9)  don|iei^j.-3„;^-^^^.,j^y  «  (i)  .o*f,  ,L.-J  '- 

d*OÜ  il  Suit  ^^K^7irii  i^^f'-'j-r  .>;!iiJjjiM'*'   rjv^^   ^n^m-^i^  ''■' 


> 


«1e«t  i^  dire 


Cette  formule  el^väe  a  1 — a  donnera»  toutetpis  que  ff>l,  ' 

I  ' 

.      [/(P)ii]*"^^c»-'»-v^^»<[/(P)(li— 1)]*"", 


n./n... ^-.««. (/*)»)«  ^  a-rl 


§.  3. 


A  Taide  4«anJP?rmiäf^S\(4)  eitlt)^^  i^^^  tres 

facilement,  ()u'en  posänt 

^         (m+A:)J(m+Ä)./»(m+Ä).../(J»~»)rm+Ä):(/^)(m+ifc))« 
tif),la  sörie 

«0,      ««1>      «2*      «8,  ....>*/     .      i      J--i^    (li5> 


X  <  5f^  -ijti,.  oj    ::  -'vi  ^-'^i^io.) 


est  diverifente  pout  ijt^l,  et  convergisnte  pour  «>1. 

A)  La  sörie  (13}  eüi  divMgente  pour  «^1.  D^signons 
par  Sj^^  IdL  somnie  de  ^'  piremierJ  termes  ie  la  sörie  (13),   cest 

«t  faisoiw  dans  (4)  n  snccessWe  ögaPl""*»  (ö)  alufrnol  ci  aisM 
eo  a|^tttan.t  le9  resultats  iHMia  aurons  Uub  Uimh 


4H       . 

te  qui  Iril  ™r  q|f9i£^^,^jyt]M^^i]iMqsum»i«M«l<»dl*>^jB 
mnniD«  <$/'  cr^it  elle>in4me  au  del&  de  tonte  hn(ite,  d'oü  il  siül 
Bricessairemettt  qii^' 1t^!s0i>Je'^^   makSgaiii'^m  «=1;  (4)« 

B)  La  sörie  (13)  ««t  convergente  ponr  «>K"*SÜ»oBi 
dans  (li)  R  BuccessiTe  <gal  i 
,  «<■       ...f'<' 

m+i,  ni-f£-|-l,  ni4-i+2,  .. ..ml *+r  — 1;   , 

en  ajoutant  ies  r^snltats  nous  obtiendnins 

tt^  en  [tassant  ä  la  liniite  pour  i  (a  ^taot  !>  i)>.  op,.SHEt^|t  ^^  .li 

{MOt  ufie  valeur  qaelconque  de  r.  Gelte  formule  ayant  )iie^^ 
mrie  (13)  ne  pourra  qu'ötre  convorgeote  pour  «>!.  ,    ,j^^ 

Ed  vertu  de  ce  qae  notu;  renoDS  de  prouTer,  nons  ponyosi 
demontrer  Ies  proptwttians  «mivaMM.  ■    < ,   ■;  -.i*    ».    ir.  ■  • 

Tkeorhme  IV.    SoU  pr(hpt>j»4e,la  s'^rte  iDfinie 

,,  ..  Uft,-«i,  ni,.,.f«',..:^,i( ,«,...,;.  ä^;,^  ■,(U).u 

^'it  ezi«t»  UD  nombre,eii,t|#j;i^.tei  ,que  jton.^euLanwi/t 
la  lintite  dn  produit  ' 

mais  eneore  Celle  du  prodnit  ^ 

n./n./*n..../IP~»)n.{;ii')n)'Ha;    ..    .^    ,.((1^^ 

s'evaDouit  pour  n^=i:a,  A-d^bignant  i^ne  qnaotit^  posi- 
t\yf  aussi  petite  i^e  I'.^d  VQ.^dri^a  maUjidetermin^e, 
]ii'8£iie(14)  sefk  copveFgeeie;,si  an  cpotraire  la  limite 
dn  prodnit  (15)  differe  sensibHineDt  de  zt^ro,  la  rn^me 
Serie   sera  divergente  f^uppos^^ue  toua  ees  terioes 

ls<rient.do-in«i«c  sTj^n«)-   "    ''i      '  "'   '."',',  ".','  ,  '?,"'',"', 

^.1  J^ir^ft^nsiTatiön.  .A)  Stappnmu  ^t'r«n>ressiniiil(l6)s'<^>rr 
jifliiaif)  t^ujflu^  pour';ni3xx>i  e(id^cü?ioD6'par  i&i  la 'sonin»  A«'« 
jW^ifl^is  tw-nos  de.laHän«(M>.,oBoifeilt'lQphiti^Dd'd«S0c«di]ifti  ' 

V(w)  .Mb,  9i(n-H)W"4iJ  v(«+2>-Mii+i.  ....^(n-t^n— JJ'.tW+ntJ-l'.' 


iV  devieDdra  nul  pour  n  =  oo .    iTaillears  on  Voit   aisenient  que 
.4lli4lf treblQ^'  vi  >-  «^  i=  q  -^  i ..-'  <v  ^  i r*  7  n  o o  .it  ^'  o  (M)  *»  i  i'  ^  p.  ^  vi  . ( W 

£^  .b'2B  o  ■/  i  >^.  '^^  ^  •«  y  I'  rt  ^^  ( f  i'^  pmih 

Sn-{-m  —  Sn 

sera  infärieure  au  produit 


4  --    n 


3ui  8*evaDouit   pour  n=:=ap,   ouelque  ffrand.qu^  Wit  m   (en.  Yi^rta 
«^ie  (14)  sera  donc  eUenneme  «om^i^rg^nift», 


^  Supposon^  eu  secopa  Heu  qöepourn==<x)  Texpression  (15) 


qinerejs^sii] 

s^rie  (14)  ätapf  sn^pos24 


du  mjline  signe»  la  difference  Sn^m — Sn 
surpassera  I?  prodüit  ■■         ■* 


öu.  riou^  avons  ppsö»  pour  ab|!^<^]i;>  j^ ,^pra«^iis  r 

•      ■ 

Oddid;  cominie  le  •  produit- '  (19)  ^eroltfa«  Indefinitnent  ^  avec.  21t ,  attendu 
'    OH«;  la  s4t\e  (13)  pour  iie=dL  est  difFenreDte,.  il  est  clair.que.l^  a^ri^ 

^Vi^^cNj^^i^^^fe^rÄifew^dtm  ^  '',;-? 

c,  Q.  F.  d: 

^^^thäore7ne  Vl^  l&fäirt 'pr^tfpös*^  d4ke\s 

S0^f)pour  w^flD  ^'^^i  ^•^;-    >^  ;    ^-^   -•   -•.^'    ^-^  ^^   ; 


.'    '    !  ,  .  '^   -'  -',        '.♦  »  7  r>  Ä 


Wn  p  est  un  enti^r;'ia  serie  (19)  ,Sy<9,rx^'  jpQi^>v^igiBfptevH>M 
existe  un  tel  p  ^ue  «  —  1  est  uoe^quantite  positive, 
•^^^ ^ffSj^^^^ifm^i^d^mmni\{d^  k^^tjo^;^  äti-^icöi^wkUe  la 
ons&iiftiiftffiffJ«!  %4(Sir&;qdiflrieüL$eii^t^  <«^f  vp04»*<  4}tt^^ti!ttr^i^Wls 
4raj$iM» .^leM  dii  in^^  I&  ^<  «»i  g  H^  »' tt>« xl  s#e  «ii  i^^  ip^i  W!^ 
a  —  1  devi^nt  une  quantite  negative  sensiblement  dif- 


p^monstration.  ÄS  Snppötfons  u — I=:e,  t  ^tant  positif 
et  diff^rent  de  zöro;  dotic  la  fonnole  (20)  doDoe  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  n 


c'est  ä  dire  ^  ..^ 


i'f  - 


'  • '  1 


<wi  ce  qui'est  la  in^^lne  dies»  "^'t     ..   .v^t  ••>  - 


I  • 


Mals   t  etent  peraitif  i't*  BeiMlM^äli^titdlffilhMt'^  t^ro,  e«'^t 

poser  ,/ 


I 


oü  d  et  8'  sonttous  les  deux  positifs  et  sensibbrneÜldiiEiiiepliti^ 
z<$ro.    Od  aura  donc  enfin 

(ÄP)w)^ 

c*est  ä  dire  la  Itmite  da  produit  (1^  s^^vanoalt  pour  n  =  oo ;  d'oA 
il  mit  (Theor.  IV.)  que  la  särie  (19)  est  coDvergente  dans  le  cas 
oü  a — 1  est  positif  et  diff^reot  de  zü^ro.   *  § 

B)  Supposons  en  second  fieä  que  6; — Is — t/e^taDt  poflitif 
et  seosiblement  diffireot  de  zäro.    La  ,(ormule  (20)  doDoe  fff 


c'est  k  dire 


^i=:'(|tf»»^ii*r-^^- 


ou  eofio  

kn.n. In . . .  .ßP-^)n  .  fip)n  =  (/(i»)n)'. 

'^'.'    V  » t*,"    \  i  ;'7«*.t.i..  Vm>j.  ^'-ol^iU   :\'i\'.^-i'*'^  )U'\  *:i'»  (sn!  Tpito/l      * 

Alriyrf'ijt 'iiifttte  ^^py<^dii[ii  (w^iifeitif  difl«i^t<^ dt^'i(#ri? ' 

du  th^oreme  IV.,    qüe  ia  stfrte  (Ifl^Äi^^diV^^^I^^^Mp^    . 
tons  les  termes  soient  du  m^iiD^  ^^Ifoe),  si  er — ]  est  n^gatif  et  Mi* 
sfUemenC  diff^ent  de  z^ro.       -  ^  C.  Q.  P.  D*  '     { 


• 


un       ■..(  .         ,Jii-.,if|»]  h'Ä 


m 


§.  i^      ■       ■'  ■  ■  . 


\  ■  ■ 


Le  thäor^me/que  nous  venoos  de  dömontrer.  De  fait  en  etfet 
que  relever  les  T^pes  pour  discenier  la  coiivergence  des  söries 
infinies,  qui  si  trotivenit  expostfes  en  detail  dans  un  Memoire  ex- 
celleDt  de  M.  Bertrand  fdaDS  le  Journ.  de  Math,  par  M.  I^iod- 
ville.  Tom.  7.  pag.  35.).  Ces  r^gles  coDstituent^  comme  od  sali, 
iiD  criterium  tr^s  gänöral  pour  le  cas  exceptionel 

llm.*^=ri; 

Un  ' 

ä  Taide  duquel  od  pourra  le  pla&  mm¥^i-'d4iAdMf  ,i  a'il  y  %  ceii> 
vergence  ou  divergence.  Mais  <$taDt  loDdöes  essentiellemeDt  sur 
les  formules  (4)>t(liy,  dcAVlä'd^ddctioB  ä  «^i^  jusqu'ä  präseot 
le  secours  du  calcul  lut^gral,  elles  n'ont  pu  ^tre  propos^es  cod- 
joiotemeat  avec  tes  iMütrco  propi^itl^lis^l^meiitM'^es  surles  suitfoe 
lufinies. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  important  dans  la  note  präsente  c'est 

3ue  Dous  aVöos  dembntrö  to  ^ttes  formules  (4)  et  (11)  saos  secours 
n  calcul  iDt^^ral  et  par  cela  donn^  aux  r^gles  de  M.  Bertraud 
leur  place  mMU^  dans  la  tUorie  ölämeBtaice  des  suites. 


\ 


JSLmam. 


M.-     .,        .  •  *  ♦! 


Heber  die  höheren  INfferenzIalQuo- 
tleiiten  bellelifiirci*  FunktloiiaK  des 

liOgaritlimiifi. 

Von  dem  .    .  i   - 

Herrn  Professor  Dr*  O;  Schlö  milch 

an  der  Uoiv«r«ltll  nt  JoAu  '-^' 


....•i-  ..JL' 


ReÄnt  man  die  successiven  ÜifferenzialquotienteD  /'(;0'/^(O> 
^l)#  f^iJ"^^  »^fft^J^^O  |;««Jf*>^  W^ftWi  lÄ?JD\,lii^aWlA^n 

^^i'^^W'l  jVW^fllf  ö^<Vflftr  "W^V^^         -r  •  I  ,\     ,  .    -  j»      UUVl^'iii    015» 

auf  folgeude  sehr  eiofache  Weise  ableiten. 


frSr 


^.  ■  :•.  ..•  -  •  .■:  ■•  •    .-.    ■■■^   ■ 

ex  ox  dz       Ca:  x 

ocler 


■  ■  i      ■.«'  : 


^2  =  _^j/'(&)_/-(ir)|. 

$Qira«rto  Differenzii^ioiieo  führen  Hattet 'zu  dea^-Gteichungeif:  '^  ' 


u.  s.  w. 


.  ;  :.5. 


Man  aghliesst  hierfius^   dass  der  nt^  JClifferenzialquotient  ^t^^^ 
f{lx)  untenolgender  Form  stehen  werde: 


.-;a».  -j..'-  r-.       .    .    .  .     -  "■•    ödt^J  --v   vtfji    ■■-iJi-j.  '     ',.   •-• 


^  ■;,■     i  .»?..  ^. .'.-.;.'  d/ 


■^  »      •  *^'  t-yr     .xrnr.  ,■;        ».,'-.  »4i.    JEj'^ 


«i'Ql^in  Ji»  ^3,  .-.^Jn  gewiase  numerisciie  Coeffi^ptep  bedeiiijp!^^ 
"Es  ist  in  der  That  s^epr  lejc|it.  ,/sifiii  ]^ittel9^t:  4^ /^^  X^^ 

n  iatif  n-f-1  ^oi^  ^^^i*  formeireii  Kichtigkeit  der  Thdukionsch  abj^^^" 
leiteten  Gleichung  (1)  zu  .überzcmgenM        t 

Um  nun  die  Werth^  der  g^anntefa  Cöeffizienten  zu  bestimme?^' 
braucht  man  blos  zu  bemerken,,  dass ,  di^s0lb[^  ;ipr  durch ..ihjirf 
Stellung  bedingt  sind,  keineswegs  aber  von  der  Natur  der  Funktid^* 
f(z)  ooer  f(la:)  abhängen,  dass  folglich  diese  n  unbekannt^J* 
Gröl 


rossen  ganz  im  Allgemeinen  bestimmt  sind,  wenn  man  sie  (£^^ 
irgend  eine  spezielle  Form  von  /(z)  ermittelt  hat  Cm  aber  ij/i^'i 
Letztere  bewerkstelligen  zu  können,  wird  es ^itothSS, 'Hi^ /Tfey/lii^ 
solche  Wahl  zu  treffen ,  dass  man  die  auf  beiden  Seiten  der  Gle-^^ 
chnng*  (1)  angedeuteten  Differ^nftläionen  ganz  unmittelbar 
fShren  kann.    Diess  ist  nun  in  de^r  That  der  Fall,  wenn  man 


amtmti  wobei>  eine  beli«UgeieoDWfai>Ceb«d»rilM.'  f^aF^WM^dBiia 
filr  eiD  gaszes  poaitlvea  i 

'aUw  '  . 

Fenwr  Jut  man  umnitUIBÄ 

♦  ■-    .       ■ 

,>.;.:-  .  ■:   ,;_..    „...fm^f-i*-,^     ■   ■'.;..■   ■    ■■■•-  ■;:.  ^ 
äiia  •■'■  -'"  ■■■'■■■■■■-■ 


»■/•(fa) 


=  (-I)«Mf*+l)(f»+2).,,0.fn-l)a: 


Snbstitniren  wir  diesen  Werth  nebst  Dem,  was  sich  ans  der 
vorigei;'6leiidii*ig-filr  Ass:\;  %,,.u  einlebt,  in    die  Glele^tai 

(I),  so  folgt 


oder,  wenn  man  beiderseits  mit  a.  f--*  bebt, 

.   -.-   ■■^:'.-.rl.-.,.:'''.-^(p-t.V)(m  '■         -   .„■■'    ... 

Diese  Relation  unter  den  Grössen  A,,  A^,  ...An  sagt  nns, 
dass  dieselben  mit  den  sogenannten  Fakultätenkoeffizienteo 
identisch  sind,  welche  die  CocrTtzienten  der  successiveo  Poteozen 
von  fi.  bilden,  wenn  man  die  Fakultüt  u(fi-|-I)..  .(^+r— 1)  in  eine 
nacb  steigenden  Potenzen  von  u  fortscn  reiten  de  Reihe  verwandelt, 
WÜJ^  darcn  gewöhnliche  Multiplikation  sescheheii  kann.  Bezeichnen 
Mr  die  FakultätenkoefBzienten  einer  Fakultät  vom  Grade  n  mit  ^  ■ 

iib'ijfm'jedev^i^-^j^.^'f^      ■■\^  ;,,    ,    ,■.■;■■ .,;  ■■,'  ■; 


..±G./W(i^)l. 


m 

da  sicE  die  FakultätenkoefSzieiiten  vermag*  ihrer  co—MwtbWtMi 
Bedentung  independeDt  berechaen  laMen. 

'  Beispielsweis   sei  fßi^i^i   -vtöM  m  eine  ganz   beiieUge 
Grösse  ist ;  es  wird  daDU  för  ein  positives  ganzes  k  ^^ 

folglich 

f"Hixl=si/»i(ixy-^,'  -,  ['■;_.,,  ., 

J>«  r«rii«t  /(b)=  (£];}"  ist,  »o  wftMbt  Mck  jetzt 

.,  ,,  ,  ,.■,...,.  :.,,-!! 

...  +  (-l)^'n'in.C,(tr)"— ) 

Mittelst  dieser  Formel  ISsst  slcl^eiichdei  Ansdrack  [/(l-f;e^3f 
ffir  ganze  positive  m  Du^'dem  TayunüIleR  Theoreme 

,        „F(*+:?)s=/'g»)  +  ?jffi**i^ail*„;..te.,  .;*J^i' 
M  «tne  llelhe  Tenraüdehi,  vent  in^*.' '  ^ 

nD4  k  =  1  Betet.    Es  ist-daaii  tpcb,  dem  Vorigen  "'' ' 


Hier  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  nb  nünilicb  >^fi> 
m   oder  fi>in   ist.     Im   ersten   bleiben  die  Exiion*'i>*<>n  <>>r>l 
• — 2,  ...«1 — n  sümmtlich  positiv  und  grOsser  ms  i^ 


n^^m   oder  fi>in   ist.     Im   ersten   bleiben  die  Ex{ion*'i>*<>n 

n*— 2,  ...«1 — n  sSmr 

her  wirf  för  x~h  =  t 


4» 


J«iil:.lfh     v-ft  .,  i/.l*:^  :?:5i.  (^«♦iJÜ'^^lICSliii«!.^  «;»:..  >5.,:   ....v 


'  •* 


■   ""  <^  ■  t  ■  ,    t        1   -  ■  ä  <  :  •  .   ■  k  .  ' 


wfihreiid  io  allen  übrigen  Gliedern  positive  von  NuU  versobledene 
Exponenten  desr  Zar  :Yx>||co^^^en^  l^J!^,  iVt^E^ 

fit 

Für  n>iii  endlich  faHesn  s^le.^difitjfe^igen  Glieder  weg,  in  wel- 
chen Ix  negative  Exponenten  erhalten  würde  >  weil  bekanntlich 

Wlm+i  =  fflm^  =  7?tf}|-|-3  =  •  . .  =  U 

ist.    Es  reduzirt  sic^  d^lier  dKe\ Formel  <4)  auf  :  .   ,.  ■ 

( 1^Ä— 1  n  B  n 


woraus  für  .t  =  A  =  1  folgt 

7.  F(»)(l)  =  (—l)"»+»m'«imCm,   «>»i. 

Nehmen  wir  jetzt 

so  giebt  das  Taytbr'scI^e^iPieol'eBK  unter  Benutzung  der  unter  (5); 
(6)  und  (7)  gefundeuenV^'^ö  ^  ^ 


oder,  wei^m«'==^l,  tj^^^y^i«^^,^-,^       -  -^ 

8.    [f(Haj)J»es 


.        .    •  a    .  .      ^        iJf  i 


"■^  "    ,~ '»'!■:..*.» 


.v-.v> 


taCs  (l^nve^eDzbetrachJbiiig)  jwau9ii:|^:Mc)|.^a^ 


k<l^  ÄÖtoji  "^Tfceöiilti^  (CdnvergenabefriMi|^ 

die  einfache  Bemerkung ,  dass  die  vorst^lNNMe  ^leielrang  ^e  mi^ 

Potenz  der  folgenden  .  ^^         ?      :,i^i)^>'Jv  A 


.0 


am- 

seiD  muss,  also  nur  so  lange  bestehen  kann,  aber  auch  bestehen 
rousSy  als  die  letztere  ]^n}    Hieraus  folgt  sogleich ,  dass  die  Gfil- 

tigkeit  der  Gleichung  (8)  an  die  Gränisen  :r  =  -|-'l,  x  :=z  — Ige' 
bunden  ist.  ^      ?'       ^^  *       t  ^'    *t     <       -  m 

Für  m  =  2  hat  man  z.  ß.  ..  ,  ^.,:    , 

4  =  3. 2+3. 1+2. 1  =  1.2, 3. (1  +  l  +  L,  U.S.W, 

-      •  .    .  .- .  I    .  •  .  j  »   j.     . 

woraus  man  leicht  das  schön  bekainote 'Resultat  findet: 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (8) 

z 


-     <^^-.t'^t^ 


wo  nun  X  durch  Jedes  beliebige  positive  z  zum  ächten  BnM^^ 
witdf  so  <&rgiebt  sich 


^»  (rfc)  +  ;^  (t^P^^^mmWi^P^^ 

Die  Gleichung  (8)  kann  auch  zur  Transformation  von  ReiA^ 
dienen,  welche  nach  Potenzen  von  7(1+^)  fortschreiten.    Ein  O^ 
sonders  elegantes  Beispiel  hieran  bietet  die  Reihe  für.  den  InU* 
grallogarithmus  dar.    Man  hat  nämlfch  för  jedes  z 

t 


0  '  "        l 

unter  der  Bedingung,  dass  1^^  ^  """^  ?.?*!  i^®*  ?|cb?vi|ii«r 

edes  einzelne  Glied  nach  Formel  (7)  für  9?i=:l,  2,  3,  etc.  in  eine 
leihe   verwandeln.      Vereinißt   mati    hierauf   diejenigen    Gljeder, 
p^che  gleiche  Potenzen  ito-idL)eittUakei)»ii^-gQlfjtngt^niai^ohne  . 
tUe  Schwierigkeit  zu  der  {olgenden  Formel : 


«eriD  irgend  ein  Koeffizient  o»  mitjteist  der  Gleichung 


\      -■.;./'."•     *' 


tiestimmt  wird. 

Vj   Ulli' »*:-..-*-: 


U  \.   »;..^;. ■  .•   ?^5^ 


Si^>li'>l^    ^i'^ni-^ifi  lilUX    t    i±^%iiÄif^    •»^•.••'.-i-'^     -^"'■ft. 


^(^i.  •  ' 


'..i.t- 


tili  ' 


w  -' 


\  ...  :^ 


dem  Heraasgeber. 


;  j  •  ■»  r      jr  i  *  '' 


-ed  ni:T       n^H'^tii-vtioi  (xlT^  m.^.   :>,.,v  =  ;-Vi'^.  /rr:r    '::;  -    .:-n>''^^^ 

Fast  in  aUe9.SflUinmIunfte^\  trigonoi|aetfischer  Aufgaben  kommt 
das  fcageiide*«ffli|e^             ^  J    .         H^u^   -^      t  i    -       > 
,    •       .-' •*     .L   ._-'_«^-_  1. ^ale»  Ebene  in  gerader 

8Sy>J'SJo4eniB9n^di^e».. 
1  IfAnMe^  jmÄaume  M^^^ 


kwenen  Linien  gegen  die  nonzontaie  XiHene ,  in  weicner  cire  ürei 
gi^benen  Punkte  liegen,  gemessen;  :'mdb^>ftt)M  dfb ^Bnhe  wieses 

Theil  VIII.  28 


«4er(M  PUBfctes  üW'iSifr'la  Re^^tftoUbnitiir'fcc^zoiitaieD  Ebs» 
bestimmra.  >        v\^'o' [-■-'_  >-:■■.'..(  ^..^i-i  ■       v 

Unter  'dieser  ))e^ll|$ia^M]  J^«tr^  hpt  die .^iif^abe  nur  einen 
s«hr  gerineen  Werth  fät  die  Praxis.  Dage^eD  scheint  mti  dieselbe  . 
unter  veraTlgeme  inerter  Gestalt  tJfters  eine  Torth  eil  hafte  Anwen^tof 
bei  geodSHscben  Messungen  fiodan,  zu  Linnen,  uod  ich  will  daher 
in  dieser  Abbandtune  Miie  Auuit^Bng  des  fots^pden  altgemMiiei 
Problems  zu  gebcfi  v»0OBh«r^  "i"  '"'■  •■  *";t^"'       '' 

In  drei  durch  ihret/oordinateii  in  Bezug  asf  ein  be- 
liebige» rechtwinkllgesCniirdinatensystem  gegebene« 
Punkten  M,  M„  Mj,  werden  die  ISO"  nicht  (iberstelgenden 
Winkel  gcniesson,  nelche  die  von  deu  drei  gegebeneo 
Punkten  M,  M,,  Hh  nach  einem  bell  ebigen  ^vierten 
Punkte  iViin  Raumegczogenen  Linien  iHiV,  MtN,  M^N 
mit  den  pffsitiren  Theilen  der  dritten  Axen  dreier 
durch  die  Punkte  -W,  ;W, ,  M^  gelegter  dem  primitiTen 
Coordinatensysteme  paralleler  Coordinate  nsysten« 
einschliessen  *):  man  doli  die  Lage  des  Punktes  iV  im 
Baume,  d.  h.  seine  Cnordinaten  in  Bezug  auf  das  iitrn 
Crnnde  ftelegte  Coordinaten»ysteut,  be^timitten. 

Die  gegebenen  redttwinklig^n  Cobrdinaten  ^er  Punkte  M,  Mi, 
Jfa  seien  re8pecH*e  ii     i^  ^ 

a,  fr,  e;    Oj^A^^ks    a,,,  h'  c^f 
und  X,  y,  s  seien   die  gesuchten  Co  ordinalen  des  Pniktes  iV  in 
Bezug  auf  dtfKtetbe  System.    Di*'WOn''den''iitoWB'!  ~' 

mit  den  positiven  Theilen  «feeisr  Jurch  4ie  Punkte  M,  jtfi,  M«  ge- 
legter, den  primitiven  Axen  pfualleler  Ci>oriKnatei}axe^  eiagescntos- 
senen,  IW  nidit' flhersteigMilaii  WiBM'wieii  respt^in 

»0  also  nacfa  den  gemßobte^  Viy'^i^e^Dgen  die  drei  Wink«! 
)*•  h<  4  ^'b  bekannt  angeuommep  «rera^. 

Dies  Toraosgesetzl,  bät'man  nun  offenbar 'die  folgenden  Glei- 
chungen: >■        ■  ,  !-■   i 

und  nach  eiBebi<beklMHM'^lS!^Ci*^d^ir'BnMyt^«fita43ieopnti1e: 
*)    Alio  etwa  .iie  ZMflfadbtaiwM  des  Punktot  JV  im  den  PiwIiM 


2)     <  cos  9?!^  +  cos  tf;i*  +  costi^  =  1 , 

sdh-       -      :       .  ■     .    ^Z,.-:T  ^'^y^^*^    )T-^!^;    tJr--»-^^         ,.  r  ::.     'i- 

prdfir    >-'  .>.    -r  jl"!.  i.*.t-..'.v    :"=■'.   i;-r«>^"*"   ||i;)>--)rJ   V/ ♦'>{><•.  i,  v.  '  :j   ■  ■'     f  »J'.ü 

3)       <  cos  91*  +  cos  lf^*  CB>^j^I||4l*>V      t*,,'-»r    t^'  >i! 


cos  g>a*  +  ^9* ''♦'ä*  v=  *s^o  '2*- 


>  f^^    An^  4den  Sleldfcutigcn  1)^  ^erhält  vikwT  >>  ^  r' ^  ^  <.  ^ 

lcos(Pi  ==. .      ^ ^.   cosfti/i  =         ^     ^ — ; 

r"\'r      /   •  V    a—a^  +  gcoBw    '''V\    ^^  6— ^fc+flcosif;/      ' 

^xj^^i'.    ,  f  C6892-  =Ä    i.'<T^.  f.r    .   liirn^S?  COSnftft  gar  iif  «>  Tr  fin    <       i  ^w  .t   < 

>ei  '•  :  '-^  ..  • ;'  ^         :  .j  .■  a  ;(B»  >•.«:*    »i  S-i    :n\  \       .  ■/  ?  j ;  i(?a    ^ 

iMid  ÄilgUdi  «vegestder  Giekbiipgen  !^  : 

ako  nach  gehöriger  Entwickeli^ng  dieser  Gleichungen ,  mit  Rffck- 
sicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  3) : 

2{(a— ai)  COS  (p+{o— Ol)  COS 'ipi^ 


^     ,  =  Diasin^«—  9«sint«— (a— Ol)»— (6— 61)*, 
6)    <  .  "      .       ,      i 

V     „      iw  ^.   2f(;<y-;^«)co«9)  +  (&^-6a)cosi(;!^ 


Wegen  der  GleichuAgen  1)  ist' 

A^    /j   >^.  .  ^i  .,,tr 


•->■«•■  .<• 


:  .■  -f'  'A'r- 


also 

,  ...       ,        ,     ^=^/c — Ci-tocost)*taneii'^-^ß*sini*,  . , 

^»sint^*  —  ^*sin«*  v  -v 

und  foleliäV  ^<i  'efckif  efjieiletr'^^      derKürsKe' wegen  y    ^ 

^     Ua  -  V(a-ii2)»+(6-fta)*+(c-ea)» 
gesetzt  wird :      '  .  **       • 

28* 


I 

j  ^1^  sin  £j2--^2smt«— (a— Ol)«  —  (h-bi)^  \  coBit^ 

—  ^*  ^sin  i^  cos  ii*— cos  i^  sin  ti*) , 

+  2ft  (c— Ca)  cos  i  sin  t^j^ 

—  fl^,  (sini^  cos  fo* — cos  P  sin  4^) ; 


oder 


I  ^i^sln  ti2  ^^2  sin  P— (a— ai^^—^Ä-  61)2 !  cos  /^^ 

+  2^  (<?— <?i)  co^^^***^t* 
— ^  «in  (i.-Hi)  ^iö  (iVi'i) ,. 

t  l^a^sin  tft*—  ^«sin t2— (a^aa)2-.(6-^a)^  j  cos  rf 

=^  (c— <y^-JSi^co^4?.   ;  ,       .       * 

+  2^  (c— ^c^)  cos  isin4^ 

.   — Q^  sin  (ii'i^sjflii'^i^)' 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

ÜTi  cosii«  =<c— Ci)2 — £1«  cos  ii« 

_  ,  -jr^^CctT-CjIcQ^isinii* 

Äacosti^  =  (c-Cft)2^,J^2co^i»2 

+  ^  (<Pr-<^)  cos  f  sin  4* 

so  ist  nach  6):  v      > 

i2{(a — ai)eos(p  +  (b — 6i)cost/;j^  =:  Äj, 


'  2 1  (a— «2)  c^®  9^  +,  (^ — *a)  c<*s  tf; }  ^  =  ÄTa ; 


folglich 


2g  cos  11;=:»-,     ^°^l!^\~iS'if'      V 

N^  der  ersten, ^eE^G^eic|iui^9D  3)  is,t,  al>er 
(2^  cos  9»)f  +  (2^  cos  tp)*  =  4^«  sin  t« ; 


vt:!- 


vj 


J) 


t  nach  11):      - 

. sin  va  -  i  («-fl«)^i  - («-<ii)^ai«  +  t(6-ft,)/f,-(6-&i)Aral« 

^       |<au_«,)7Sl^)_  (6-61)  (a-«;)i3  ' 

I 

Gleichi^iig  nun  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  q 
tzt  man  der  Kurse  wegen:..,    i  ,^  . 

A   =     (a-ffa){(c— Ci)2— Äi^costi^lcosij« 
(a-ai)  t  {C'-c^—  E^cos  la«  1  cos  /j« , 
B  =     (6— Äa)  ( (c— ci)»— £i*cos  ii«)  cos  i^* 

—  (*— ^i)  ♦  (c— Ca)*  —  £j«co8  i;»«  I  cos  i, «; 
1^1  =      (a— a^(c— CjL)eo8isini|*cost^* 

—  (a— fli)  (c— Ca)  cos  t  sin  tj*  cos  fi* , 
\Bi  =     (6 — Äa)  (c "~  ^1 )  cos  t  sin  i\*  Costa* 

— (Ä— ^)  (€"-»Ca)cos£siD»5i*co»4\*; 

i<a  =  —  (fl — «a)  s*'°  (*+h)  •*'*'  (* — H)  cosia* 
+  («fr— Ol)  sin  (^+ ij)  sin  (i*— t^)  COS  1*1* , 

B^  —  — {b — Äa)  s'o  (*+^i)  sin  (i — h)  cos  i^ 
+  (6— 6i)sin  (t+ii)sin(i— iii)cos(i*; 

venn 

Xi  =        (C— Ci — jEi  COSt'i)  (C— €1  +  £1  cos  fi)  CCjS  ij*, 

j<2  =     (c— Ca— ISa  cos  i^  {c—c^  -f  £^  cos  ^)  cos  1*1* ; 
I  ;i,  =     (c — Ci )  cos  it^vk  ii  *  cos  i^ , 
^     iAa=:     (c— c^)coStBinia*cosii*; 

1*1= — sin  (i+ii)  sin  (t— ii)  cosia*, 
fia  =  —  sin  (t+^)  sin  (t— f'a)  cos  ij* 

wird: 

A  —%i  (a — cfa)  —  «2 («' — «i) > 

15)    ^  ^1  =  ^1  (a— «a)  -*  ^  (ö— «i)  * 

^a  =f4  («— o«) — |tia  (<^-ff  1 ) ; 


V. 


tft'«nii?T-e'sltt»' — («— Ol)*  — (* 

'     f  ,,;    ,,  ,  r  ,tf  2« (fr-HTi) 008 »sin i,"^"""™-        ^ 

-e'(ai»fcos.V'-co--f^— ^       ^ 

I  pa^siD  I2* — 5*910  i" —  (o — fla)" —  (*" 

-t-  2(1  (c— Cj)  cos  z  Bin  J^^^^^^^ 

— p"  (sin  i-a  cos  i,' — c^= :—  * 

9d«r 

+  ap(<v-Ci)co8ti^  »ri 

—  p»sin(t+i|)8i»  ^»- 

t^ario^a— ««Binf»— (a— ffj)» —  ^^CC^- 

+  2p(c^ti)cos£  '■" 

S«lzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

IJCiCosi'i'^^c — Ci)^ — E^^co^       ^^^» 
,,.,,,..,,     ,    -i,',i,iS  = 
K,co«4"  =  (c-c>)'— £j»con   _ 
+  2c(c— _^ 
'  . ;    — e^sJD  ^«-   "~ 

so  ist  nach  6): 


1») 


|2Ko— o,)t 


6,)  et»« 


-•/- 


'  2 1  (n— na)  cos  9J  +  (*— Äj)  co« 


folglich 


11) 


2^  cos  7  = 

2ncosTl/= ("— fa)g. 

(«-«,)  (6_öa) —- 

Nftch  der  ersten  der  Gleichungen  3^ 

(2e  cos  (pjl*  +  (2e  coB  ip)»  =S 


'heil  sich  mitti^lst  def  Pormeln: 


•  •.  • 


/2,   C08  1p2  = *-T^- -.COaU'y 

C— C2+^C0St 

?/,  :  de^  Punkte«  iV  erliSlt  man 


^>"V 


I 

I  ■  .       ■        ■ 

,    d.   h.  wenn    die  drei   gegebenen 
»ene  der  a:i/  liegen »  ^^  >st  im  vor- 


s/V'^ cos  i^*, 


s/\^cost^*; 

• 

•■-.■■  :ö 

-2|)sin(t  —  ix)coBi^^, 

^ 

-  i^)  sin  (t—t^)  cos ti* 

»     1 

-«2)  — Ma(rt-fli).        ,,. 

1 

(■"■    '.     .i'i!,  JM  /f 

1 

-Ä'i)— »a(6— *i)^ 


I  ^1«  sin  ii«  r-  ^*sint«— (a— Ol)«  -  (6-Äi)'  \  ccwt  iViF 

—  ^*  (sp  I?  cos  ii*—  cos  i*  sin  tj*) , 

I  pa^sin  la«—  Q^  sin  ?—  (o— «a)«—  (6— Aa)«}  cos  i^«' 

+  2^  (c-rCa)  cos  isin  t^j^ 

—  p^  (sini^cosfo* — cos  i^sin  t^*) ; 


oder 


•  4'2^(<j— ei)co6fsif>t|* 

t  ^a^sin  4*—  ^«ftin  t2— (aT-cfa)2— (6-^a)« !  cos  ^2 

+  2^  (c-tAä)  cos  i  sin%* 
.   —  ^^sin(i*^iy^ifl(£-^fij).         .. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

Kl  cosli«  =:<c— Ci)2  — £|2cosiia 

4- ^^  (c^C|)  cos  i  sin  ii* 

Ä«  cos  ig^  =  (C— Cft)^ J&^  co$  4^ 

+  2$  (cr-c^)  cos  i  sin  4^ 
— ^  si?  (i+i)  sin  (i—i^ ; 

so  ist  nach  6): 

i  2{  (a — Ol)  cos  (p  +  (6 — bi)  cos  t/;}  ^  =  Äi , 


'  2 1  (a— «a)  cos  g)  +  (6 — 6a)  cos  tf; }  ^  =  ÄTa ; 


folglich 


« —  (g— Ca)  Kl  —  (g— Ol)  J^ 

29  cos  1,;  ^  -  ^^^^^  ^Ü-Äi)-  (6^61)  («-a»)- 


.■■>■■      ■  ':  :  !•>  .-,V\         O  :       ^         -      Vi 


Na^h  der  ersten  ^de^^G^eicbun^tn  3)  ist;  aber 
(2^  cos  9»)f  +  (2^  cos  tp)a  =  4q^  sin  1«; 


•j^ift 


i'  ■-... 


'''% 


U.l     0) 


-) 


also  ist  n^h'liy^xV  -tM  .-^1  .i»     a  ^ 

welche  Gleichmi^  naii  blosä  ooch  <)i^  eine  unbekannte  UrosHe  if 
enthält.  "- :    •,    •■^^:/-  •'^.;j...,>-      ^-^ .-,..-         -  :  , 

Setzt  man,  der  Kurse  wegttni^;,,^  ,:2  »y..  i     .. 


—  (a--ai)  t  (c— Ci)^—  Ifa^cos  la«  ]  cos  ii« , 
B  -  =     (6-^)  ( (c— ci)«— £jl2coö  ii«)  cos  ta* 

1^1  =      (a— aa)(c--Ci)cosi8inli?cps4* 

Bi  =     (6— 6a)'(c-*^i)cosisinti*cos£j2 
-»0      Tn<6-rifti)  (c7TrC2)bcos  f  ^ini^fosi^t^;.     , . 
A^=  —  (a—az)  sin  {t-f t|)  «ii  (t— i^)  co»  i^? 

Ä|  =  -^  (^^^^4)  sin  (i+ii)  sin  (t — ii)  cos  ij* 
+  (Ä—^i)  sin  ((+1^)  sin  (tV^)«<iis  i^* ; 


oder 9  wenn 


f  i.' 


Xjtrr     'ipb— ci— jEi  feos»ii)  (c— Ci  +licosii)c<p^^ 
j^zif  '  (ci^-^«a  cds  ti)  (c— c^  +  JE,  cos  i^  cosi^^ 
J^jL=      (c— ci)iböslÄnii*cösia*, 
^"^^    jAyi=ä^^^tJ^C3^)xbiAÖttia*cosh*^^  ■ 

'fti= — sm (t+ii)  sin(2 — ii) cosia  , 
fia = — sin  (t+ia)  sin  («-r-ia)  cos  i^* 


gesetzt  wird:^  '  r         v   ^ 

15)    <  Ai  =2li  (a*-^  —  Aft  (a— £^) , 


^.\ 


'  t 


16)    {  J5i=ii(6-&a)-A,(6-6i). 


,  >  .•  .V 


i:^:r.. 


Also  wird  io  diesMA  Falle^die  GUidiiiQg^22): 

,. ,.  ^  ^  •  /  i.^-^^^ jF^^T  "im 

32)  0=AA  +  BB+2(ÄA^+BR,-:-'iCi  C,j  q^+(A^A^+BM q", 

und  kann  folglich  Wfe  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  werden. 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  auf  die  ursprüngliche  Gleichaog 
21)  zurück a  so  wird,  dieselbe:  .     v.      <    .  ^  ^  '■ 

3J^.4eiVt=i(i<+i*i^+<i»4^fii^^)*. 
Setzen  wir  also 

34)    Xz=:A+A^Q^,  r=B+B^Q^; 

so  ist  -.  ,    /'       ■;■       '      •'   :'-^   -^'-      ^^-       ■-■ 


«  t- 


i.i 


und  nach  33)  hab^  .^ir  ajso  zur  Bestimmung  , von  JC,   F  die  bei- 
den folgenden  GteicUungen :  '         /  . 

QAN  X'-^A^Y'^B^x^+T^^/  xy./  Yy 

,  -^   .      -       -'^  .. 

Setzen  wir  jetzt 

V 

37)     t7=-|, 
so  werden  diese  Gleichungen 


Aus  der  ersten  Gleichung 


..  ;.'     ;*«'.'..  .J 


itOl? 


folgt : 

Also  ist,  wenn  .man  «liAs  in  die  Gleichiiifg  ^  ; 

.    •  J     ■  *  _  I 

einfuhrt : 

oder    •■•     •      -•■>-•=-  ^^    .--:;n-  -  -'     ^■.    "   '  .     _,  ,,1,  l^i 


,:  ..Ulli'" 


d.i.  nach  19):   ,      ,  ^j^      ,^        ,,  .;.     ^r       tr 

41)    AB^-^ßA^  .iJ)il7»^n'^.-  9  ^  » 

sm  2  cOs  ti  ^  cos  i»" 

und  folglich^  weil  D^kdli  29)  u  ^ 


*  * 


rfj  £•  *• 

^  T'^  )  '   i;^'- ,^)    i4Äi'— Ada- 


lat:      ■■/  'i    \  .■/   ^' 

£i"*  cos  *i^  sin  (i+ia)  sin  (t — i^ — E^  cos  t^*  sin;(i4^i)  em{i — if )  y> 

_      -         -    -  r- ■ 7^—; ' ^- t^j, 

sint 

Setzen  wir  also  1     cr^\ 

'  f "  ji 

A^\    n  —  ^^cos  ii^ eip  (t+ia)sin(t— iia)— li^a^ cos  i^^^in(?4-4)tsipj[;f:Th> 

«O   ist  •••/      l     •  ,  :■  ^  ■ 

und  Bach  40)  haben  wir  also  die  Glelchting:^  '""'  " '     '  ' 

oder  X  i 

46)    (^^  +  />il>i)l^2€iA«J+Ä^2+AA=^fti 
oder  ^^.       ' 

Lust  man  nun  diede  Gieichang^*4es  zweiten   Grades  auf  ge* 
wohnliche  Weise  auf,  so  erhält  man:  t     r,. 


Hat  man  U  auf  diese  Weise  gefunden ,  so  ergiebt  sich  X  vM*' 
telfit  der  Crleichung  39) ,  d*  i.  nach  44)  mittelst  der  Gleichung : 


m 


und    I    niittefiit  der  f  «riüel 


II         II     1 


Die  Grltsse  «^linä«t  inan^^mlAtjlr  lAittet^t  Sit  Formeln 

51)  .^ffwV  iH  ii'i'"'FBy    •  L^i"i 

Die  WiDkel'f^Md  ifie4Mlt<maD<j*ittH«tder  Formeln: 

rv>)    CO«    =— ?lsini     Msi>——'-^sini- 

und  für  g,  und  9,  hat  mau  in  diesem  Fiüle  nach  dem  vorl 
lienden  Paragraphen  die  folgenden  Formeln : 


'  COSl^ 

Die  Winkel  91,  t(i, ;  tp^,  ^  ergeben  sich  mittelst  der  Formel"' 


53)     ei=D-  .     ,_      , 

COS),  cosij 


nder 


El— %+  e  t'os  ^ 

's — •■  ■ 

es 

~«,,cosi,           ,        ,         ,    ,  b—bi.oiii. 
— Jl  — — f..  rosi£f.  ^(cnnVi 4-— ii  ~—ri 


.  ,     « — «1.  tuen.  .  ^      .     W—Ifl.  '-•'•'•l- 

S9J,=  (cos  ip  +  -—-')  7—7.  cosif-i  =(cosi/;.+  ---')  -^1 

Die  Coordinaten  x,  y,  t  des  Punktes  iV,  ergeben  sich  mittel** 
r  Formeln ; 


=a-fecos(p=o,  -f-^cM^i^iat  +  Ptcos^i,, 
cA  +  ßCOSif'  — tj,-f  eiC08iJJi=&2  +  ft(Cos({fj 
:  pco»t  =  0|  rnsf,  =ipjCOfl  i,. 


.,l-.lh    ,,.,{.:! 

.»  '\  '■..i-"  •■   ■  '  ^;'.,.-.',,  "-...■ ' , '  j 

;  -aHora.f  «1,  WigjJ 

(„_„,)(4-few(»-M(«-«.)=9    <*  '^ 

ial,  d.  b->  wie  aii5  den  bekannten  Principien  der  ariatvtifi^ 
metrie  leicht  folgt,    nenu  die   Projeclionen    der  d^ 


iii 

Pakte  M,  M^,M^9ai  «db^'BteM  ikf  J9  ia  eiaer  pndoi  li- 
■ie,  oder,  ivas  dasselbe  jii^  dS»  drn  geybcaeD  PosEte  Jf,  J^, 
Jl^  u  euer  aaf  der  Ebeae  der  jrm  sei£|«dit  steliepde«  Ebcoe 
fi^n;  M  inid  Q=0.  nd  «e  Fenndä  ^  mrf  S)  vcrtuseB 
dam  ihre  Diesste.  !■  däesepi  Falle  iwks  mam  in  deo  beiden  «r» 
spri^liebea  Gleicbs^c»  10),'  rtiliA  a  des  beiden  Gleicbinigen 


zwsdkgeben,  ans  dengp  «^ tragen  der  ^«i  Grande  gelegten  Be- 


sogleicb  die  beiden  Glei^in^en 


«Beboi,  TOB  deaca  jede  vmx  die  eise  mbelQuiiite  Grösse  •  «at- 
hdL    WcU  aber  nacfc  17)  , 

-,•    .    }i.---  -  '     0084 -oosta' 

COS%*OflS%' 

ist^  so^eijialll^.vVnc  ioi  Torfiegoi^^  falle  xnr  Beetiniiiiui^SoQ  ^ 
*'     beäen  folgenden  Clel Anagen : 


deoe«  siöh 


eisiebt. '  Am  besten  bedient  man  sich  aber  bei  d«  Anflusai^  der 
Crteichungen  58)  A/er  im  ersten  Tbeife  des  ArebiFS  S.  \%  gegebe- 
nen allgeoiMneii  ^oniömetniBclien  'Methode  der  Änitesni^  der  Crlei- 
chnngen  des  zirnten  Gt^dn8*.,;üm  nimlidi:  a^  BL  -die  erste  dieser 
beiden  Gleichungen  anlznlosen,  bestimmt  man  die  Winkel  O,  0| 
mittelst  der  Formeln: 

r 

cot(©+©,)= 


oä^iriliü^. 


f 

61)    ^=1  , 

(  tang  ©1 

Führt  inan  in  dte  Glfelchungeri  60)  für  A,  A^,  A^  ihre  Werthe 
aus  16)  ein,  so  ethält  matir  \  •■■■    ■.  ■'* 

pnt(&4-Q  \—     (^i-^f^)  («— «2)  — (^-  f^)  («~^i) 


i:'  >,■ 


Zur  Bestimmung  der  Winkel  9  und  '^  hat  man  nun  nach  dem 
Obigen  die  drei  Gleichungen: 

icos  9^ + cos  1/;* = si  n  i^ , 
2  [  (u—Ol)  cos  q> + (6— 6j)  cos  1/;  j  ^ = i^i , 

uWd  kann  9),  if;  ybirohi  aus  d^^  ersteh  uiid'  2Sweiten,  atS  aucK  aafe. 
der  ersten  und  dritten  bestimmen ,  aber  nicht  aus  A^f  zweiteti  nS^l 
dritten,  weil  '  -  -^ 

(a-ai)(6^6a)  -  (*-6i)  (a^<is,)=:0 

ist.    Am  best«i  wird  man  jedoch,  jederzeit  die  gerade  Linie,  MM 
welcher  die  Pro(ectioben   der  ärei  gegebenen  Punkte  M,  Mj,M 
auf  der  Ebene  der  j:y  liegen ,   als  Axe  der  x  annehmen.     Daoi 
Ist  6  =  61=62=04  ^^^  ^i'  erhalten  zur  Bestimmung  von  9  (fii 
, beiden  einfachen  Formeln:  r     '       '*' 

^1  <^2 


64)    cos  9= 


i'  '  L  > 


cur  Bestimmung  von  t(;  aber  die  Foimel      , 

cosi/;=+Vsini^ — cosg?*, 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet; 

65)  cosi(;=4;V" — cos(i  —  g>)cos(i  +  g?). 
Die  ^rus«eo  ^  und  ^  ergeben  sich  mittelst  der  Formelo^ 

60)  Qi  = — f ,     ea  =  — -       :   — ; 

cosii  cos^ 

und  die  Winkel  91,  i/;i;  g?^'  ^4^2  mittelst  der  Formeln 

ö — «1  +  ocos  qp  p  cos  t£> 

cos g>i  = *^-2-^ ^,  cos ipi^  ^       ^ : 

67)   i          •               !^  ^ 

'                   « — ffft+pcosg)  o  cos  1t; 

cos 9)2  = ^^-^-^ -9  cos tfa=^        ^; 


n  X,  ^1  :  des  Puakteg iV miUelsl    , 

Ueber  die  UabestinuÄtlleU;  welche  in  alleön  Vorhergehenden 
die  doppelten  Zeich<|h  ^er  Oberhaupt  die  mehrfachen  WurzelD 
der  GleiobuDj^n  ^tsSeri  ,5auä^  ans 'der  Natur  j«d«^'eiozelDeii  vor- 
lieRenden  Falls  bcBonderfa -etdSchi«iden' vFerden,  was  bei  prakti- 
scnen  Anwendungen  selten  «ine  Schwierigkeit  haben  vrird. 

■    ■.    :    ■■  ■■-  -^  h-.T  .        :-.-■!!  ■    ;     ..  .,..  '     .     ■        ■,       ■ 

Wenn  in  dem  im  rornergebenden  Paragraphen  behandelten 
Falle  c=Ci=C2=0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  gegebenen  Punkte 
^,  M-i,,Ja%  in  der  Ebene  der  xy  in  einer  gerade»  Linie  liegen. 
flQ  ist  j],i=;la— 0,  und  folglich  auch  A^^Bi=.Q  Also  hat.niag 
nach  58)  zur  Bestimmung  von  q  die  beiden  Gleichungen:    "" '  ,/^^ 

ms  deren  erster,  skh  z-^Bb,  '^ell  ^  seiner  Tfatar  nach  eine  poaii 

tWe  GtOsse  ist,  i-'f  ■■■ --«.u-ls;  .  i  .     ■■ 

■■■■'    ,:■  --ÄVH..  ,.:.;   ;;^: 

ergiebt.    Nach  15)  ist  abifiii:  '  ,      , 

71)     „  =  \['""^^^-^—^('^^y 
nnif  folglich  nach  14) 
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worin  man  auq|i..nf>phm^,0^jae^er9  |(pnn^<,,^'^dur^ial|^  ^4/^F< 
mel  eher  an  Eleganz  verlieren  als  gewinnen  würde. 

Ffir  Kl  und  K^  b^t  man  im  viiriiegenden  Falle  nach  9)  i 
Ausdrücke 

i  ÄiCosti*=— («— «i)2costi* — ^*sin  (i+i|)sin(i— ii,' 
^      (  Äacosii2=~(a-a50*cds4*— ^«siii(Hta)siti# 
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'Den  Winkel  0)  Erhält  ijian  iüitfeistrder  Ko1rmelil: 
76)   co8y=- /^'   ^    =  ,.  -"«  ^   , 
2(o— Oi)^       2(o — Oa)p 

i.  p^ch  74)  mittel§(!t  der  Formeln: 


^i      :.  ■.' 


^-    ;     0<i~t 


"),; 


mt     ■  0  - 

I       ..„j^--(■^-°.)'^^^H^■^'°(t^■^.)^''■('-^l). 


,  o(l.er  mittelst  der  'Formeln 


2{n— (Ijjpcosit* 

(a-n,)»to.  i,«+P  sin  (t+i,)  »in  Qi-iJ ,  |1 

5    "^(0— fii)?cn^V        ^^  '^ 


7S) 


_  _  B^n,  _  ;.Jii(i4ii)?in(i-iiJ 

2e  '2(0— OiJcösf'i*  ='  5 

^  f  «iy^-£=^'  _;.in(,  +  iA8i~(;^      .^ 

Aiictikrinnteinka  mittelst  d«r  Formeln  73),  7!>),  i76)  leicht  ei- 
D  g^nt  indepeioienten  Ausdruck  fi'ir  coaip  entn'ick elo ,  >vas  wir 
ni  Leser  überlassen.  , 

Den  Winkel  tf'  erhält  man  nach  ßS)  med«f  niitlel«t;der  Fff§ad 


[j-     79)-  cos ^^± V  —  coe (» — gi) coa'ft'+|ji V^ 
und  «jj  l|j|i  m^elttt  der  Ftirmeln :  '  1      '  _i^     ,^  .  . 

-  :-  cos»,  casita     '-'■»       |—  S 

Die  Wmkel  q>i ,  if^ ;  9>2  >  t(>a  ergeben  sich  mittelst  ^'-FortMM 

'  ■      :'V 

cas^.==":=?L±^-«'P,     eo.^.  =  e^^;:         i? 

und  die  Coordinatep  x,  y,  s  endlich  mitteilst  der  Formeln:,     i;^ 

,  :r=o  +  ecos^=<i,  +  e,  cosgji^oa  +  eicosva-  ]     l'l 
8'2)       J  j  =;  p  COS  ifi  ^q^  cos  i/jj  ^:i  p^  cos  1(»a  ,- 
:ecoe/=p,  cosi",  =eaCos£i. 


Du  h  l'e  Coo  d'nate  '  d  d'e  n't  'b  em  eelüri^n  Ze  nea 
genommene  Enire  nung  des  Pu  ktes  V  on  de  Ebene  der  jyie- 
«timmt     Nach  73)  und  82)   st 
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1  wekbeD  FonadD  die  obeni  oiet  oBtera  Zrichsn  genommen  vrer- 
on  roflsaen,  jenachdem  das  Prodnct  cos^  cosi^  positiv  odei  ne- 
stiv  ist. 

Ich  Bullte,  wie  ich  auch  schon  im  Eingänge  angedentef  habe, 
wfaien,  dass  sich  von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
.ofteliMen  Aufgaben  in  der  Praxi«  znweilen  eine  recht  Tortneü- 
lane  Anwendui^  machen  lassen  möchte ;  der  hisber  allein  beban- 
icHs  spedelle  Fall,  wenn  die  drei  g^ebenen  Punkte  In  einer  der 

Th<a  Tm.  9» 
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m  i  s  c  ei  1  e  n. 
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*JÜ     ^»■;•>;: 


^  ^'^yrnr-  '•■  *-'■    ■^■'-  ■■''■■  ■^■' 
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AnschaulicEer  beweis  cle^  pythagoräi&c)^eii,|yehrsdtepis^t 

Von  Herrn  R.  Hoppe,  Lehrer  der  ]tlft|;keiiratik  za  Keilhan  hei  Radoktadt. 

Unter  den  hundert  und  mehr  Beweisen ,  welche  bereits  für  den 
/pytfaägoräiaeb^n  Ldbril^äto  existi4m'.^9olUtfv»l^äbtlB^ieU)äftfncnwi 
aufmerksam  maehea>  der  darip  besteht^  die.  Flächcait$nme ,  deicB 
Gleichheit  bewiasfu  werden  söilViii  i^^f'l^ät  congfoenie'tiM 
railel  liegende  Stucke  zu  zerlegen ,  wias  er  mittelst  einer  einzigcD 
Hülfslinie  beweriqstelligt  ^Er  st^ht  deiifinai:!^.  mit  dem  gewShnfi-  ] 
eben  Beweise  für  die  Gleichheit  der  Parallelogramme  von  glekhM 
fgrruodli Dien  und  flohen  .auX  ein^  I^i\i^^  w. wj^f^he^  AofiKen 
f  4te  Aftureadniig  Am  B^weis^s  zw[  Sichi^telljiif^. MxL  ^ 
gewv|infich  sperst  klar  ii^rd^  weü  er  vj(^jä|^e]:tUf^mVl^^W^ 


schauung  durch  einen  einfachen  Schliff  ;^f)^^|^q[},  ni^bf.,^p] 

angeschauten  führt.  lji>i^'  )'jiJ,ü  o^ 

Man  lege ,    wenn  in   Taf.  V«  Fig.  6.  AE  das  Techtwioküp 
Drer*ck  ist,  ^  <^dra«^  det  sr6i^:imekjCß[E'n»i^, 
sen;  dagegen  di«i.  If  uaarate  deit  Uypotenus^  oiso^  der  kleiiieii  d* 
thetf  4BCOJE  upd  ^4J9^  naqh  inaen,  wie^  i«  der^l'k^^ 
heo.iftt»  und  OlUe.  vc^  der  ausserhalb  J^JEs^mcteo^uadm 


den  ^  Ecke    des    fivp<i>temisenqiAidrats    ein  ^  Pefpendik^  ^kof  "«i» 
Ver^ätg^iruDg.  der.  hfeineii  Katmti^;  sf(/M]iKel^  nicht  ;^i^  Stücte 


ausudenen  sich  diet.Congriienz  jder  init  ^gi^c^iF  Bbtiif's'&Stf  4^ 
zeichneten  Dreiecke  folgern  lässt.  Nun  braucht  man  bloss  % 
l)5>«»  fAl^ndkmasisen  zilsämihenzuä»teH^» i  ^  ^  ^'\       \«  ni<^  *  »x^ 

Quadrat  -der  ki.  Kathete = J  +  fi',     .V 


Quadrat  der^r.  Katheterz: 


-1 


WS 


Quadrat  der  Hypotenuse =^-fJS 

um  die  Gfddih*ii  M  ^toöttfe  def  WfkiÜ^*' 
in  die  Augen  fallen  zu  Jossen  w~ 

Zur  AbÜ^aiffü^  ^LVlIin  Theil  Vmnf«^* 


Von   dem  Herrn  Dr.   J.  Dienger  zu  Sinsheifnki^M/I|iiiMM#tf 

Die  <dm$  A«9«i^hr|0n  fitfi^te^^Iüm^n-  t^L  ^  ^!^ 

Weise^^och  wrailg^meirilm  wwfea:  7(n  r ,  \"~^ 0«^  * '? 

Die  Formel  (l)  des  §.  1.  jener  äbhanalung  gtett  ndmltt  • 


tts 


cLi;^ 


r«^-/-^4-4i[,,35^S^'v- 


«öl 


X.  ^   ^^S^  • 


^relcbe  beide  Fonneln  buclM  ^IgomeiBe  «Summin^igsfornieljD  siod' 
Soll  maLR  also  di^  Sumfim  der  CrUtfider  des  Raiigee  0,l9....r  der 
Reihe  finden,  deren  ailgemeiives  Glied  w.(?i?— 1)^5- fer^-w^+W^»^*^ 


ist,  so  suche  man  die  SunuH» -Xi4««t;'> ;  heisst  diese  S,  dieerstere 
_,,  _  « 

5  ,  so  hat  man  ,.    -g. 

Soll  man  dagegen  die  Süihtae  2r~;  .  ,w — rs^^ T^n — r==^  >Si  ^^' 

°*  .     o  («+!)(« +2).... (w+wi) 

den  ,sö  Ist  dieselbe  *  •  <.     -  ^^' 


&=Af,Sdj:"    (2) 
nwenm.^  die  iiäddiche  B^eatangyme  ii>(l)>liBt.  iSür  antnl  kdgi, 

«^^*i^»!BW-^fl*h-färmett  (2y«flil  de^r  äfweiten  in  (3)  haben  wir  die  fe- 
^'t^il'^  b^ztträg«iM^' Köttstatiten^  Inbegriffen;  di^elfoen  sind 

•Wfr!g^?n^»trtHi&  l4H*t  ^  bestiinraen,  da  tör  uc^^  die  Werthe 
^¥dtf  TSf' üfid  \Si' bdcäntit  «tnd:  :       ' 
So  findet  sjcb 

j:^^^  ^'°  n<  =  /^*  ^  ^*°  ^"^  a:**  sin  (r  -f  1 )  /  +;i^^  «n  rf)  j:  ^ ,  : 
o      w+1       ~i/o  1--^2äcosI  +  ;i:*  ' 

aus  weichet)  ^r^n^  f^lgt:    .  i 

f  »+1     Jo  1— 2a:cosi  +  ««  ^' 

I,sinwi y^^  {sin  t  —  a:^  sin  (r  +  1)  t -{-  x^-^^  sin  tj)  x    , 

Nun  istvv/:r^r^-^'(J— ^)* 


Kt 


also 

was  identisch  das  Gleiche  ist. 


dass  auf  diese  Art  d«r  Wen 

nicht  gefunden  wird.   Uag^en  aber  hat  man  hierdurtti 

Mittel,  den  Wcrth   des   bestimmten  Intc|;ra1s    /       ~^      tlx 

linden ,  der  übrigens  ganz  eben  so  auf  anderm  Wege  zu  findea 


ist.    Die  Beispiele  lassen  sich  leicht  vermehren. 


Berichtigungen. 
In  meinem  Einiges  ton  den  Kegelschnitten  überschrie- 
benen  Aufsätze  Nr.  XLIl.  im  ersten  Tbeile  des  Archivs  sind 
auf  S.  3^2.  einige  Zeichen  verschrieben  worden.  Man  moss  nämlich 
auf  dieser  Seite  für  1 — cos(8 — w),  1 — cos(Öj — <a),  1 — cos(6), — n) 
überall  I +co8(8— m),  I  +  cos{ö,— »),  1  +  co8(©j— w),  ferner 
in  der  5ten  und  7ten  Zeile  von  unten  iör  r  —  rj  und  r  — r^  beiie- 
hungsneise  — (r— ri)  nnd  — (r — r,)  schreiben,  endlich  dem  Bru- 
che, durch  welchen  in  der  2ten  Zeile  von  unten  sin  ta  ausgedrückt 
wird,  das  Zeichen  —  vorschreiben,  das  Zeichen  —  vor  dem  Bru- 
che in  der  ersten  Zeile  von  unten ,  durch  welchen  cos  u  darge- 
stellt wird,  aber  streichen.  Ich  bitte  diese  leicht  vorzunehmenden 
Abänderungen  gefälligst  nicht  unberücLsichtigt  zu  lassen.  Ferner 
muss  es  auch  auf  S.  324,  oben 

statt  11— cos(ö— «i)"!.  (1— cos(e,— ea)2l,  tl-coa(©i— 0)«l 
helssen:  U— co8(e— 6,)!»   |l-cos,(0,~-©a)l*   tl-cosCÖs— 0)1* 

ThI.  Vil.  S.  ßÜ.  In  dem  gesperrt  gedruckten  Ausdrucke 
der  aufzulösenden  Aufgabe  schalte  man  Z.  3>  v.  u.  hinter  deni 
Gedankenstriche  die  folgenden  Worte  ein:  „und  die  Neigungs- 
winkel der  von  dem  ersten  und  zweiten  gegebenen 
Punkte  nach  dem  dritten  Punkte  gezogenen  Linien 
gegen  die  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  geleg- 
ten Horizontalehenen." 


Zugleich  bitte  ich  in  dem  Ueber  eine  astronomische 
Aufgabe  überschri ebenen  Aufsätze  ThI.  VIII.  Nr.  VIII.  S.  101. 
oben  Z.  4  —  6  statt  der  Worte:  „nur  eine  Drehung  des 
Fernrohrs  um  den  unverriickt  stehen  gebliebenen  HS- 
henkreis  erfordert"  das  Folgende  zu  setzen;  „a\ 
leicht  zu  bewirkende  Drehung  des  Hiihenkreii 
löO»  erfordert."  Der  Fehler  hatte  sich  bei  der  Redat 
.\ufsalze8  durch  eine  vorgefaltne  Verwechselung  mit  etwas  i 
rem  eingeschlichen  und  wurde  erst  später  bemerkt. 


In    Thl.   VIII.  Heft  2.  S.   147.  Z.  5.  ist  ß,  < 


1 


i     »l.~..F      .1 

irlscUer   VtetHtht* 

Arithmetik. 


,     Lesseii   ovtT   de    liiiriKcrf  Algebra,  ogigosleld f 
fltrfllke  tii.i' b«*!  otiilcrwijs  aan  ilt>  Koninklijke  acadeinie  ter  opfel*** 
'  lg  van  bur!><!rlijbe  Ingenieurs,  enz.  te  Uelt't.    Aiiistenlam,  1845, 

Letiiuus,  D,  C.  L. ;  algebraisclie  Aufiiabeii  aus  «lern  Gebiete 
r  reiiieu  MutbeiiiatJk ,  mit  Augalte  der  Kesultate.    Berlin.  J846. 
I^  Sgr. 

ßoyer:   Solutions    des    problemcs   d'aritlimetique   et  de  geo- 
i^tfie,  a  Tüsage  des  demoiseiles.    Nunc!.  Ib^. 


!-*Duc  r^gnant  de  Saxe-Co 

heorie  des  Probahl  I  it^s,  aiipliqu^e 

les  ef  polititiue«;     par   *     '^    -  -    ■    ' 


ajipliqu^e 
.  Quetelet. 


Lettres   ä    S.  A.  R.  )e 
fGotba,  s«r  la 
nnx  scienccs  nie 
"raxeJleB.  IS4ti. 

In  dipsen  an  einen  der  edelsten  Fürsten  Deutscidands  serich- 
teYeb  Briefen  hat  Herr  Quetelet  eine  ohne  alle  hlihere  mathema- 
"ffifce  Kenntnisse  verständliche  Darstclluna  der  Wabrscheinlich- 
Äf^rechmiag  mit  ihrer  Anwendung  auf  die  moraliscbea  und  poli- 
iscU^n  Wissenschafich  zu  ^eben  versucht,  und  nir  ulauben,  daas 
hm  dies  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  gelungen  ist.  Mit  Aus- 
jahme  der  „Int  roduction"  zu  der  „l'heorie  analytiqua 
«,  fll^obabilites"  von  Laplace  iiüiwteM  wir  kein  Werk, 
^Jches  in  Bezug  auf  den  beabsichtigten  Zweck  diesen  Briefen 
wOidig  an  die  Seite  gestellt  zu  werden  verdiente.  Aber  auch  vor 
dieser  trefflichen  „liitroduction  "  gebührt  Herrn  Quctelets 
Werke  nach  unserer  Ueberzengung  insofern  ein  Vorzug,  weil  in 
-demselben  in  einer  besouderea  AljtueUuDg  die  vielen  Beziehuageo, 
Band  Vm. 


Ä"^' 


in  ilencn  die  Vyahrschcinlichkeitsreciniuiig  zu  den  mnrul<sc[H>n  UHil 
{inlitischeu  WUsenschalteu ,  iriabes()ti<lere  zur  8tatMik.  »(»ht,  W 
eine  überaus  deutliche,  auziehende  uuil  belehreude  Weisti  he(vu> 
cchobeu  n-orden  sind,  weshalb  kein  Statistiker,  nelcher  die  liest« 
Art  und  Weise,  wie  sich  aas  etatistittcbcii  Daten  luügliehst  sichnt 
Resultute  ziehen  lassen,  dieses  .-iu(;h  üu^ftertich  mit  TAtil  «er- 
schiveoderischer  £lei;uDz  ausgestattete  schiine  Werk  uiigdeHB 
lasseu  sollte.  Aber  auch  Naturlbr^cher ,  und  zwar  nicht  bloM 
Astronomen  und  Physiker,  sondern  inebesoodere  auch  Uotaiiikcti 
überhaupt  aber  Jeder,  der  die  Anwendung  der  WahrKcheinlichkeit»- 
rechuuog  auf  die  Natur  wissen  sc  haften  in  einer  hüchi^t  anziehenden 
völlig  populären  Darstellung  kennen  lernen  will ,  wird  nach  unservT 
vollkomnieost^n  Ueberzeuf^n^  keinen  besseren  Wegweiser  ala 
dieses  Werk  wählen  küunen.  Es  sind  46  in  4  Abiheilungen  z»* 
theilte  firiefe,  d«reu  Haunjinbalt  wir  im  Folsenden  aiieHm 
wollen .  da  die  Bei«cbränkllieit  des  Raums  uns  leider  vprbi«tef. 
noch  mehr  in's  Einzelne  einzugehen. 

Premiere  Partie.     SuV   la  theorie  des  jirobabiltl*«. 

I.  Nos  connaissances  et  notn  jugemcuts  iie  sont  londes,  en  gö>6- 
ml,  que  sur  des  probabilites  plus  ou  moins  ^randes  qu'il  Tuul  sa- 
voir  appriicier.  '2.  De  la  iiroliabilite  inatfi^iatique  d'on  ei-äiiemeiH 
simple.  Uifliculttt  de  reodre  les  cbaiices  ^^ales.  3.  De  la  proba- 
liiiite  qu'un  ^F^nement  observö  plusieurs  (bis  de  suite  se  r*pnv_ 
duira  encore.  4.  De  la  prnliabilite  qu'un  ^v^nenient  obserTd  pla-"  , 
sieurs  (ois  de  eulte  depend  d'une  cause  qui  facilite  sa  reproduvtlOT- 

5.  De  la  iirobabilitö  <ju"un  evenement  observe  uri  certain  ooiuhre 
de  Ibis,    dans  un  nomttre  donne  d'eiireuves,  se  repruduira  eiwore. 

6.  De  la  probahilit^  mathematiijue  duneveoement  <;unipose.  7.  ii« 
l'espenince  matb^inatique-  Lulerie^,  soci^te«  d'aasurunces.  8.  Ut 
lesp^rance  morale;  remarques  de  Bulfon  ä  ce  eujet,  9,  Comnienl 
il  faut  envtsager  le  caicul  des  probabÜitt^s.  De  I'accord  enfre  la 
thöorie  et  l'exjiörieuce. —  Deuxirme  purtie.  Desmorenirei 
et   des  timites.     lO.   Des  moyennes  et  des  limites   en  Ventral. 

II.  Des  moyeQoes  proprement  dites  et  des  moyennes  ari  thmetique«. 
l'i.  Exemple  de  l'emploi  des  moyennes  arittimätiques  dans  los 
Sciences  politiques.  13.  Exemple  de  rempFoi  des  moyeimes  aritll- 
m^tiques  dans  la  mät^oFologie.  14.  Loi  de  sortie  de  deux  esp^s 
d'evenements  simples  dont  les  chifnces  sout  egales  et  lus  coiiibi- 
naisons  peu  nombreuses.  Accord  de  la  thenrio  et  de  Kexiieriencn. 
19.  Loi  de  deux  esp^ces  d'eT^nemenls  simples,  dont  les  LlianctF 
sont  egales,  et  qui  se  cmnbtneiit  d'uu  nombre  considtttable  dr 
mani^rect;  Schelle  de  possibilitu ;  sa  construction.  Iti.  L'«ch^~ 
de  jtossibiUte  est  d'un  usage  gentlral.  ,17.  TIteorie  des  moy 
18.  Des  moyeiHies  proprement  dites.  Ecbelle  de  precision.  L. 
probable.  Alodule  de  pfectsion.  Vt\.  Exemple  de  Tei^iior  > 
theorie  des  moyennes  emprunte  ä  l'astrouomie.  21),  Reronm' 
une  raoyenne  arithmetique  est  veritahlement  m'iyenne.  T 
taille  h)iraaiiie.  21.  Chaqite  race  if  homraeH  u  son  tyjie  p_„ 
Explication  d«  cetto  thöorte.  'tl,  Ev^nements  ordiaairee ,  t 
ditiaires.  Monstruosit^s.  —  Troisieme  po.rtie.  Du  ^ 
des  causes.  33.  Des  causes  et  de  leur  appr^ciatkm. 
konstantes,  causes  variables,  causes  accidentelles.  24.  i>es«i 
en  general,  et  en  particulier  des  causes  accideutelleB  q 
dtances  sont   egales.    ^25.    Des  causes  accidentellee ,    ~ 


i  sollt  inegales.     '2G.  Lot  de  sortie  de  deux  ev«nement8  dant 

t  chances  sont   inegales.     '27.  Des  causes  constantes.    '2ti.    Des 

causes  variables.    *JÖ.  Des  causcs  variables  penodii|iies.    30.  Sor 

lea    causes  constantes   qa'on  peut  regarder  comnie  variables.     Loi 

des  grands  nombres.    31.  Ue  l'etude  des  causes  et  de  la  marrbe 

k  aiiivre  daiis  1' Observation.    32.  De  l'etude  des  causes.  Klnraison. 

Suite    de    l'etilde  des  causes.     Kloraison.   —     Qa.atrieme 

tortt'e.     De  la  Stati^tique.    34.    Des  t^ciences  d'obfiervatioB 

Ir'de  la  statistique  en  particnlier.    35.    La  statiatique  esl-elle  un 

'^  au  une  science  ?    3b.  Objets  Hont  s'occnpe  la  statistique.    37. 

I    differentes   formes   qu'alfectent    les  statistiques.     38.    Oe    la 

Joi^re  de  reunir  le»i  documeiits  statistiques.    39.  Sur  lii.  niaiiiere 

pcontröler  les  dacutnents  statisliques.     40.    Maniere  de  InetCre 

Viuage  les   dncuments  stalistiqucs.     4L    II  fant  faire  de  la  sta- 

^ib    Sans  idees  pr^concues   et  ne  n^^lt^er  aucun  dillTre.    43. 

Sah  tirer  avantage  de  documents  statisbqacs  incomplets?    4.X 

!  Taut  comparer  que  fes  Clements  compamhles.     44.     T>e  Icm- 

de  ta  statistique  dans  les  sciences  medicales.    45.  Uc  Tiitilite 

la  statistique  pour  radiiiinistratiou.  4ti.  Des  progres  ulterienres 

la  statistique. 

Auf  diese  Briefe,  welche  nicht  eine  einzige  Formel  enthalten, 
Reihe  von  30  Noten,  welche  zu  den  verschiedenen 
lefen   mathematische  Zusätze  in  der  Sprache  der  Änalysis  ent- 
id  für  alle  diejenigen,  welche  die  DÜtbigen  inathematisclien 
intnisse  besitzen ,    natürlich  das  Interesse  an  der  Wissenschaft 
an  dem  vurliegeiiden  %Verke  erhüben. 
Müge  dieses  schiine  Werk  in  recht  viele  H^nde  kommen,  und 
zu  der  so  sehr  zu  wünschenden  immer  grösseren  Verbreitung  und 
b^uliceren    Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung    in    den 
rschi edenartigsten  Wissenschaften  recht  Vieles  beifragen. 
Unmittelbar  folgen  werden  diesem  Werke ; 
Lettres  ft  Soii  Altesse  Royale  Le   Prtnoe  Albert 
sur  la  Physique  sociale;  par  A.  Quctelet 
ren  baldigem  Erscheinen  wir  mit  Verlaugea  entgegen  sehen. 


Antistrancli. 


inmal ,    man   so 

behaupte,  mati 

Aeusserung  wa 

im  das  Gebell  h.in 

,1   er  sich  durch  c 

r  solche  Gegner  z 

beD  erhob.     Ich  bedaure  sehr,    hii 

kSnnen,  einmal  weil  ich  nichtlioethe  bin,  und  dann,  weil  jenes 

itbeton   delikaten  Ohren   wie   eine    Injurie  klingen  müchte.     E» 

[t  steh  nSmIicb  im  6teD  Doppelhefte  der  Heidelberger  Jahrbücher 

184S  Herr  Dr.  Strauch  tv  Muri  (Kantoa  Aargau)  mit  r    ' 


le  einem  Kritiker  nicht  ant- 
habe  einen  silbernen  Löffel 
'  bei  ihm  natiirlich,  weil  er 
ischer  Rezensenten  ignoriren 
n  kurzes  und  bezeichnsndea 
1  beehren  pflegte,  über  die- 
r  nicht  so  kurz  wegkommen 
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ei  er™^ 


Hanilbucfae  der  algebraischen  Auulyeis  sn  ivnckcr  herumgeiauM, 
dass  mir  das  Pflichtgeffilii  gebietet,  meinem  uriiieu  Kind»  Iwiv 
Bpringen ,  damit  ns  nicht  unter  den  derben  Hnnden  lies  S 
""fcuhreicher  Alpen  jämmerlicb  verende.  Ich  iveies  zwar  »«Itli.iM 
tütgentlich  den  entseteüchen  Grimra  des  Herrn  8ti 
tat,  glaube  aber  in  der  Rezension  selbst  bemerkt  xii  haben >' 
ffie  erhitzte  Phantasie  des  verehrten  Herrn  üoctors  v 
Ute  des  sinnreichen  Junkers  Uon  Quiiote  da  Gespenster  und  Co- 
tolde  hin^^ezaubert  hat,  wo  doch  Altes  einfach  und  nalürjit.k  Mk 
'miiimen hängt.  Ich  wap;e  daher  in  nüchterner  Rede  die  obscbiif 
''  inden  Miss  Verständnisse  zq  beseitigen. 

Nro.  1.  *)    Der  erste  unter  den  kleinen  IrrthSmerci,  in  d'i 

tjStrauch  verlallen  ist,  besteht  darin,  dass  er  mein  Buch  i 

^bollständiges    Urganon  der  Wissenschaft  beurtheilt,  wobei 

nirlich   die  Entdeckung    macht,    dass    eine   Menge  Lehren  darin 

bhlen ;    es  beisst  in   dieser    Beziehung :    „Gewiss  hat  JedL-nnaon 

■  '.^wartet,  dass  das   Buch  mit  dem   I^faterial,  welches  sich  niicb 

Boderwärts  vorfindet,  ausgestattet  werde  (Nro.  4.)".  Jivn  will  aber  d«f 

^lehrte  Rezensent  mein  Buch  „vom  Anfange  bis  zum  Ende  mit  alter 

auriuerk»amkeif  durchgelesen"  haben;  sind  ihm  denn  da  die  erbten 

(Worte  der  Vorrede  nicnt  Fini^erzeig  genug  gewesen,  nm  den  Zweck 

ildes  Buches  zu  begreifen?  Ich  habe  da  nämlich  sesagl:  „dofiWerfc 

"ftat  «neu  doppelten  Zweck;  einerseits  soll  es  als  Leitfaden  fBt 

P&kademisch«  Vorlesunscn  dienen,  ausserdem  aber  auch  zum  Selbri- 

1  benutzt  werden  kcinnen."    Nun  weiss  aber  Jeder,  da«« 

mau  in   einem  vier-  oder    fünfstündigen  Collegio  nicht  im  Staat)* 

ist.  Alles  vorzutragen,  „was  sich  andenvSrts  vorGudet",  und  doiu 

man  demnach  sich  zu  einer  Auswahl  gewisser  Hauptpartieen  «at' 

,     schliessen  muss,  und  daher  darf  man  an  einen  Leitfaden  zu  denVat^ 

lesutigen  selbst  noch  weniger  Ansprüche  auf  alisolute  ^'ollstä^diJ^ 

keit  machen.     Es  ist  Ireilich  eine  sehr  wohlfeile  Kunst,  nii  Bndt 

hart  xn  tadeln,   wenn  man    vorher  das  Publikum  über  d(rn  Z"«^ 

desselben  geradezu   getäuscht   hat ;    ist  diese  Tjiuschung  eine  uo- 

pt'^sicht liehe  gewesen,   so  kann  ich   Herrn  Strauch  uurdeii  lUtA 

^rtliellen ,  das  Rezeosirbandwerk  no  lange  aufzugeben ,  bis  «r  tU' 

Räher  mit  Verstand  lesen   gelernt  hat ,    war   aber  jene  Tüuschuf 

peine  absichtliche,  so  verdient  Herr  Strauch   nur  Veracbtuii/ 

tSonderbar  genug  ist   es  indessc-u,    dnns  sich   Herr  Sti 

Seiner    Klage   über    Un  voll  ständigkeit   im   Widerspruch« 

indercn  Beiirtheiletn  meines  Bucbes  beündet,  die  es  alle  (Bti 

laltig  (natürlich  in  seiner  Art)  erklüren. 


*)  Dmnil  Herr  Strnuch  nicht  8iif;t, 
terigen  SrhrifUtatlern  »i-i.  die  ihr  Ohr 
i^i>chlie>»cn  ,  habe  ich  hipr  die  iinrrhürt 
Mllten  adoptirt.  wonach  die  ^anr.e  Rezi 
Bharfsioa  hnchit  syBlemntiei-h  in  Niim 
miachea  Zahlea,  ledtcre  nieder  iu  Riilirilini 
wird  t|. 

t)   Kommt  auch  hcbtäiacbes  Altihubel 


mraern .     dieic    in  AlMcbl 
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Nta.  ü.    Hrrr  Striuicli  tailolt  IVmvr  mein«  Darntellune  de« 

biuoiuisofadn   Hatten   und  tluliei  heisst  es  u.  A.  (S.  (ftll»,):    „Gehen 

it  uiui  Kur  Hntwickelun^  Ann  ItiiioiniiilllKioreins  seihst,  so  gewahieu 

h,  lU««  volle  dreizelni  Seiten  venvendet  Hiiid ,   um  nur  die  Eiit- 

trickelutii;   vnii  la--{-l-)"  fCir   den   Fult    h erzu stelle n ,    da«»  m  eine 

Mwtivo  ^nnxe  Zahl  iNt."     Uerr  Strauch    inusx.   hicrnAch  zu  iir* 

dwilcD,    H'jihrscheiulich   nkht    xiihlen   kittiutüi,  denn   di«  rrajiliche 

Enlwiekolanf;  nimmt  nur  acht  und  zweidrittel  Seiten  ein,  nuf  denen 

MUMerdeni  uuch  noch  die  nichti^titen  Eigen  schalte»  der  Binomial- 

mttfliiiienton   positiver   und  ganzer  Exponenten  stehen,    was  Herr 

Straurh.    wie    et<  scheint,    atisichtlkk   verGchweigt.     Ich  setze 

Betveise  den  Inhalt  her: 

Cnp.  V.    Das  Bioomialtheo rem. 
§,  37.    Beatiniinun<!  der  hieher  gehurenden  Aufgabe  und  erste 
Glitte  lur  Liisung  derselben.     (S.  i:)0.  Zeile  12.  v.  n.) 

Hier  zeige  ich  die  EtitHtehiit>gs weise  der  ßinomialkueriiziente» 
Mi  Huccesiver  Multipükatiitn  von  l-|-x  mit  sich  (selbst,  gehe  die 
[^«ruktinti  der  KoelSziententafel  und   beweise  die  Eigenschaften 

m,  =  vt,^p,  itip^i  +mp  =.  (™+l}p, 
(«+?),  ==  «„  +  a^,  A  4  "«-^A,  +  ..  -  +  ^». 

$.  28.    Weitere  Betrathtuni;  der  Binonüalreibe.     (S.  1%.} 
Ich   leite  hier   aus   der  Biriomiulkueniziententafel  induktorisch 
\\k  Formel 


,  W«khe  zur  Indeperidenten  itestimniung  der  Koefßzienten  dient. 
ll  bemerke,    dass   die  vorhin  liewieseoen  Eigenschaften  von  ntj, 

fllie  rorm  — i /  ^,    ' (missen.  Lm  aber  eine  strenge 

ile    rar    die  Richtigkeit    des  noch  hypotbetischen  KeHultalfl 


I  ' 

Hialten ,   schlage  ich  vor,  die  Reihe  rechts  filr  sich  zu  suni- 
le  dabei  (l-|-''r}'"  als  Suiiitne  heraus,  so  lilitte  man  darin 
Hinzugesetzt  wird  alier  gleich,  dass  sich  dieser  Ge- 
Igenieiner  ausfuhren  liisst,  wenn  man  statt  ni  eine, belie- 
be ^  setzt.    Jetzt  folgt 

Summirung  der  Binomial reibe.     (S.  138.  Z.  1).  v.  ii.) 

:  nicht  mehr  von  positiven  ganzen  Exponenten  die  Rede 

omialtheorom    für   ganze  positive  Exponenten    steht 

I  Räume  von   S.  iSo.  Z.  12.  v.  o.    bis  S.  1:18.  Z.  9. 

I  macht  circa  t^j  Seiten,  aber  ulcbt  13!  UerrStrniicb 

s  ich  hiitte  Combi nation sieh re  aufnehmen  und  mltleUt 

t^binaiUMcb»»  iS^'beHeisen  sollen.     Da  ich  aber    im 

"~  n  dieser  einzigen  Stelle  hätte 


braucliea  l(riiin«n,   so  tvfire  fie  dncli  nur  ein  integri rentier  Thell 
roni  Oapitel  Binoiniollhenreni  gewesen  und  dasselbe  bicnliirdi  jf' 
denJ'uUs  griisaer  geworden,  nix  bei  der  obigen  Danttelliiri^'      '':''>:' 
geua  la^  mir  daran,  deir  Si^faület  l'rühzeitig  mit  dem  ^l<  i< 
sehen  Verfahren  liekannt  zu  machen,  wonach  nmn  in  vii 
reihe,  welche  sich  aus  dem  Calcül  er^ieUt,  erst  indukt  i 
Gesetz  zu  bririeen  nnd  dieses  nachher  zu  beweieen  sucht,    hiiler 
hat  diese  Methode   unzählige  Mate   ungewandt    und   mit  einieen 
Geschick  ist  sie  bei  vielen    Untersiicbimgen    ( z.  B.   lilier  hotin« 
Differentialquotient  eil)  eine  wahre  Fnndgriibe  neuer  Resultate. 

Nro.  3.     In  Bezug  auf  G rä na betrachtun gen   hatte   ich   ia.j 
Vorrede  bemerkt,   daas   es  gnr  nicht  einerlei  sei,  ob  n 
Funktion  von  x  die  Verfinderliche  gleich  einem  »{lezlellen  W*j 
a  eetze,  oder  eieiu  diesen  übergeben  lasse,  weil  diefiertV 
gang  ftuf  ziveierlei  Wetijc  durch  continuirliche  Ziinalinve  oAt 
nähme  mr>glich  ist  und  diess  au  einem  Beispiele  erblulert. 
m^n  nSralich  in 


f(x)  =  Arctan 


1 


-  Arctan 


1 


f(a)  ;=  Lim  (Arctan  -  —  Arctan  — v) 

=:  Arctan  cc  — Arctan  { — ao)  =^ — (— .y)=w- 


,!fimmt   mau    dagegen    in  f(j:)  x^a-{-d ,    so    entsteht    der  1 
ä:=a  durch  Abuahiue  von  .r  und  es  nir<l 


f(n)  ■=  Lim  (Arctan  — ^  —  Arctan  ^) 

=  Arctan( — ao)  —  Arctanx  =  — ^ — ^= — si.   I 


Hinzugcfiigt  habe  ich  noch,    dass  man   diess  leicht  at 

^ometrischen  Constrnkfion  ersehen  tlinne.    Herr  Strauch  __ 

nun  zuerst  diese   Constniktioii    kennen   lernen ,    die    ihm  mi 
nahe  za  liegen  scheint.    Der  gelehrte  Kritikus  steht  hier  ien 
vor  lauter  Bäumen  nicht,  denn  über  jene  Construktion  kann  / 
der  S.  -Üi.    4  gelesen  und    Fig.  18.    angesehen    hat,    nicht  _ 
Augenblick  iu  Zweifel  sein.     Die  graphische  Darstellung  foA 

genannten  Funktion  f{x)  ist  der  von  Arctan  —  vrdHg   onalnf;,   aar 

dass   der    Anfangsimnkt   der  Coordinaten  eiit  anderer   *"'  'ini'  ü't 
Ordinalen  doppelt  so  gross  wie  die  in  Fig.  18.  sind.  Dies  ^     -  ' ' 
vom  Scharfsinne  meines  Herrn  Gegners.  —    Aber  et 
Treitcr  und    beweist  uns,    dass    /'(o)    unendlich  viel   irr  .. 
Werthe   hat.     Das   gebOrt  nun  gerade  in  das  Gebiet  il«a  L;.-4i 


lOifl  FunKion  Ardnn-  liul  uümVwh   nix  ^  selbst  iitinieriMircineii 

AVerUii  auHgenooiiiiuii  ffir  i  — U;  üunri  für  i— flwird  ilie  Fiiakliori- 

Bmkfeliit.  indem  «io  aus  — «  na«h  H»  l'jl>e^lilprirl,9:^  mler  rirli  ticer, 
Jtoo  gru|ilii«cl»!  Dnrstrlliiii!;  al«  Citrve  (gleich sei tiire  Hyiicrbel)  Tje- 
ntfiht  aua  Z"ei  ganai  ijetreniiUii  Züff^n,  di«  ein  Perpendikel  im 
nitifarigsptiiikte  der  Cniirdinulen  siir  gemeinsdia  rtlicheii  Asym- 

pt&te  hüben.    Daher  h»!  Arctun  -     l'iir    i  =  0    zwei    Werthc 

BftKtan( — ac)=: — ö"  ""^  Arctan(+ac)=;-f  T'  ""^  damtis  folgt 
HiuiK  unmiftelhar ,  iaan  Jone  Funktion  f{x)  für  .r=a  oder  a — *=0 
■»•eJ  Werthe  annimmt,  von  denen  +n  der  Endiverth  der  bei  x=^0 
Bafnueeiidu»  Reihe  vnn  W'erthen  ist  und  — »  den  ernten  der  dar- 
Kuf  füllenden  Werthe  duriitelU.  Eh  wlire  wirklich  ku  nünscheu, 
Bbuss  uits  Herr  .Strauch  eine  Zeichnung  von  f(x)  luittbeilte, 
Htlner  Funktion,  die  n.ii:h  seiner  gelehrten  Deduktion  immer  nur 
ninett  Werth  f)»t,  aber  für  x:=a  urplötzlich,  man  weiss  gar 
Bilf:ht  woher,  unendlich  viele  Werthe  nunimmt. 

M.  Nro.  4.  Herr  Straucli  redet  u.  A.  nucli  den  divergenten 
■leihen  dnsWurt.  und  hieranf  brauchte  ich  eipentlieb  am  nenigslen 
Ku  entgegnen,  Ua  dieser  Punkt  Itereits  unter  den  Männern,  welche 
Ui«  Anulysis  in  neuerer  Zeit  erweitert  haben,  völlig  entsehieden 
Hdt-  Man  muss  c»  nur  eimnal  veri>ucbt  haben,  in  dieser  Beziehung 
Khvas  eu  leisten  nnd  man  muclit  gar  bald  die  Erfahmno:,  auf  wef- 
Kfaem  scliw.'mkenden  linden  man  sich  befindet,  snbalil  man  nicht 
|pefar  im  Stande  ist,  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  in  Keeh- 
^ninE  gezogenen  Reihed  zu  beurlheileu.  Im  Ueaensntze  zu  dieser 
BE^uitirung  meint  Herr  Straucli,  man  könne  imt  divergenten  Rei- 
Hi*h  iij  Gottei^  Namen  rechnen,  wenn  man  vorher  (Iberleut  habe, 
Km  welchem  Zwecke  man  die  Reiiieii  bonatien  wolle.  Da  diese 
^R^Dung  eine  bei  denjenigen  «ehr  gewtllinliche  ist,  welche  einer 
^KS^ik  der  Methode  nicht  recht  trauen  und  keine  Erfahrung  obiger 
^Krt  haben  und  die  gen issermassen  ein  juste  milieu  llilden  möch- 
^pn^  was  in  einer  exakten  Wissen^chol^  zwischen  diametral  ent- 
^KceuEesetzten  Ansirliten  ein  wahres  Unding  ist,  sn  will  ich  die- 
^n(ne  hier  ehvas  nSher  beleuchten. 

^L  Wenn  über  Anwendungen  vnn  Rvilien  diskutirt  werden  soll, 
^Eb  werden  »ir  xuerst  guniithi);t  sein,  die  unnrithi|;ea  und  über- 
^BBcBigen  Anwendniigen  von  den  durchaus  nntltwendigcu  und  nicht 
Hbi vermeidenden  sondern  zu  müssen.  Unter  die  ereteren  gehiirt 
^^MT  sehr  Vieles,  z.  B.  die  Gründung  der  Differentialrechnung  auf 
^Kß  Tayltir'sche  Reihe,  womit  der  Zweck  dieser  Rechnung,  uüm- 
^Kck  das  Gesetz  der  Stetigkeit  in  seinem  ganzen  Umfange  in  die 
^Ranalt  des  Caloüls  in  bringen,  vrillig  aus  den  Augen  gerückt  wird: 
Hhrnvr  der  Beweis  für  die  Regel  zur  Aufsuchung  <ler  Maxima 
Kiad  Minima,  der  viel  besser  mit  Hülfe  der  Relation  /'(a-(-/i)  — /t«) 
Kf|-4" — /1"U«+1A)  geführt    wird;    die  Ableitung  der  Gleichung 

Kmr  Tangente  an  einer  Curve,  die  Quadratur  der  Curven  und  \n.  A. 
KUm  wiiUich  notliwendigen  Ann  endungcn  bleiben  dann  nur  zwei ; 


entweder  ivill  man  die  Werthe  einer  Funktion  naheroogsnüall 
reelirieri,  oder  map  verwandelt  einen  Ausdruck  auf  doppdle  V 
in  lleihen,  welche  nacli  Potenzen  einer  Hauptßr'>«>e  f  '" 
um  lieiderseits  eine  CoeftiKientenverijieicIiung  vüriielnuen  z 
Dass  för  den  ersten  Zneek  nur  convergente  Keilien  braH 
sind,  verstellt  eicii  [janz  von  i^eiljKt:  aber  auch  Tiir  d«n  «w 
erkennt  man  a  postenori  leicht  die  S'othwendi£;keit ,  sich  ofatSl 
der  Coniergeuz  der  fraglichen  Keiheu  zu  üherzeu-jen, 
nicht  mit  der  CnefTlzientenver^leichune  aul  die  verkehrt  etilen  Re- 
sultate kommen  will.  Z.  b.  es  giebt  folgende  Formel,  die  £Qml 
von  Laplace  enttvickelt  wurde; 


/" 


i+i^ 


(1) 


und  sie  gilt  für  alle  mOglicheu  positiven  h.  Setset  man  fflr  coatiz' 
und  p-"  die  wirklich  gl  eich;;  eilenden  und  ci.nterei  rendeu 
Reiben ,  die  nach  Potenzen  von  tu:  und  u  fortgehen ,  sn  ergiebt  skb    . 

Jo    I+F        l.-iJo     !+:<:' +1.2.3.47« 


1+x" 


und  nun  i 
Polen/en    ,  _.. 
koninit  herilus 


=  ?!  (1  — -  ^  —     -    "      I 

Ute  man  denken,  es  miisstc 
u  einander  gleich   sein. 


1.2,3.4 


-...) 


die  Coellizienlen  vfei< 
at>er  i|uad    non,  oitH 


1"~  1.2.a~  1.2.3.4.5      ' 

und  voB  diesen  Gleichungen  ist  nur  die  erste  richlij»  (we)I>l 
Formel  (1)  für  M  =  OHiU),  alles  Andere  dagegen  weist  ('  ' 
falsch  aiis,  denn  die  Werthe  der  ühriqen  Integrale  sind  nti 
gross.  Hier  kann  der  Fehler  nur  darin  liegen,  dass  i 
Ineflizienten  zweier  Keiheu  verglichen  hat,  ohne  die  Con 
der  letzteren  zu  kennen,  denn  die  Formel  (I)  ist  nnhestn^ 
richtig  und  ebenso  sind  es  die  Nubstitutioneo  für  cosu.«  '"'^  J 
Wollte  man  also  auf  diesem  Wege  die  Werthe  bestimmtW'f 
grale  suchen,  so  roüsste  man  «ich  vorher  überzeugen, 
Reihe,  in  der  sie  vorkommen,  convergirt,  was  aber  flftS 
schwer  ist.  Ich  konnte  dergleichen  lieispiele  aus  rigener  fiT 
in  Menge  anführen,  wenn  icn  es  liherhaupt  der  AlGhenertÜ  n 
literarische  Nachzügler  zu  belehren. 

Herr  Strauch  inoci|nirt   sich    bei    seinem    Räsonnlren   I 
meine    ßeitnndlungs weise    der  Reihen  auch    über    die   Krltiki 
Methode,  auf  welcher  er  mich  „herumreiten"  *)   liisst;  statt  iT 
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n  seiecn,  wnrin  ihre  IMnitipien  falscfisein  sollen,  wa«  demgrofisen 
■chatMiDne  de«  Kexeii>>«iit(!it  gewins  sehr  leicht  ^ewDnl«n  ivüre,  stellt 
C  mitselbstaplüili^er  Apodiktbitüt,  alicr  ubiie  Iteweis,  eine  Ansicht 
iId.  t]lenntd«m  Artrumeiite  anlKngt,  dnss  derBH^riffderutieiiillicIiRn 
twhe  ii«r  allgemeiner«  und  der  derendlichen  der  Rpexiel  lere  sei,  nor- 
OS  er  dann  alileilMi  wilt,  datts  man  crrit  die  unendlichen  und  dann  die 
lodllchen  Reihen  behandeln  mftMe.  Hierauf  iat  zuanhvorten,  daes 
llasa  Inglsche  DUlInlttionen  uns  Tür  die  Mathematik  sehr  nenig  liellen 
lOnnen,  denn  die  letztere  iitt  keine  Wisse nsc hu  11  aua  blobMcn  Ue- 
griffeii  ivie  die  Philosnphie ,  sondern  aus  ßegriffen  undAnHchauuu' 
[cn,  die  gerade  ihr  Fundament  ausmachen,  Was  ein  kcx' isser  Kant 
n  «einer  Kritik'der  Vernunft  zuerst  nachgewiesen  hat.  IJieScheu, 
'  welche  manche  I^Iathematiker  vor  der  Eimnischunjc  philnsn|ihischer 
Betrachtungen  in  ihre  Wissenschallt  haben  (und  in  gewisser  Hin- 
sicht mit  vullcm  Rechte)  ist  nichts  als  das  dunkle  bercibl  dieser 
Wahrheit  und  der  daraus  entspringenden  Nichtigkeit  des  iSchliessens 
UM  blnssen  Begriffen.  Man  cunibinire  z.  U.  die  Begriffe  „zwei", 
(Punkt"  und  „Gerade"  so  viel  man  wolle,  nnd  man  wird  niemals 

■len  Satz,  dass  die  (ierade  zwischen  zwei  Punkten  der  kiJrzeste  Weg 
st,  herausbringen;  ganz  ebenso  geht  es  in  der  Arithmetik,  nar 
Iftse  hier  die  Anschaulichkeit  eine  schematixche  und  nicht  con- 
itrubtive  ist.  Ginge  die  Sache  bloss  logisch  zu,  so  milsste  man 
EDerst  die  Theorie  des  Vielecks  in  der  Euklideischen  Geometrie 
»nlwicketn,  da  Vieleck  der  allgemeine,  Viereck,  Dreieck  etc.  der 
lesondere  Betriff  ist;  aber  dergleichen  wird  sich  kein  vernünftiger 
^Mensch  einfallen  lassen.  Und  so  ist  der  Grund  des  Herrn  Strauch 
rOlIlg  nichtesagcnd  für  die  Theorie  der  Reihen.  Sn  wie  man  aber 
miner  vom  Einlacheren  zum  Complicirteren  fortschreitet,  so  ist  es 
,tuch  natürlich,  erst  endliche  und  dann  unendliche  Reihen  zu  be- 
(racbten.  üiess  wird  aber  sogar  nnthwendig,  wenn  wir  den 
Charakter  des  Mathematisch -Unendlichen  nßher  besehen.  Es  ist 
diesa  kein  Fertiges,  Abgeschlossenes  oder  Absolutes,  sondern  ein 
Unvollendbares,  und  wir  stossen  darauf,  sobald  wir  bemerken, 
'hos  irgend  eine  Operation  sich  sow  eil  lortsetien  lüsnt ,  als  es  nur 
^langi  wird.  So  entsteht  uns  die  unendliche  Zahlenreihe  aus  der 
DCMsiven  Addition  der  Einheit  und  ebenso  die  unendliche  Reibe 
f<der  endlichen. 
Nro.  S.  Auch  Inkonsequenz  wirft  mir  mein  weiser  Rezensent 
.r»  indem  er  bemerkt,  dass  ich  einerseits  gegen  die  iMefhode  der 
nbestininiten  l'oefrizieiiten  aufgetreten  sei,  aber  selbst  von  ihr 
•im  Binomialtbeorem  für  ganze  püsitivv  Esponenlen  Gebrauch 
'nnacht  habe.  Nun  ist  aber  doch  wohl  elnicer  Unterschied  darin. 
I  man  vorher  bewiesen  hat,  es  sei  eine  Funktion  f(xj  von  der 
Min  A  i  Bx  +  Ca:^~\-...  +  Mx^,  oder  oh  man  das  so  ins  Itlaue 
Offin  annimmt.  Ueberall,  wo  man  das  Erste  thun  kann,  habe  ich 
^  nichts  gegen  jene  Methode  und  wende  sie  selbst  sehr  gern 
B,  wie  2.  B.  Bd.  IV.  des  Archiv«.  Nro.  XL. ;  aber  ein  solches 
^Älahren  nennt  man  gewöhnlich  gar  nicht  die  Methode  der  unbe- 
Ummten   Coeflizienten   und  nur   Herr   Strauch   braucht   diesen 

Mcke  und  ttai  ixt  liciit  tu  Tnf>o,  w«  AIIfb  goichwiod  cehen  1011,  JgiIdiI' 
ib  nnondlicli   viel    botscr,    nU   auf   einom   ■türrigen  fiiel  hinterher  lu 
_jmpeln  nder  wnhl  gnr,    weaii   dni  Bccit  troti  aller  Hiebe  nivhl  wcilor 
«ffi,  TJillig  «ilKcii  zu  liloiben. 


Namen,  um  auch  hier  nach  epinpr  hHmlsrhon  Weise  einen  ( 
zum  Tadeln  finden    zu    kuanen.     Will   man   nlier  FugktionenJ 
denen  man   gleich    anfangs   beweisen   bann,    das9  sie  li 
braischen ,  rationalen  una  ganzen  sind  *) .    nach  dieser  Methi 
Reihen  vemandeln,  so  ist  1)  der  Anfange  der  Rechnung  e 
pothese  und  '2)  we'tss  man  im  Voraus,  dass  die  Reihe  ui 
werden  muss;   nun   sind  aber  nur  convergente  Reihen  oiner 
stimmten  Griisse  gleich,   man  eettt  aller  doch   die  Funktion 
Reihe  gleich  und  folsüch  hat  man  ausser  der  ersten  Hygiolhew 
noch  die  »weite  der  Cnnvergenz  gematiht.    Wiis  ilaliri  berausk« 
mcn  kanu,  will  ich  wieder  an  einem  Beispiele  zeigen. 

so  fmUet  man  leicht  durch  lVIulüi>likation  mit  cns3  =  l- 


secx  =  1  + 
ist,  wobei  S^,  B^,  B^  etc. 


1.2     ^1.2.3.4* 


88«  OoerGicienten  bedeuten,  d 
ii^t.  Ebendessnegen  kann  UUD 
igungen  der  Convergenz  nicbt  angeben.  ?iun  kiiliNfii 
Weg  zur  Bestimmung  von  S^,  B^  etc.  einschlugen, 
für  :  und  multiplizire  beiderseits  niit  cos  lu:,  sowini 


,^.»», 


».1:  + 


r:±a' 


'>itLX  +  .. 


und  durch  Multiplikation  mit  ^ ^  und  Inlegrati 

(jränzen  x:=0  und  ^^ao : 


^w: 


Die  Werthe  sSmnitlicher  Integrale  finden 


/* 


TP 


S:ä..  =  (_l).: 


■  *)    Als  Probe  lolcher  Beweise  »rhe  mein  den  Fol^enricn.    WHlvfl 
I  eine   gnnxc   mtiunaltt    und   olgetiraiBcliK   Fimlitiun   dea   PlKa  Gtwi^ 
H  raüiate  wegen   der  Gteirliunjc  r<iH2J^=;il — S«in  *;  auch  cos ÜJ"  ie 
I  cos  x'   eine    aolrlic    acin    nlier    äe.»    (2ia)tcn    Gnutcs.      Anripr' 
I  ain2x=^2sin^i:ni2.  wo  nai^h  d^niVnrrg-cn  die  recIitcScitc  tii:i 
H  des  (3m)tca  Grades   nein  muss ,   während  die  tlnlto  Suile  vir  >' 

■  blKM  vom  mtcn  Grade  i»L  I)ii  nun  fi'ir  nlle  nin<;tlcliir  x  kciiK  t 
H  aniiriien  ganien  rntinnairn  nnd  nlj;etim!«rliFn  Fnnhtinnpn  vitk 
I  Grule  boatnhen  kann,  »o  l'nl^t  darana  <lk  L>iirich[l|;liRit  ilcr  \iiniu- 
B  leUunj;.  Wenn  «ich  also  tniiJ-  wirklidi  in  eine  Itcili«  viio  der  f'"* 
I  A-i-ßx-\-Cx'-\-..  vccwatidi'ln  lauen  ■olltc,  an  kann  diiiao  Reiht-  t«"" 
K  falla  eine.  cndlii:he  •  ' 


er  dorcb  Hebung  von  y  und  Mullipiikatlon  mit  e": 


-\  — 


1.1 


!■  u:a " 


mnius  lauter  AbsunlitSten  Tolgeii.  wenn  nuin  fCIr  e"  die  |t'<9":li' 
geltende  ItvlJie  seiet. 

Nro.  H.  Ich  habe  in  mein  Buch  Manches  von  <'aiirhy  anf- 
^  nnmnien ,  was  ich  nicht  anders  machen  konnte  oilcr  ivallte,  wenn 
mir  die  Darstellung  diese»  Meisters  allen  Ansprüchen  zu  genügen 
Mhien.  Herr  Strauch  schämt  sich  nicht,  diviüs  Ahsclireiberei  zu 
lennonl  Ua  ist  wohl  auch  der  ein  Abschreiber,  der  in  sein  Lehr- 
mch  der  Geometrie  Euklids  Heiveis  vom  Magister  Matheseos 
rntmmt,  iveil  er  ihn  IKir  den  besten  hält?  Das  sonderbarst«  an 
r  Suche  ist  aber,    Aass  Manches,  wie  e.  B.  die  Aullllsun!;  der 

J^ekhungen/•(a■)^-/■{y)=A■^^^).A■^)/■(^)=/■(^■+^)"■"'■A■■,*''^'' 
iclliecbterdings  nur  aut  eine  einziee  Art  beiverlcstellitien  lässt, 
venn  man  die  Aufgabe  nicht  auf  die  Integrution  einer  Uifferenzial- 
jjfelchung  brin!!«n  will.  Uebrigen«  nird  itinn  in  der  DnrstellimRs- 
(veise  imniar  noch  nicht  unbedeutende  Differenzen  swischen  ('au- 
chy's  Buche  und  dem  meinigen  bemerken. 

Nrn.  7.  In  der  Vorrede  hatte  ich  gesagt,  dass  ich  unulytischcn 
Betrachtungen  gern  die  entsprechenden  geometrischen  an  ifie  Seite 
rtelle  und  dass  mich  schon  eine  kurze  ErfabrunK  von  der  Ziveck- 
aiEasigkeit  dieser  Weise  belehrt  habe.  Herr  Strauch  bemerkt 
'erauf,  diess  hätte  ich  mir  nicht  erst  Tun  der  Jvrfahrum;  sagen 
I  lassen  nüthig  gehabt,  ich  hütte  ea  auch  aus  guten  Büchern 
rnen  kdnnen.  Allerdings  gelehrter  Mann  ;  aber  ich  lialie  gar 
iäit  gethan,  als  sei  ^ene  Methode  nioine  Erfiodung  und  es  tst 
jdermann  erlaubt  seine  eigene  Errahrung  anzuführen.  Herr 
Strftuch  mfikelt  weiter,  diess  rechtfertige  die  Aufnahme  geome- 
irteehar  Betrachtungen  in  ein  Svslera  der  Analysts  nicht;  sehr 
Fahr  weiser  Daniel ,  aber  ich  habe  gar  kein  sogenanntes  System, 
ondern  einen  Leitfaden  für  akademische  Vorlesungen  schreibeti 
rgilea. 

'  -.  Nro.  H.     Ich  komme   nun   an   diejenige  Partie   der  fraglichen 

Pension,  in  welcher  die  grobe  Unwis^tenheit  ihres  Verfassers 

in  auffallend stcn  hervortritt.     Ich  hatte  nlimlich  gelegentlich  daran 

^nnert,  dass  man  sich  hüten  milssc,  i/(:')  und  b  für  identische 

lonen  für  :  anzusehen  und  dazu  bemerkt,  dass  diess  auch  für 

Integralrechnung  von  einiger  Wichtigkeit  »ei ;   da  hat  nun  der 

.„.nente  Scharfsinn    des  Herrn  Strauch  sogleich  errathe»,  dass 

_l«jne  Bemerkung  auf  die  im  f>ten  Theile  des  Archivs  S.  dtüi.  dis- 

üäitlrte  Frage  geht,  obgleich  der  genannte  Aufsatz  später  geschrieben 

und  gedruckt  ivorden  ist,  aln  die  fra^iche  Stelle  meines  Buches. 


Ich  trill  mit    meinen  H«rm  Rcxcnsenten  nicht  dardher  I 
dasB  er  die  Iterichtigun^,  die  rr   über  einen  Jaumniatlikel  a 
xn  dünnen  glaubt,    an   einer  Stelle  ^ebt,   wo  sie  gar  nicbt  t 
sehurt,  »äbrcnd  ihm  das  Archiv  eben  »o  i^at  offen  stand  v'- 


ich  will 
falsch  aei 


/' 


dx 


ich  hier  bloss  an  der  Sache  hallen.  Der  Herr 
s  ArchiTs  hat  bekanntlich  schun  1838  erinnert 
i    /  —  =  Ix+ConS't 


1  setzen  und  di 


—  =  il{a^;    ich    habe  niederholt  anf  die  Richti^eit    < 

Bemerkunj;  aufmerksam  ;;eniachl,  Mobei  ich  den  Urheber  derselE,^., 
nicht  Terschwiegen  habe  (z.  B.  Archiv.  Tbl.  V.  S.  388.),  am  aller- 
wenigsten  hübe  ich  dieselbe  als  eine  „neue  Entdeiknng"  von  irüt 
„ausposaunt",  wie  Herr  Strauch  frech  genug  ist,  mir  nach r.twag««^ 
Unter  der  Anwendung  der  zweiten  Formel  erhält  man  z.  B. 


y;^'^=i;(9)_i 


l(*)=Hi). 


Herr    Strauch   traut  seinen   Augen  bäum,   wenn  er  inel; 
die  Integrale 

gleiche  Werthe  haben  sollen  trotz  der  verschiedenen  Integratio 

ä ranzen.   Durch  diese  buchst  komische  Verwunderung  bünaigt  stcft' 
er  gmudüelehrtc  Herr  Kritikus  trleich  als  Neuling  im  Felde  be- 
stimmter Integrale  an;  wenn  ihn  Erscheinungen  der  Art  no   Ter> 
wundern ,  so  wird  er  wohl  in  dieser  Branche  aus  der  VernundvrnDtf  ,  ■ 
gar  nicht  herauskommen;  z.  ß.  ist  -2_l 

s'iaxBx^  i       a'inxSj:^  j       sin^^j:.. . 

gewiss  noch  viel  paradoxer  .^Is  das  Obige.     Das  einztg  I 

was  Herr  Straucn  vorbringt,  ist  die  C()nse({nenz :  n«nn  dte  f 
Gleichung  bestehen  soll,  so  muss  auch  sein 

P'^+f-^'^^P'^A  also  r'^S 

Dass  nun  wirklich  ganz  allgemein 


r:^ 


-  =  0 


ist,  will  ich  Herrn  .Strauch  hier  anf  doppelte  Art  bewtHseD. 

A.    Geometrischer    Beweis.     Vielleicht  hat  Herr  Strand 

gendwo  einmal  etvias  davon  gehiifl,  da.ss  wenn  y  =  f{jr)  di»  4 

chung  einer  Curve  bedeutet ,  das  bestimmte  Integral 


// 


/■WBj 


Anilerrs  nU  div  FIficbe  ist ,  neklii)  von  dor  Cane ,  tleit  m 

j;=ß  ((riliirendeii  OrdiiiHten  f(tt),  /Xß)    und  dfm  Stück» 

tlrr  AlH)i!Msenach«[«   bogrüiixt  wird.     |ii  utmorpiii    falle   Ut 

\  An  Curvo  eine  ^leklneiti^  Hyiierbel ,  deren  A8yi»|>t<)ter)  die  ('«nr* 

nnd  j:=\a  uehllreDdeii  Ordinaten  entliallen  ist,  besteht  dum  swei 
cOQi;nienten  Tlieilen,  voii  denen  der  eine  (lUor,  der  umlore  «nter 
der'  Abttdsseiiathse  lieift,  und  mithin  dem  Zeichen  nach  einnndeT 
entReseni'esetKt  sind.  Diinius  fidgl,  diisit  jene  FlJkhe  —  ü  Ut. 
wKhreiid  nurh  HerrnStrauch  ihrWerth  =:7(n)--/(— o)^ /(-l) 
»ein  milssle,  so  dnss  die  PItiuhe  einer  reellen  Ciirve  intuulnfir  atis- 
Gelel  Es  ist  wirklich  i;ut.  dat>s  die  Polizei^ nicht  Inleuriilrevhnimg 
verstebti  e»  iväre  ennst  mindei^tena  »tvelfelhafl,  ob  «le  Herrn 
Strauch  nach  frei  henirntaulen  liease. 
B.   Analytischer  iteneis.    Es  ist 


J-a    ~X       J -aX  \    x' 


Mao    setxe   im    ersten   Intef^rale    ;c  =:^  i,     so  wird    i=0    und 
i^-f-M,  nenn  x  =  ()  und  ^;= — a  geivurden    iitt,    und  luiui  hat 

fofglrth  wegen  —  =  ^ 

und  der  Hautitiierth  dicHer  Differenz  ist  Nnll,  aber  keinenlnlb* 
ini^iiür,  —  llerr  Strauch  sa^t,  e»  käme  Allee  aul*  die  Werthe 
der  durch  die  Inteeratinn  hereingekommenen  will ktlrl leben  Cufi- 
slaole»  an;  armer  Herr  •Strauch,  wisttca  Sie  denn  nicht,  daN«  In 
bestimmten  Integralen  (wie  die  obigen  nSmmtücfa  Mnd)  nuf  die 
Integratienskiinetanten  nar  nichU  ankommt,  weil  sie  durch  ElnfQh- 
mne  derlirünzen  weirgenchallt  werden?  Oaa  int  ja  ebenfdnr  (»mnd 
der  ueaeumiae  „tteAtinimleo"  Integral.  Am  Knde  vermindert  »Ich 
iBsrr  Str.iucn  noch  einmal  und  zwar  dartll*er,  da«  ich  fitiftc 
«vle  die  oben  hewieHenen  behaupte,  trotz  dem,  doN«  ich  ein  llw-h 
llber  beHlimmte  Inlei^ralr  »rm^hriehen  habe.  Aber  eben  desswenten. 
-well  ich  mich  mit  dienern  intereMidiilentievenHlnnde  viel  IfeiMtiAf- 
ibe,  weiiM  irb  mirb  ror  Fehlem  zu  böten,  in  die  man  bei 
UnwlMeiiheit     wie    die    meines   (iegner»    »olhwendlg  wer- 


Buier 


•S  rk  I  n  a  M  w  n  r  I  ')■ 
•     Bicmit  fflaobe  ich  i,h,e-,ri.^<,.i  f..rt..'-K;*4.r,  >„  l,  ,j<ot,  ,  dato 
A*  Vorwarh,   welckr  -t  «ol 

•intr  Biaxfidien  KntHt>-i  -zreif- 

tkkulfpumm  bembrr.  .  Mise 

dwim;  ich  dem  i.i...    .   ,:-,.■.■. ...... <^    iJi  m 

Üb  derMflIw  werth,  »Iwai^ea  neaea  ABietadoEif^eH  tutt dieaan 


*)    nalM  i<li  anch  *««  Urrrn  S  Ire  «eh  gelMat 
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W»ß«  eutee^D  xu  treten.    Es   bestimnit  mich  hierzu 

<lie  l'nichtlosa  Mühe ,  welche  et 

<leutach«n   und  hol|iri^eti  Jftr!>or 

nrlieiteii  *).     Wenn   der   ^eieirekrhc  Franzose  mit  seinem  „le  style 

test  l'huiume"    Heeht   hat.    welche  Vorstellung  i --'■ 

dann  voti  IJerni  Straach  machen! 
15.  Februar  184(i. 


Oeometrie. 


GrandzHSe  eines  Systems  pl an i metrischer  Aufgabea. 
Nürnberg.    l84ö.     Tj  (Jgr. 

Heb  er  dieltectification  der  PeriuheriedesK  reise«. 
>t2ki,.Doctor  der  Philosa)ibie  der 
ipzis,  der  Kaiserlich  Kussischen 
enscliatten  und  mehrerer  russischen 
gelehrten  Gesellschut'tcß  Mitglied. 


Universität  i 
Akademieder 
und  ausISndii 
Hamburg. 


Diese  mit  einer  sehr  pomphaften  Vorrede  versehene  im  Gan- 
zen nur  II  Seilen  umfassende  SchriTt  enthält  iveiter  nichts  als 
eine  anm'iherude  Bestimmung  der  Peripherie  eines  Kreises  aofti 
seinem  Halbmesser  und  eine  annähernde  Bestimmung  des  Dnrc^ 
messers  aus  der  Peripherie  durch  Construction.  Wenn  aqi^ 
bekanntlich  in  neuerer  Zeit  mehrere  dergleichen  annähernde  Aw 
lüsungen  wenigstens  des  ersten  der  beiden  in  Rede  stehende^ 
Probleme  gegeben  worden  sind,  so  nollen  vrir  doch  die  von  den 
Verfasser  für  dieses  erste  Problem  gegebene  Äufhlsang  hier  ii. 
der  Kürze  mitthellen,  ersuchen  aber  den  Leser,  sich  die  Figur 
selbst  zu  constniiren,  was  keine  Schtvierigkeit  haben  wird. 

Um   die  Peripherie   eines  aus  dem  Mittelpunkte   O  mit  d 
Halbmesser  ÄO   beschriebenen  Kreises  zu  finden,   ziehe 
beiden  auf  einander  senkrechten  Durchmesser  Aß  und  CD. 
auf  schneide  man  auf  dem  Quadranten  AC  von  A  aus  auf  bekaniiR 
Weise  den  sechsten  Theil  AE  der  Perijpherie  ab,    ziehe  durch  0 
und  E  den   Halbmesser  OE,    errichte    in  C  auf  den  Durchmesser 
CD  ein  Perpendikel ,  welches  sich  mit  dem  verlSngerten  Halbmess^ 
OE  in   F  schneidet,  schneide  auf  diesem  Perpendikel  \       '   " — 


»nrcb;^ 

i  aühM 

reiideA    ^ 
n  dem 
der  in 
Figur      - 

dt  d^^l 
lan  i^^^l 

ikacn^^^ 
irch  0 
messer 
messeV        ■ 
)n  d«ÄH 


1  Nm.  2.  fln^cl  aiefc  bei  der  Inhalt>nn^ 
I  kmiinil'-  «der  „ilann  knirnnt"  nTebt"*. . 
■Irer  ali  zehHmal  hintcrcimuidc« ;  nacb  der  lT«ber«rhrift  ..SrMnas-watV* 
heiBRt  es:  „IlteroitE  inll  nun  geichlosaen  werden"  —  ich  möchte  wiiieni 
ob  Herr  Strauch  viclleich  eint  seiner  getstruichen  Uezcndonen  mit  eiaen 
Schlußworte  angefangou  hal> 
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Punkte  F  utu  tiacli  der  Hmle  von  C  Itin  oitiedemdreifachoDlIalli 
iMSSCr  des  j;pgeb«noii  Kreises  ^deiche  Linio  FG  al>,  und  ziehe 
dann  die  Linie  Dd,  so  ist  diese  Linie  lUe  gesuchte  halbe  Pen- 
pherio  dos  ^^jiphetion  Krcisoi;. 

E»  tat  uiimlirh  ('F  offt^nhar  die  halbe  Seite  «iiies  um  den  Kreis 
lteS4;hri  eilen  eil  regulären  Sechsecks,  also,  neun  nir  den  Htiltimesaer 
des  gegebenen  Kreises  als  l^iiihcit  luitiebmeti .  CF:^-^^,  folglich 


I 


ys- 


sich  nach  der  in  der  Schrilt  angestellten  Rechiiune,  lYie 
-.„  .-.:ll.  Jedoch  nur  oberliachlich  mit  Hi'ill'e  der  Lügarillinien, 
KffprHft  UIM  rii^htii;  befunden  halten,  f)fi  ::^',i,m^i ,  aiso  eine 
VMinreln Stimmung  bis  zur  5ten  DecluiaU teile  mit  derLudolidiischen 
ttM  ergiebt. 

Diese  Construclion    der    Perii>herie  de»  Kreises,    wenn  mau 
litoli  bekanntlich  noch  genauere  hat,  scheint  sich  uns  durch  ihre 
lÄlchtiitkeit  in  der  Aus^'ihrung  zu  empfehleD,  und  für  den  praktl- 
Slieii  .(Gebrauch   Kenuu   i^enug  zu   sein,    weshalb  wir    sie  hier  in 
vr  Kfirze  mitgetJicill  haben.     Die  in   der  Schrift  ^e^ebene  Auf- 
Bllne  des  unigekehrleN  Problems  lässt  sich  ohne  eine  Figur  nicht 
[^frrstliiidlicli  machen,  und  niuss  in  ihr  selbst  nachjjesehen  tverdea, 
Qb  ilbfigens  diese    Schrift  wirklich  neu  oder  nur  vnn  Neuem 
1  ßuchnandel  gebracht  worden   ist,    wns    viir   r.a  vermutheo 
■nd  XU  hallen  gbiuben ,  lassen  wir  dahin  geatellt  sein.    Eben  so 
Ki>  wir  es  u/ientschieden,  oli  dieselbe  nicht  viclleiclit  eine,  vou 
—      Jim  der    Mathcinatik    xiemlich    üukundigen    ungeferti{;to  blosse 
^j^liet;«e*tzung  aus  der  ^iurdischen  tuen*  Ist.     Verschiedene  falsch 
n^^M^hrlehenc  Formeln,    und  Namen  wie  „Zeilon"!  „Mecius"! 
I^^gl.  lassen  das  letutere  tvemj(steua  mit  grosser  Wahrscheinlich- 
^^  annehmen.    Als  ein  von  den  Braminen  gefundenes  VeHiültniss 
i  Uurciimessers    zur  Perigdierle  von    einem   Itüheren  Altnr  wie 
■  Archiuiedisrhe  Verbiiltnise  wird  S.  S.  das  bis  zur  vierten  De- 
^itTstelle  richtig  sein  sollende  Verhältoiss  ]'2.')ü:3927  angegeben, 
üloss  um  die  obige  annähernde  Coiiatruction  der  Peripherie, 
sich,  wie  schon  erinnert,  uns  namentlich  durch  ihre  Lelchtig- 
t  in  der  Ausführung  für  den  praktischen  Gebrauch  zu  emufeh- 
scheint,   gelegentlich   mitzutheilen,   haben  wir  uns  bei  dieser 
^^«t   ganz  unbedeutenden   Schrift   hier  so  lange  verweilt,    und 
n  deshalb  die  Leser  des  Literarischen  Berichts  um  Verleihung. 


M  e  ch  a  n  f  fc. 


8. 


Lehrbuch  der  ElemoD tar-M«cbanilc  fiir  tecbnis^lt^ 
id  militJir  18  die  Lehranstalten,  höhere  Bürgers  cbnJen 
d  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  0.  W.  r.  Langsdorl^ 
ofessoranderGrii^sherzugl,  hüherenlliirgerschi' 
Maonheim.  Mit  8  Figurentafelii.  Stuttgart,  " 
21  ggr. 
Diese  schon  vorliiulig  i: 

ingezeigte  Schriti    ist  zufaltit*  erst  jetzt  iu 


xwPB 

lande     i 


lulichkeit  ihrer 
I  Princiji 


Literarischen  Bericht  Nro. 
S.  Sti^.  angezeigte  Schrift  ist  zufaltii;  erst  jetzt  iu  unsere  Hände 
gelaugt.  Feidient  aber  tvegen  ihrer  allerdings  in  mehreren  Bezie- 
nuugen  ei genthflni liehen  Fassung  eine  ettras  ansrührlichere  Anzeige. 
Uer  Herr  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede,  dass  ihn  hei  der  Aus- 
arbeitung dieses  Lehrbuches,  welches  hauptsächlich  zur  Vorbe- 
reitung auf  die  Maschinenlehre  be^^timnit  sei,  die  Absicht  geleitel 
habe,  zur  allgemeineren  Verbreitung  der  in  Deutschland  noch  viel 
zu  wenig  bekannten,  für  die  Maschinen  lehre  so  n'ichtigen,  Prio- 
cipieo  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  der  lebendigen  Kräfte 
das  Seinige  beizutragen.  Die  Behauptung,  dass  bei  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Principien  die  Resultate  nicht  begriffen  ivärdeu, 
Keil  ihre  Entstehung  und  ihr  Zusaninienhaog  nicht  zur  Anschauung 

Selangten,  könne  er  nicht  als  begründet  anerkennen.  Denu  iras 
en  Zusammenhang  der  Resultate^  betreffe,  so  könne  dieser  im 
Gegeutbeil  nur  dadurch  hervortreten,  dass  sie  sich  aus  einem  ein- 
zigen Printip  ableiten  lassen.  Was  aber  die  Anschi 
Entstehung  anbelange,  so  komme  es  nur  darauf  an,  zi 
selbst  auf  niüglichst  direktem  und  anschaulichem  Weec  zu  führen. 
Diesen  Ztveck  glaube  er  hinsichtlich  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  durch  unmittelbare  Ableitung  des  Paralli 
granims  der  Drucke  aus  dem  der  Beschleunigungen  und  durchs 
Wendung  des  einlachen  Hebels,  und  in  Bezug  auf  das  Principf] 
lebendigen  Kräfte  durch  die  Anwendung  der  relativen  Drucke, 
reicht  zu  haben,  deren  man  sich  zwar  schon  vor  laugen  Jahi 
(trenn  nuch  in  anderer  Form  und  nicht  unter  besonderer  tieui 
nung)  in  einzelnen  Fällen  bedient  habe,  die  über  später  durch  das 
D'Jüemberf'sche  Princip  gönzlich  verdrängt,  und  auch  in  keiueni 
Lehrbuche  als  Basis  der  Dynamik  aufgestellt  und  consequeot 
benutzt  worden  seien.  Bei  solcher  Behandlungsiveise  erscheinen 
die  Statik  und  Dvnamik  in  einer  natürlichen  und  deshalb  der  Fass- 
lichkeit  so  gfinsfigen  Verbindung,  dass  alles  Dunkele  und  Meb^ 
deutige  verschwinde.  — 

Die  Ueberschriften  der  vier  Hauptabschnitte  sind  folget 
Bewegung,  Beschleunigende  Kraft,  Druck,  Stoss,  r 
noch  zwei  Anhänge  über  die  Reibung  und  Steifigkeit 
Seile  und  die  Festigkeit  kommen,  wobei  nicht  unenv 
bleiben  darf,  dass  die  Schrift  durchaus  nicht  bloss  auf  die  festeu 
Kürper  eingeschränkt  ist,  sondern  auch  die  tropfbareo  und  aua- 
deliusauiea  umfosst. 


tut»    ,| 

i 

das 

neot 

Fass- 
tteb^y 


411 

Wegen  der  allerdioKR  eigenthüralichen  Darstellung  der  Hanpt- 
liehren  der  Mechanik  und  der  einfacheti  und  deutlichen  BehandluDgs- 
Iffeise  ist  diese  Schrilt  jedenfalls  zu  all^meinerer  Beachtung  zu 
lempfehlen,  und  znar  um  so  mehr,  weil  es  frünechenswerth  ist, 
■  dass  die  so  höchst  fruchtbare  Anwendung  der  beiden  inefarcr- 
■wähnten  allgemeinen  mechanisclien  Princi|ie,  die,  wie  der  Herr 
plFerfasser  ganz  richtii;  bemerkt ,  unter  der  ziemlich  grossen  Anzahl 

«olcher  allgemeinen  Principe,  iveJche  es  in  der  Mechanik  bekannt- 
ch  giebt,    für  die   Maschinenlehre   bei  Weitem   die    wichtigsten 
^ind ,  immer  mehr  Eingang  und  Aufnahme  in  den  Unterricht  finde. 


Astronomie. 


Neue  Theorie   der  Mechanik    de»  Himmels  und  Bc- 
18  der  Uiihaltbarkeit  einer  u  lUemeinon  Gravitation, 
n  Fr.  Buchholz.    B erl i n.  1S45.'  8.     15  Sgr. 
Soll  bei  Schriften  (Fie  die  vorliegende  die  Kritik  etwas  nutzen, 
nuas  dieselbe    nothwenilig    in  einer  Ausdehnung  segeben  wer- 
den, ffir  welche  der  Kaum  unserer  Literarischen  Berichte  zu  gering 
t.     Das  Schrißchen  unifasst  nur  54>  Seiten  und  von  Mathematik 
it  begreill  ich  erweise  darin  nicht  viel  die  Rede.    Wir  begnügen 
HB  daher  mit  der  blossen  Anzeige  seiner  Existenz. 


Asträa  und  den  Biela'scben 


^^^      lahn:   über  den   neuen  Planetei 
Kometen.    Leipzig.  1846.    6J  gGr. 

Uranus  oder  tägliche  für  Jedermann  fassMche 
ersieht  aller  Hlmmelserscheinungen  im  Jahre  1846; 
?flr  dieZwecke  der  beobachtenden  Astronomie,  beson- 
ders  aber  auch  für  die  Bedürfnisse  aller  Freunde  des 
sestirnteu  Himmels  bearbeitet  und  zusammengestellt 
n  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Rothkirch,  und  her- 
sgei'eben  von  Dr.  P.  H.  L.  von  Boguslawski.  Glogau. 
i&tö;    8.     1  Rthlr.   lo  Sgr.  ^ 

Der  Zweck   dieses    Astronomischen  Jahrbuchs   in  einer  noch 
nie  dagewesenen  Form,  sagt  der  Herr  Herausgeber  in  derVor- 

1)  Es  soll  Jedermann  auf  eine  mi'iglicbst  vollständige  Weis« 

Kden  Stand  setzen,  dem  Gange  derjenigen  Hauptbegeben- 
eiten  am  Himmel  folgen  zu  können,  welche  entweder  ent- 
«chieden  in  das  bürgerliche  Leben  eingreifen,  ja  seilist  den  Ver- 
fehl regeln,  oder  sonst  die  allgemein«  Aufmerksamkeit  in  Anspruch 
nehmen. 

2)  Es  soll  allen  denen,  welchen  es  um  eine  etwas  genauere 
'Stimmung  der  Zeit  zu  tbun  ist,  ohne  dazu  mit  geeigneten 
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lostnimeDten  versehen  zu  sein ,  möglichst  viele  Gelegenheit  bieten 
und  mancherlei  Mittel  zeigen^  sich  zum  üftern  der  Uhrzeit  we- 
nigstens bis  auf  eine  Minute  versichern  zu  können. 

3)  Es  soll  die  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  mitFernrobreo 
versehener  Liebhaber  der  Sternkunde  zu  jeder  Zeit  aal 
diejenigen  Erscheinungen  am  Himmel  aufmerksam  machen ,  welche 
geeignet  sind,  ihr  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Wir  halten  dieses  Unternehmen  besonders  für  die  vielen  Liefc* 
haber  der  Astronomie,  welche  es  jetzt  giebt,  recht  nützlich  und 
wünschen  demselben  einen  ungestörten  Fortgang,  fügen  aber  zt? 
gleich  auch  die  Bitte  an  den  Herrn  Herausgeber  hinzu,  dafSt 
Sorge  zu  tragen,  dass  jeder  Jahrgang  immer  schon  möglichBt 
zeitig,  wenigstens  immer  vor  Anfang  des  betreflfenden  Jaturet 
in  die  Hände  des  Publikums  komme. 

ß  o  r  n  :  Gnomonique  graphique  et  analy tique,  ou  T Art  de  traocr 
les  cadrans  solaires.    Paris.  1845.    3  Fr.  50  Cent.  . » 


P  b  y  s  i  k. 


Leclercq:  Note  sur  la  formation  de  la  glace  dans  les  ««»  ^ 
courantes.    Brux.  1845.  «tt  :.| 

Quetelet:  Sur  le  climat  de  la  Belgique.    1.  pärtie.     Rimtf  '\ 
Dement  solaire  et  temperatures  de  Tair  et  du  sol.    Brux.   184o.  >     '[ 

Houzeau:  Sur  les  etoiles  filantes  periodiques  du  mois  d*ai|P  \ 
et  en  particulier  sur  leur  apparition  de  1842.    Brux.  1845.         .  ,n    ; 


Fermiscbte  filcliriften. 


I.A' 


Memorie   di  matematica  e  di  fisica  della  societa  italiana  dttlt 
scienze  residente  in  Modena.    Modena.  1845.  'f 


Das  treffliche  Cambridge  m^thematical  Journal,  di 
Inhalt  in  den   früheren  Literarischen  Berichten  immer  ai^efli||[| 
worden  ist ,    scheint  von  jetzt  an  unter  dem  folgenden  etwas '' 
änderten  Titel  erscheinen  zu  sollen: 
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The  Cambridge  and  Dublin  mathemalical  Journal. 
Edited  by  W.  ThoniKon,  ü.  A.  Fellow  of  Nt.  Pe- 
ters College.  Cambridge. 

Nro.  I.  und  Nro.  II,  die  zuRammen  in  einem  Ifeffe  nungeifp- 
lien  worden  sind  «(Double  Nuniber,  Price  5  h.),  und  INrti.  III. 
liegen  uns  vor  und  haben  folgenden  Inhalt: 

General  Theorems  on  Multiple  Integrale.  Hy  li.  L.  KIIIa.  -  - 
C)n  the  Equation  oi  Laplace*8  FunrtinnH.  Bv  (t.  lioole.  ^^  On 
Formulae  relative  to  8iiherical  ('oordinateN.  (iy  W.  ThomHon.  — 
On  the  Variation  of  FJenients  in  the  Planein ry  Tlieory.  Hy  H. 
Ulackburn.  —  On  Synibolical  Geometry.  I(y  Sir  W.  II.  Ilntnilton. 
—  On  the  Quadrature  of  SurfaccM  o(  ihv  ^ecnud  Order.  Ily  .1.  II. 
Jellet.  —    On  the  Polar  Equation  of  a  (/bord  to  a  Conic  Ser.tion. 

By  P.  Frost.  —  On  the  Keduction  of  — ^r»  when  f/  is  a  FunHion 

of  the  Fourth  Order.  Bv  A.  Cayley.  —  Note  on  the  iVlaxiniannd 
Minima  of  Function«  of  Three  Variable«.  By  A.  C'ayley.  —  On 
the  Mathematical  Theorv  of  Electridty.  Part  I.  On  the  Klemen- 
tary  Laws  of  Statiral  Elertricitv.  By  W.  Thomnon  ^Uebersetzung 
aus  Liouville*8  Journal.  Tbl.  X.  S.  Mi.).  —  Mathematical  Notes. 
(iVro.  III.  will  publi.«(hed  on  the  Ist  of  March.) 

Nro.  III.  On  Homogeneous  Function:^  ot  the  Third  Order 
with  Three  Variables.  Bv  A.  Cayley.  —  On  Linear  Transforma- 
tions.  By  A.  Cayley.  —  Investigation  of  Properties  of  flyperbola. 
By  E.  K.  Turner.  " —  Note  on  the  fting^t  and  f>ru.«(hes  in  the 
Spectra  produoed  by  Biaxal  frystal.'*.  By  VV.  Thomson.  —  On 
the  Principal  Axea  of  a  Ri^id  Body.  Hy  Vi,  Thomson.  —  On 
l^ircular  ^ections  of  the  Locus  of  the  General  Equation  of  the 
Second  OrH«»r.  By  P.  Frost.  —  On  S>ymbolical  Geometry.  By 
Sir  VV.  R.  Hamilton.  (Nro.  IV.  will  be  published  on  the  |jft  öf 
May.) 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  Zeitschrift  auch  in  Deutsch- 
land immer  bekannter  werde  und  allgemeinere  Verbreitimg  gewinne, 
nnd  werden  uns  noch  mehr  als  früher  bemiihen,  dazu  durch  recht 
genaue  und  mosriichst  /.eifure  Anzeisre  des  Inhalts  der  einzelnen 
erscheinenden  Hefte  diis  IJnHrige  nach  Kräften  beizutragen. 

Annuaire    de   TOliservatoire    Royal    de   ßru:reMes, 

far   A.   Qnetelet,    Directeur  de   cet   Etablissement  etc. 
84«.     Ll^'annee.    Briixelles.  IJÜT,.     Ii.     22  S^rr.  <^  Pf. 

Die.M«»N  „Annuaire**  enthalt  auM.ser  einer  kleinen  aHtronnmi- 
sehen  F.pln»nieriile  eine  ^n  urowne  Menge  iVir  die  praktiHche  Ma- 
thematik und  iiamendich  auch  fiir  die  Physik  nützlicher  Tafeln, 
dasi*  kaum  irirend  etwa«  von  Wicliti!rk»»it  venniKHl  werden  dilrfle, 
weshalb  wir  glauben,  daHS  dasselbe  liei  xeinem  i'iborauH  «rfinngen 
Preise  nicht  genug  empfohlen  werden  kann ,  indem  en  fS'ir  jeden 
Mathematiki^r  mid  Physik«>r  ein  höchst  oiitzlicheN  Taschenbuch 
bildet.  Auf  die  astronomische  Rphemeride.  welche  alles  filr  das 
^meine  Leben  Wichtige  und  Nothwendisre  enthält,  imd  zugleich 
mehr  als  vollständig  die  Zwecke  eines  gewöhnlichen  Kalenders 
erfüllt,  folgen  Tafeln  zur  Vergleichung  der  Maas«e.  Miinzen  und 
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Gewichte  verschiedener  Länder  unter  >  und  deren  Rednction  anf 
einander;  dann  Dichtigkeiten  der  Gase  und  Dämpfe »  der  tropfbaret  ' 
und  festen  Kurper;  Ausdehnung  der  festen  Kurper  durch  die 
Wärme;  Expansivkraft  der  Wasserdämpfe;  Wärmekraft  verschie- 
dener brennbarer  Stoffe ;  Schnielzunsspunkte ;  Kochpunkte;  Wärme? 
Strahlung;  Tafeln  zurReduction  der  jSarometerstände ;  Vei^leicbimg 
der  Thermometerscalen ;  Psychrometertafeln ;  Tafeln  zur  Bestim- 
mung der  Höhenunterschiede  mittelst  des  ßarometers  (es  sind  die 
Tafeln  von  Oltmanns);  Tafeln  zur  Bestimmung  des  Gewichts  des 
Hornviehs  aus  blossen  Messungen  desselben  onne  Abwägung  (d&e 
englische  und  die  französische  Methode  und  eine  neue  von  Heriii 
Quetelet  angegebene  Methode,  die  aus  einer  Reihe  neuer  in  Ge* 
genwart  einer  dazu  ernannten  Kommission  angestellter  Versuche 
abgeleitet  worden  ist).  Nun  folgt  eine  grosse  Anzahl  statistisdwr 
Tafeln ,  die  zwar  sich  zunächst  auf  Belgien  beziehen ,  und  gewiss 
eine  hOchst  vortheilhafte  Meinung  von  diesem  jungen  Königreidhe 
einzuflössen  geeignet  sind,  aher  doch  auch  viel  allgemein  Inte^ 
essantes  und  Anwendbares  enthalten  ;  und  den  Beschluss  macbeo 
die  Meteorologie  und  die  Physik  der  Erde,  mit  Einschluss  der 
magnetischen  Declination ,  Inclination  und  Intensität.  - 1 

Sollte  diese,  weil  die  Beschränktheit  des  Raums  eine  andefs    , 
uns  hier  nicht  gestattet,    freilich    nur  sehr  oberflächliche  Angabe 
des  reichen  Inhalts  dieses  trefflichen  „Annuaire^^  nicht  unser 
ohiges  Urtheil  und  unsere  Empfehlung  zu  allgemeinerem  Gebraodi 
nicht  vollständig  zu  rechtfertigen  hinreichend  sein  ?  ! 

.  "1 
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XXX, 

IjitcrarlisclLer   Bericlit. 


Ocscliichte  der  MTatbematik  und 
Pliysik. 

BesseVs    Tod. 

(Ans  iK'ii  AgtrDnainUvIien  Nachrtcbtcn.    Kro,  550.    enllchnU) 

Am  )7-  März  Abends  Ewischen  6  und  7  Uhr  starb  Friedrich 
Wilhelm  BüKsel.     Seine  lansen  und  Bchneren  Leiden  scliloss 
^ftai  ruhiger  schmerzloser  Tod.    Er  schlief  von  Liebe  bewacht  aanft 
'a,  tini  hier  nicht  wieder  zu  ervracheii. 

Die  letzten  l'age  seines  Lebens  wurden  noch  durch  eine 
ende  erheitert,  Welche  die  Gnade  Seiner  Alajcstät  des  Königs 
_ll  Preussen  ihm  bereitet  hatte.  Der  Erhabene  Monarch  liess 
Hch  iiir  Begsel  in  ganzer  Figur,  im  einfachen' Ueberrocke  an 
__inen  Schreibtisch,  wie  von  der  Arbeit  aufstehend,  gelehnt, 
inrch  Prulessor  Krüger  niulen.  Dies  üild,  das  ein  mehr  als  gnS- 
iges  Handschreiben  ankündigte,  kam  am  "i.  Mürz  auf  der  Stern* 
rarte  an,  und  war  von  der  Zeit  Min  zu  seinem  Tnde  BesseTs 
iDtige  Freude.  Er  dictirte  »m  7.  Marx  seiner  Tochter  folgenden 
lier  wiirtlich  abgedruckten  Brief  an  den  Herausgeber  der  Astro- 
tomischen  Nachrichten: 

,,Das  Bild  ist  ein  MeiNterwerk ,  prachtvoll,  ein  wahrhaft 
Königliches  Geschenk!  Der  Gedanke,  der  ihm  seine  Ent- 
stehung gegeben  bat,  macht  es  zu  einem  geschichtlichen 
Denkmale,  welches  dem  Herzen  jedes  Preiissen  unendlich 
theuer  sein  muss.  Vermöchte  etwas  diesen  zwiefachen  Werth 
desselben  noch  zu  steigern  und  das  Glück,  welches  ich  in 
seinem  Besitze  finde  zu  erhüben,  so  könnte  dies  nnr  das 
AUerhllch^le  Handschreiben  sein,  durch  welches  der  Monarch, 
mein  GnKdigster  Herr,  mir  zehn  Tage  vnr  der  Ankunft  des 
Bildes  seine  baldige  Absendung  ankündigte.  Ich  wfjrde, 
selbst   in    den   gesundesten   Tagen,    vei^ebens   versuchen. 


im 


Ihnen   ilio  Tiel'e   des  Eidilruclcs  zu  si^hildern ,  nelcbeo  nieiu 

ietiiiger  Besitz  a.u(  mich  geinuclit  hat.     Wir  sind  aber  alte 

Freunde,  die  sich  gegenseitig  durch  und  durch  kennen,  und 

deren  Einer,  auch  uhiie  besondere  Schilderung,   wähl  weis» 

wie  der  Andere  denkt.'" 

Ein  Brief  seiner  Tochter,  des  Fräuleins  ,1  ohan  na  Bessel .  au  den 

Herausgeber    vnni    18.  Älürz   zeigt,    doss  die  letzten    Blicke    des 

Sterbenden  noch  auf  diesem  Bilde  rubelen. 

„Schon  seit  mehreren  Tagen,  besonders  seit  Sonntag,  hatte 
mein  ^'ateT  sich  sehr  verändert.  Der  Pulsschlag  war  kaiini 
noch  bemerkbar ,  und  er  Iftg  Tust  fortwährend  in  einem 
Schlummer,  in  dem  er  endlich  entschlief.  Mutter  und  ich 
üassen  allein  an  seinem  Bette  und  freuten  uns  seines  ruhigen 
und  freien  Athniens  >vlthrend  des  Schlafe«.  Dies  Athtnen 
wurde  nllmäblich  immer  leiser,  hi^  ich  es  zuletzt  nur  ange- 
strengt lauschend  noch  vernehmen  konnte.  Einmal  höh  er 
dann  noch  den  Kopf  —  und  der  letzte  Hauch  war  entflohen. 
Es  war  ein  schöner  sanfter  Tod,  nie  er  ihn  sich  immer  ge- 
wünscht hatte.  Wir  sassen  noch  lange  vor  seinem  Belle, 
ohne  es  zu  wagen,  die  heilige  Sülle  durch  Laut  oder  Be 
wejtung  zu  unterbrechen. 

Er  behielt  bis  zu  seinem  Ende  sein  volles  Bewussteein. 
Nachmittags  sprach  er  noch  den  Dr.  ftlofherby,  der  ihn  be- 
suchte, und  meinen  Schwager,  der  ihm  das  Bild  des  Königs 
wieder  vor' das  Bett  stellte,  was  ihn  innig  eruuickte  und  er- 
freuele.  Er  hatte  sich  in  den  letzten  Tagen  davon  getrennt, 
damit  Jedermann  es  sehen  könne,  und  ee  machte  ihm  grosse 
Freude,  wenn  wir  ihm  erzählten,  wie  es  Alle  entziickle. 
W&re  Ißr  ihn  Hülfe  möglich  eewesen,  die  Freude  über  diu 
Genchenk  des  Königs  halte  ihm  geholfen,  das, 
sagen  pflegte,  den  Menschen  m  ' 
Inf  Stunde"  sei.  Er  hoffte  imni 
täT  das  liebe  Bild  danken  zu  kl 
schwach.  Der  Briel  an  Sie,  dei 
war  sein  letzter.  Er  wird  Ihnei 
Der  Heransgeber,  der  auf  daä  Glück  der  vielen  Jahre,  die  e 
mit  Bessel  In  der  engsten  freundschaftlichen  Verbindung  durch- 
lebte, wehmütlilg  zurücksieht,  bewahrt  diesen  Brief  und  deu  letjttiv-j 
noch  von  Besscts  ei»;ener  Hand  am  22.  Febru.tr.  schon  aui  if  ' 
Sterbelager    geschriebenen    Brief  unter  seinen   t  heu  ersten  I 


)ch  an  das  Leben  zu  fessrin 
-  noch    dem  Könige  selbät 
"'  ""  *chon  SU 


z  dictirte. 
n  theures  Andenken  sein." 


^u  letjttw  -^ 
aui  4^^ 


Der  obigen  Anzeige  des  verehrten  Herrn  Herausgebers  der 
Astronomischen  Nachrichten  freue  ich  mich  noch  hinzufiigeu  au 
können,  dass  nach  einer  mir  geiuachten  freundschaftüchcD  IVIil- 
theilung  Herr  Professor  Ur.  Anger  in  Danzig,  welcher  mit  Beseel 
in  einer  langjährigen  unmittelbaren  Verbindung  gestauden  hat,  mit 
der  Abfassung  einer  Gedächtuissrede  auf  diesen  gross«ii  Astronomen 
für  die  naturfoTschcnde  Gesellschaft  in  Dnnzig  beschSftigt  ist,  die 
er  demnächst  bekannt  ntacheu  und  sich  dadarch  gewiss  den  leb- 
haftesten Dank  eines  jeden  Mathematikers  ertverben  wird.  Denn 
wer  auch  nicht  Astronom  von  Fach  ist,  muss  doch  an  deu  l^ebens- 
8chick«alen   und  dem  Bildungsgänge    eines  so  hervorrageuder 
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der  GescIiU'hte  (l«r  Wissenschuft  «iDKii;  dusteheudeo  Geistes,  nie 
Sessel  war,  das  grüsste  luleresse  iichmeD,  und  sich  an  einem 
Bilde  wahrhall  ernäniieu,  dorrb  dessen  Anschauung  ihm  klar 
werden  wird,  dass  mit  ghtn^enden  Ei,^en  so  haften  des  (ieistes  und 
aussrebrei teter  Gelehrsamkeit  auch  sehr  n'ohl  grosse  Tugenden  des 
Herzens  verbunden  s^i"  künnen,  und  dass  bei  unausgeselzen  tiefen 
wissenschaftlichen  Studien  dncb  auch  das  rein  Menschliche  'un 
AlensL'heti  stets  erhalten  werden  kann.  Gr. 


liysteme,  I^ehr-  und  'WÖrtcrbüclier. 


Compendium  der  elementaren  Mathemniik,  enthal- 
tend die  Geometrie,  A^rithmolik  und  ebene  Trir^onn- 
metrie.  Zum  Gebrauche  heim  Unlerrichtc  von  Dr.  A. 
Kramer,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 
Nordhuuseo.  Mit  eingedrucktenFiunren.  Nordhausen. 
1840.    8.    25  Sgr. 

Dieses  Schulbuch  enthält  die  Lehren  der  Planimetrie,  Stereo- 
metrie, Arithmetik  und  ebenen  Trigonometrie  iiath  der  so  eben 
angetrebenen  Ordnung  in  dem  Umfange,  in  welchem  sie  Rep;en- 
ivärtig  auf  den  iireussischen  Gymnasien  vorgetraffen  zu  werden 
ptle<;en.  Zu  der  von  dem  sewühnlicbeu  Gebrauche  abweichenden 
Anordnung  des  Stoffs  wird  dem  Herrn  Verfasser  watirMcbeJnllch 
die  Art  nnd  Weise,  wie  er  von  dem  Buche  bei  seinem  Unter- 
richte Gebrauch  macht,  Veranlassuns  gegeben  haben.  Oh  indess 
er  nicht  vielleicht  besser  gethan  und  dem  Buche  einen  allgemei- 
neren Ein^anu  verschafft  haben  würde,  wenn  er  dasselbe  in  meh- 
rere kleinere,  einzeln  verkiiullicbe  Abtbeilungen  getheilt  nnd  da- 
durch einem  jeden  Lehrer  die  Freiheit  gelassen  liütte,  von  dem- 
selben nach  Belieben  Gebrauch  zü  machen ,  wollen  wir  dahinfi;estellt 
laetn  lassen.  Viele  Eigenthüiulichkeiten  irgend  einer  Art,  die  eine 
besondere  Hervorhebuni;  verdienten,  sind  un»  in  demselben  nicht 
entgegengetreten;  es  ist  aber  einfach,  klar  und  deutlich  abgefasst, 
und  entspricht  in  diesen  Beziehnnsen  den  an  ein  SchulWch  zu 
machenden  Anforderungen  recht  wohl.  Dass  der  Theorie  der  Pa- 
rallellinten  ein  besonderer  dieser  Lehre  eigenthiimlicber  Grundsatz, 
ohne  den  man  nun  einmal  in  derselben  nicht  wird  auskommen 
künnen,  zum  Grunde  i:eiegt  und  deutlich  hervorgehoben,  nicht 
versteckt  in  die  Beweise  iler  Lehr»nt/.e,  wie  dies  nicht  selten 
geschieht,  eingewebt  worden  ist,  verdient  Anerkennung,  Nor  ist 
nicht  recht  abzu^heu,  warum  der  Herr  Verfasser  seinen  Grund- 
satz 7a.  S.  10.: 

„Zwei  einander  schneidende  Gerade  Linnen  nicht  einer  und 

derselben  dritten  Geraden  parallel  sein." 
nicht  lieber  directer  auf  folgende  Weixe: 

Zwei  einer  und    derselben   dritten  Geraden  parallele  Gerade 

sind  einander  selbst  parallel 
ausgedrückt  hat;    denn  beides    kommt  doch  im  Wesentlichen  auf 
dasselbe  hinaus,  und  der  zweite  directe  Salx  scheint  uns  nainenl- 
30* 
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Ii4^b  (Ht  den  rrsleo  ^eometri neben  (Interricbt  zweckmässiger  aU 
der  erste  mehr  iüdirecte  Satz  zii  Roiii.  Der  ^t(>  Dnick  und  die 
selir  sauttem  iu  den  Text  eiiigeilrutkteii  Holzsulinitte  gereich«» 
dem  Buche  gleiuhlalls  zur  Empfehlung. 


Aritlimetik. 


letlk.  I.  Till.  3te 


Algebraische  Aufgaben  ifus  dem  ^anz 
der  reinen  Mathematik  mit  Angahe  der  li 
Als  Ergänzung  zu  Meier  Hirsch  Sammlung  von  Bei- 
spielen etc.,  sowie  auch  zum  selbstütändigen  Gebrauch 
bearbeitet  von  Dr.  ü.  C.  L.  Lehmue,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Königl.  vereitiigteu  Artillerie-  und 
Ingenieur-Schule  und  cieiu  Hauut-Öergwerks-Eleven- 
institüt  in  Berlin.     Berlin.    lH4ti.     H.     IH  Sgr. 

Belcannllich  enthalten  die  geomelriscben  AnPgaben  von  !\leier 
Hirsch  nicht  bloss  flie  Resultute,  sotidem  die  Tollständigen  Auf- 
lösungen. Dieser  Umstand,  meint  der  Herr  Verfasser  in  der  Vor- 
rede, eei  der  Grund,  dass  die  geometrischen  Aufgaben  von  Meter 
Hirsch  neit  weniger  Beifall  aliü  die  algebraischen  gefunden  hättea. 
Dadurch  sei  er  zur  Herausgabe  dieser  bloss  die  Resultate  ohne 
die  Ijüsun^eu  enthaltenden  üSammliing  algebraischer  und  geo- 
metrischer Aufgaben  veranlasst  worden,  deren  Inhalt  folgender 
ist.  Ertta  Abtheilunn.  Aufgaben  ans  der  Arithmetik. 
I.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  ohne  Zuziehung  des  dekadischen 
Zahlensystems.  Nro.  I  —  lOU.  11.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik 
mit  Zuziehung  des  dekadischen  Zahlensystems.  Nro.  1.  —  1^. 
Zweite  Aftt/ieiiu  }i*/.  A  ufga  ben  ,  welche  auf  al  ge- 
braische  Gleichungen  mit  einer  Un  bekannten  führen. 
III.  Algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  zu  ordnen. 
iNro.  1 — li.  IV.  Aulitaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  führen.  Nro.  1 — 120.  V.  Aufgaben,  welche 
auf  algebraische  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  fobreu.  Nro.  1 
— 50.  VI.  Aufgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen  von 
höheren  Graden  luhren.  Nro.  1  — ±i.  DTttfe  Abtheiluag. 
Aufgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen  mit 
mehrUnbekannten  führen.  VII.  Vermischte  ohne  Anordnung 
nach  der  Anzahl  der  Unbekannten  und  dem  Grade  der  entstehen- 
den Endgleichung.  Nro.  1 — 4!).  VIII.  Anwendungen  des  Satzes 
von  den  unbestimmten  Coefticienten.  Nro.  1  —  18.  IX.  Uaber 
stimmte  Aufgaben.  Nro.  1  —  27.  Vierte  Abtheilu\ 
braische  Aufgaben  aus  den  geometrischen 
Schäften.  X.  Aufgaben  aus  der  ebenen  Geometrie.  Nro.  1 — ' 
XI.  Aufgaben  aus  der  ebenen  Trigonometrie.  Nro.  1 — 68.  Xlf- 
Aufgaben  aus  der  Korperlehre  und  sphärischen  Trieonometrie. 
Nro.  1—46.  XIII.  Aufgaben  aus  der  Coordinaten- Theorie  und 
den  Kegelschnitten.  Nro.  1 — 32.  Ankantj.  Aufgaben,  welche 
auf  transcendente  Gleichungen  führen.    Nro!  1 — 14. 
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Eine  Seite  Ijisst  diese  Sammlung  geometrischer  Aufgaben, 
indem  sie  bloss  die  Resultate  in  Formel«  angiebt,  so  gut  wie 
mberüclisichtigt ,  nämlich  die  Herleitutig  geometrischer  Cnii- 
ntruclionen  aus  den  gefundenen  algehrai»chea  Ausdnicken ,  wozu 
Meier  Hirsch  allerdinge  Anleituni;  gieht,  und  die  also  hier  ganz 
dem  mündlichen  unterrichte  anheim  gestellt  bleibt. 

Neun  mathematische  Abhandlungen  von  Dr.  Fr. 
rndt  ,  Gymnasiallehrer  xa  Stralsund.  (Besonders 
igedruckt  aus  Grelles  Journal  für  reine  und  ange- 
tndte  Mathematik.     BandXXXl.).    Berliu.  1846.    4. 

Die  Titel  dieser  Abhandlungen,  die  alle  von  dem  Scharfsinne 
s  Herrn  Verfassers  ein  neues  sehr  erfreulichesZeugniss  ablegen, 
sind  folgende:    Ueber  die  Summirung  der  beiden  Reihen 

Yo  —  "i  n  +  "»7»— -  ■  ■  +  (—!)")''<' 

yo  +nin  +  »aya  !■••■  +J'n. 
in  welchen  die  Grössen  y  willkflhrlich  und  die  CoefScienten  Binnmial- 
coefGcienten  des  ganzen  Exponenten  n  sind,  mittels  höherer  Uiffe- 
renzen  und  Summen.  —  Novasolutio  problematis  determinandi  mul- 
ftfndinem  numeromm,  qui  ad  numerum  aliquem  sint  primi  enqne 
minores.  —  Fntwickelung  der  Summe  der  nten  Potenzen  der  natür- 
lichen Zahlen  nach  den  Potenzen  des  Index  mittelst  des  Tayior*- 
Echen  Lehrsatzes.  —  Ueber  die  Bernoullische  Methode  snnimirbare 
Reihen  zu  finden.  —  Nova  methodus  determinandi  mnltitudlnem 
rndicnm  congruentlae  j:' =  1  (niod.  J/)  aliaque  ad  hanc  materiem 
spectantia.  —  Demonstratio  duoruni  theorematum  Gaussianis  bis 
eeneraliorum  :  I.  Productum  ex  omnibus  radicibus  primitivis  moduli 

■imparis  p  unitati  e,ecp.  congruum  est ,  ezcepto  casu,  in  tjuoji=9. 
II.  Summa  omninm  radicum  primittvarum  moduli  primi  unparis  p 
est  ^0,  quando  p — 1  per  quadratum  aliquod  divisibilis  est;  quando 
vero  per  nullum  quadratum  divisibilis,  summa  est  ^4:1,  prout 
multitudo  factorum  ipsius  /)'-!  primnrum  est  par  aut  impar. —  De- 
monstratio nova  theorematis  Wilsoniani  a  summa  Gauss  hoc  modo 
generalius  enunciati :  Productum  omnium  numerorum  ad  numerum 
quemcunque  M  primorum  eoque  inferiorum  unitati  negativae  aut 
positivae  aee.M  congruum  est;  et  quidem  negative  sumeuda  est 
unita«,  quando  M  potestas  numeri  pnmi  iniparis  vel  ejus  duplum, 
vel  denique  4,  positive  autem  in  omnibus  casibus  reiiquis.  — 
'^isquisitiones  de  residuis  cujusvls  ordinis.  —  Bemerkungen  über 
ie  Verivandlung  der  irrationalen  Quadratwurzel  in  einen  Ketten- 
bruch. —  Man  siebt  aus  dieser  Angabe  des  Inhalts,  mit  der  wir 
s  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  biet  leider  begnügen 
issen,  dass  diese  Abhandlungen  des  Interessanten  nicht  wenig 
.  darbieten. 


Oeometrie. 

Lehrbuch  derMathematik  für  den  Schul- und  Sei bst- 
unterrich  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am  Gymna- 
sium  zuStar ga id.  Dritter  Band.    Auch  unter  dem  Titel: 
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Der  erste  Band  dieew  LelirbucJis  ist  ia  Nro.  .VXIV.  S.  337. 
des  Li ten irischen  llerivhtH  uRgezi>i|:t  ivurdeu.  Uet  Irdialt  de«  vor- 
liegenden erateu  geoiDetriücheD  TliciU  ii^t  im  Allcceueine 
Cender.  Einteilung.  Lonijimeirif.  Ersler  At>» 
Lage  gerader  Linien  in  der  Eltene.  Zweiter  Abschn 
«ajnraeiihnne;  unter  Avu  Linien  und  Winkeln  der  Fii;iiTen. 
Abschnitt.  Coritutnittionelle  Aufgalicn.  Vierter  Abschnitt. 
ZuKammenbang  uniHr  den  Linienverbältiiissen  und  Wickeln  der 
Figuren.  Aehnlichkeit.  Anhang  üuin  vierten  Abschnitt. 
(Transversalen.  Ifarniomsclte  Punkte.  AnH-endun|{en  des  P^-tha- 
goriüchen  Satzc*>  beim  Dreieck  und  Viereck.  Linien  in  und  am 
Kreise.  Verjüngter  Maasselub.  Vernier  oder  Nouins.).  Fünfter 
Abschnitt.'  Aufgaben  zum  vierten  Abecbuitt.  (Constructionea. 
GeoRietriM.'h-algebi'aiBche  Aufgaben.  Constniction  algeltraiscber 
Awsdrflcke).  Planimetrie.  'Seühster  Abschnitt.  FIf.chen- 
lehre  nder  Planimetrie  im  engeru  8Innc.  Siebenter  Abschnitt 
Aufgnben  zum  eechsten  Abschnitt.  Triffonomc  Irie.  Achter 
Ahschnitt.  Voo  den  trieonometrischen  Functionen  (Goniometrie). 
Neunter  Abschnitt.  Trigonometrische  Kechnungen. 

So  nie  in  dem  ersten  Bande  ist  auch  in  diesem  zivciten  ein 
sehr  liiblicbes  Streben  nach  evRtematiscber  Anordnung  unverkenn- 
bar. Daneben  enthldt  das  Buch  aber  auch  Anleitung  und  Stoff 
zu  eignen  Uebungen  der  Schüler  genug,  lässt  die  praktische  Seite 
nicht  ganz  unberücksichtigt,  und  sacht  auch,  wie  z.  B.  der  An- 
hang zum  vierten  Abschnitte  zeigt,  die  Erweiterungen,  mit  wel- 
chen die  Geometrie  in  neuerer  Zeit  bereichert  worden  iöt,  für  den 
Schulunterricht  zi 
zu  weit  zu  gehen. 
leitiiPE;  zur  analvtit!ch< 
de«    Schulunterrichts  gehi 


benutzen,  ohne  durin  jedoch,  wie  es  recht  ist, 
Zugleich  enthält  der  fünfte  Abschnitt  eine  An- 
Geometrie, so  weit  dieselbe  in  den  Kreis 
oder  vielmehr  eine  Anleitung  zur 
...'ebrai sehen  Auflösung  geometrischer  Aufgaben ,  und  zur  Her- 
leitung  geometrischer  (Jonstrnctionen  aus  gefundenen  alitebru Ischen 
Ausdrüclcen,  Alles  in  sehr  einfacher,  fasslicher,  dabei  alTer  (l«ii 
gerechten  Anforderungen  geometrischer  Strenge  genügender  Weise, 
lind  in  einer  für  den  Schulunterricht  jedenfalls  vollkonunen  aus- 
reichenden Vollständigkeit.  Am  wenigsten  hat  mis  nacli  den  An- 
sichten, die  wir  nun  einmal  über  diesen  vielbesprochenen  Gegen- 
stand haben  nnd  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  dürfen,  die 
Behandlung  der  Lehre  von  den  Parallelen  angesprochen^  Bei  alle» 
solchen  Darstellungen  wie  die  hier  gegebene  wird,  wie  es  uns 
scheint,  zu  hüulig  an  die  blosse  Anschauung  apeljirt.  Stellt  man 
aber  einen  dieser  Lehre  ei  t;entbü  milchen  Grundsatz  kurz,  klar  und 
bestimmt  aul,  und  weiset  die  Schüler  darauf  bin,  dass  erstlirb 
überhaupt  gewisse  nothwendige  Axiome  das  eigentliche  Fundament 
der  gesammten  Mathematik  bilden,  dass  ferner  dieLehre  von  den 
Parallelen,  in  welcher  es  auf  Vergleicbungen  von  Linien  mit  ein- 
ander Tücksicfatlich  der  Gleichheit  ihrer  gegenseitigen  Lage  an- 
komme, mindestens  ein  ihr  eigenthSmliches  Axiom  nothwendig 
fordere,  und  leitet  dann  alles  Uebrige  aun  diesem  einen  Axiome 
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durch  folgerechte  Schlüsse  huri,  klar  und  beslimmt  ab,  so  hui  man, 
glauben  wir,  sein  iviesenshaftlichHi«  Genissen  ijerettet,  und  alle 
Gelegenheit  zu  Eintvürfen  von  Seiten  der  Schüler  abgeschnitten. 
A?ehr  al»  das  Vorhergehende  wird  äich  iii  dieser  Lehre  ivohl  auch 
schiverlich  jemals  erreichen  lasi^eii,  und  es  kommt  nur  darauf  an, 
denjenigen  Satz  ausfindig  ia  macfaen ,  welcher  am  meiaten  auf  den 
Namen  eines  Aiinnis  Anspruch  zu  machen  berechtigt  ist.  Keines- 
wegs wollen  wir  aber  dem  Hen-u  Verrusser  dieses  Lehrbuchs  hier- 
durch einen  Vorwurf  machen ,  dass  et  wenigstens  nicht  gairz  den- 
selben Ansichten  gelolgt  ist,  da  wir  recht  gut  wissen,  dass  gerade 
bei  diesem  Gegenstände  schwerlich  jemals  eine  Ueberein Stimmung 
der  Ansichten  zu  erreichen  sein,  und  der  Herr  Verfasser  gewiss 
auch  seiner  Darstellung  bei  den  Sriiülern  den  gehörigen  Eingang 
zu  verschaffen  verstehen  wird. 


.loauet:  ; 
2.  cdit.     Paris. 


unotation  ä  la  g^ometrie  ölömentaire  de  Legendre. 


md  Doppelbildung, 
schnitt  und  Flachen^ 
gegebene  Fiigunsen 
üere  Fugung  u 


Fünf  berühmte  Fragen  'aus  der  Bitdtehre.  Vom 
Professor  Dr.  G.  Paucker.     Mitau.  ISIS.     8. 

Die  in  dieser  kleinen  Schrift  enthaltenen,  mehr  angedeuteten 
als  ausgeführten  Betrachtungen  sind ,  wie  der  Herr  Verfasser  auf 
S.  13.  sagt,  einem  Werke  über  die  neuere  Bildlehre  (Geometrie) 
entnommen ,  zu  dessen  Herausgabe  derselbe  nur  gunstige  Umstände 
erwartet.  Der  Inhalt  dieses  kleinen  Vorläufers  des  grosseren 
Werkes  ist  In  den  von  den  gewöhnlichen  bäuli^  abweichenden 
Ausdrücken  des  Herrn  Verfassers  folgender:  1.  Üie  Itildgleicbung 
.  Der  Doraelschnitt.  3.  Der  Verhiiltniss- 
liuitt.  4.  Eine  Fügung  (Figur)  in  und  um 
beschreiben.  S.  EioeTüguna  um  eine  an- 
„    ,,  leuAbkreis  (Kegelschnitt)  EU  beschreiben.— 

Die  neuen  durch  Einfachheit  steh  auszeichnenden  Behandlungen 
einiger  der  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie,  welche 
der  Herr  Verfasser  in  dieser  Schrift  andeutet,  machen  allerdings 
auf  das  angekündigte  grüssere  Werk  begierig.  Ueber  Nro.  5.  sagt 
derselbe,  uass  er  die  liier  gegebene  ungemein  einfache  Auflösung 
im  Winter  1844/^  gefunden  habe,  und  bemerkt  auf  S.  14.,  um 
lUiss verstand  nisseu  vorznheugen,  „dass  Herr  Oberlehrer  Seydewitz 
zu  Heiligensfddt  sich  gleichzeitig  mit  derselben  beschäftigt  habe 
und  durch  seine  scharfsinnigen  Betrachtungen  (Grunert  Archiv  für 
Mathematik.  Tbl.  IV.  S.  i'il.  1844.)  zu  ähnlichen  Ergebnissen 
geführt  worden  sei."  —  Wir  wünschen  im  Interesse  der  Wissen- 
echaft,  dass  der  Herr  Verfasser  durch  die  von  ihm  erwarteten 
günstigen  Umstiiiide  recht  bald  zur  Herausgabe  seines  grösseren 
Werks  in  den  Stand  gesetzt  werden  möge. 

Das  Malfattische  Problem,  nen  gelöst  von  C. 
Adams,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Cewerbschule 
in  Winterthur.  Mit  einer  Uthographirten  Tafel.  Win- 
terthur.  IMti.     4. 

Das  Malfattische  Problem  ist  bekanntlich  die  Aufgabe: 
m  In  ein    gegebenes   Dreieck  drei    Kreise  so  zu  be- 

schreiben,   dass  jeder   derselben  die    beiden  an- 
dern und  zwei  Seiten  des  Dreiecks  berühre. 
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und  zuerst  aufgeliii^t  von  dem  Italiener  Malfatti  In  dem  «rslcn 
Theile  dm  Keimten  Bundes  der  Mem.  d.  Soc.  Ital.   1803. 

Die  obige  Schrift  zerfallt  in  die  drei  folgenden  Absclinilte: 
Eritter  AInchnill.  Die  iMleren  Auriüsungen.  Zweiter 
Abschnitt.  Die  Steiner'scbe  Conätruction.  Dritter 
Abscknilf.    iVeiie  AuflßsuGg. 

In  dem  ersten  Absohnilte  charakterisirt  der  Herr  Verfasser 
die  älteren  Ton  Malfatti  »«willst ,  Ger^onne  und  Lavera^ile, 
Tedenat,  Crell  e,.  Lefi  m  us  und  dem  Heraiisi^eber  des 
Archivs  in  den  Su|i|)Ienien(eri  zu  dem  mathcmu tischen  WOrter- 
huche.  ThI.  I.  S.  'JÄ>.  gegeht-'nen  Auflrisun<;en  näher  und  bereichert 
die  von  Gergonne  und  Lavernede  gegebene  Auflosune  mit 
einigen  schätzbaren  eignea  Bemerkungen.  Du  alle  diese  alteren 
Behandlungen  des  Problems  mehr  eine  möglichst  elegante  analy- 
tische Auliilsung  als  eine  geometrische  Construction  ItezireckteD, 
so  wird  ganz  ziveckmässig  in  dem  xtveiten  besonderen  Abschnitte 
die  von  Steiner  ohne  Beweis  gegebene  Construction  mitgetheilt, 
und  der  von  Zornow  gegebene  Beweis  derselben  vereinfacht, 
überhaupt  nieder  mit  verschiedenen  beachtenati erthen  eigenen 
Bemerkungen  bereichert.  Im  dritten  Abschnitte  theilt  der  Herr 
Verfasser  endlich  seine  eigne  durch  Einfachheit  sich  empfehlende 
Construction  nebst  der  vollständigen  Analysis  derselben  mit,  welche 
letztere,  was  man  nicht  unbemerkt  zu  lassen  hat,  auch  utimitteihsr 
sowohl  zu  den  von  Malfatti,  als  auch  zu  den  von  T^denat  gegebe- 
nen, durch  besondere  Eleganz  sich  auszeichnenden  Ausdrücken  tQhtt. 
Jedenfalls  ist  diese  Schrift  allen  denen,  ivelcbe  die  Aufgabe,  mit 
der  sich' dieselbe  iu  ziemlicher  Ausführlichkeit  beschäftigt,  näher 
kennen  lernen  wollen,  sehr  zu  empfehlen,  so  wie  das  immer  h£ti- 
figere  Erscheinen  solcher  Monographien  uns  überhaupt  vriinscfaeoi"- 
tverth  und  oft  verdienstlicher  als  die  Ausarbeitung  eines  gewiilin- 
liehen  Lehrbuchs  oder  die  Anfertigung  von  Uebersetzungen  aus 
dem  Französischen  oder  Englischen  zu  sein  scheint,  da  namentlich 
letztere  sehr  häufig  fast  gar  nichts  \veiler  als  das  Abschreiben  vor 
Formeln  erfordern. 

Die  Stereotomie  (Lehre  vom  Rörperschnilte),   enthaltend   die 
Anwendungen    der  darstellenden  Geometrie  auf  die  Sc  hatten  lehre, 
Linearperspective ,   Gnnmonik,   den   Steinschnitt   und  die  Holzt 
bindungen,  mit  einem  Atlas  von  74  Tafeln  in  Folio,  von  JE.  1 
Lcrov.     Aus  dem  Franziisischen  von  E.  F.  Kauffmann.    "' 
1846."    Erste  Lieferung.    Bogen  1  bis  6.     Mit  Atlas.     1 


BrKakäuser,  J.:    Tafeln  zur    approximativen    Bestimmung 
r  GrSssen  eines  ieden  Winkeln    in  Gruden  iind  Minuteu  vermit- 
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PraktiscUe  UWechanik. 


Grundlehren   der  Mechanik  uiid  des  Maschiaen- 
,1t  Beispielen   der  AoHenilune  uuf  4  Tafeln.     FraiiLfurt. 
i.     U  Rthlr. 

E1nfa(;he  und  leiehtverstäDdliche  Anleitung  zur  Berechnung  der 
Kraft  der  Dampfmaschinen.    Vom  Grafen  G.  de  Pambour.   Deutsch 
"     E.  H.  Schnuse.    Braunschweig.  184Ö.    8.    7  Sgr.  6  PI. 


Astronomie. 

Elementare  Darstell  ung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Bedeckungen  des  Herrn  Geheimen  Ka t hs  Beä>sel.  Vun 
C.  Rflmker.     Hamburg.    lB4tl.     4. 

Durch  diese  kleine  Schrift,  deren  Zweck  durch  ihren  Titel 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  bezeichnet  wird,  hat  sich  der  Herr 
■Terrasser  um  alle  diejenisen  ein  Verdienst  erworben,  denen  eine 
«ich  unmittelbar  an  eme  Figur  anschliessende,  und  dadurch  jeden- 
falls an  Anschaulichkeit  gewinnende  Dursteltnuif  mehr  als  eine  die 
migemeineu  Lehren  der  analytischen  Geometrie  in  Anspruch  neh- 
inende  Behandlungsireise  zu^u^t.  Dass  aber  gerade  unter  denen, 
welche  sich  namentlich  praktischer  Zwecke  ivegen  mit  Astronomie 
Iteschüftigen ,  wie  z.  ß.  unter  den  wissenschaftlich  gebildeten  See- 
.fahrern,  viele  sind,  weiche  das  Bedürfiiiss  einer  solchen  mehr 
elementaren  und  anschauliehen  Darstellung  fühlen,  ist  schon  in 
Nfd.  XXll.  des  Literarischen  Bericht:^.  S.  IMO.  bei  Gelegenheit 
der  Anzeige  der  von  Herrn  C.  Rümker  besori^ten  vortrefflichen 
vierten  Auilage  des  Hamburger  Lehrlachs  der  Schiff fahrtskunde 
von  uns  hervorgehoben  worden.  Du  nun  ausserdem  Bessel's  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Lnnge  aus  beobachteten  Sternbedcckuii- 
een  (denn  hierauf  bezieht  sieb  die  obi^e  Schrift,  nicht  auf  Bessels 
Methode  zur  Vorausberechnung  der  Stern bed e c kunge n ,  was  wir, 
um  jedem  möglichen  MixsverstäDdiiisse  vorzubeugen,  besonders 
bemerkeD)  allerdings  sehr 'verdient,  immer  ooeb  häutiger  in  An- 
nendung gebracht  zu  werden ,  so  glauben  wir  auf  die  obige  kleine 
Schrift  die  Leser  des  Archivs  nicht  bloss  im  Allgemeinen,  sondern 
iusbesondere  auch  die  Lehrer  an  Schlfffahrtsscbulen  aufmerksam 
machen  zu  müssen,  und  dieselbe  ihrer  Beachtung  zu  empfehlen. 
nÖie  Anwendung  der  Methode  ist  in  derselben  von  dem  Herrn 
Verfasser  auch  durch  ein  vollständig  ausgerechnetes  Beispiel  er- 
läutert worden. 
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TuK«n,  iS.L.:  Laerebog  i  StyrmaiidsLunsten  eller  St; 
kiinsten  uraktiek  ob  theoretisk  l'orklaret.  *2  opi.  2  Oele 
<i  Rl>d.  Ü  Sk. 

Bewegliche  Himmelskarle  mit  HorixoTit,  nebst  Erkiffrung  Itni  ] 
ConstructioD  von  O.  Müllinger,    Professor  ati   der  liüheren   Lelir 
anstalt  in  Solothurn.     Schaffhauseti.     I.  Rthlr.  6  Sgr. 


Physik. 


Katzfey,  J. :  Naturlehie  für  Ix'ihere  Lehranstalten, 
jutalphysik.     Verb.  Ausg.     Cülu.  1840.     li  Sgr. 
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ach   niathematiscIifB 

btihere    Schulen    utti 

olessor  der  Matht^inBÜL 

ehrten    G  e  s  e  J  t  seil  af  lek. 

nHolzschnit ten.  Lcipst|. 


isien  YDoDr.  J.  tii 
SnU    Mitgliede    mehrer 
■»taöiüdenTeitged 
.    8.     2  Rthlr.  IH  Sgr. 

Die  mathematische  Darstellung  in  diesem  Lehrlmche  bt-srliriakt 

glich   nur  auf  den   mechanischen  Theil   der  Physik,    und  auf  ihc 

Lvübnliehste  in   der  Lehre  vom  Lichte.    In  der  Lehre  vm 

|er  Electricität,  dem  G»lvani»nius,  Magnetisiiios  und  ün»  E\ertM- 

^goetisniiis  ist  von  Alatfaematik  keiue  Rede  weiter,  so  niv  decni 

uh  die  physikalische  Theorie  des  Liihts,  selbst  atich  die  LrkK 

mt   Aohromatisnius,    nur  eine  sehr    oherltächliche  tierilcksichÜ' 

piDg  in  idemselben  gefunden    hat.     Ueberhuupt  enthalt   die  Lefart 

im  deti  sogenannten  Inipouderubilieu    nichts  weiter,  als  Hau  our 

^  den  gewühnllrhsten   Compendien   findet,  ohne  alle  liisenthfiw 

hchkeit  der  Darstellung  und  Ueiiandlungsweise.   Da  als>i  '"  i^'f'"- 

^helle  die  Kritik  nichts  ku  thun  lindet.so  wenden  wir  -.r 

mischen    Abschnitten,    und  namentlich   xu  der  il. 
Slbeil  gen-ordenen  aul'  dem  Titel  des  Buchs  be^tindLi-. 
Rhenen  niathemu tischen  Darstellung.    Diese   letztere  u.. 
iber  leider  als  sehr  schtvach  hexeichnen,  und  hüben  in 
Öchts  weiter  gefunden,  als  was  in  derselben  Weise  si  i- 
Seutcdben  physikalischen  Lehrbiicbern  etwa  aus  den  Zeil  ti.  -.- 
[pnden  ist.  Denn  bei  Schlüssen,  «ie  z.  B.  dem  in  der  Lebrv  .<,">■■■ 
^uf  S.  18.  sich  findenden:  „weil  m  =  xi   sich  zeigt  und  ul*» 
m  +1  gesetzt  werden  kann,"  ist  dem  Herrn  VvttsMtt 
"^'Wobl  noch    nie  ein  Bedenken  aufgestossen ,   und  derselbe  wchoist 
tiacb    einer  solchen  Probe  noch  nicht  hinter  das ,  was  an  dvrjiUi- 
chen  Dingen    das  alleitt  Wahre   und  Richtige  ist,    gekommen  n 
sein.     Das   kann   aber   nicht  auffalten,    wenn   man  ans  vieinn  tt- 
scheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literalnr  leidfi 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueber^eugung  gewinnen  muss, 
grossen  lediglich    der   neuesten  Zelt  angehörenden  LeUümnnr 
eine    bessere   Begn'indiing    aJler   Tbeile   der   IVIathematilc  ätk' 
Ganzen  nur  noch  einer  höchst  geringen  Verbreitung  erfrcueilii 
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I  Schriftstellern  spurlna  vnralterge§;angen  sind.  Utt  ans 
mßg«  man  niHcht^u ,  uns  man  will ,  wir  iverden  es  nie  ziii;ehen, 
ftasH  in  irjirnil  einem  Fnlle  m  fi'jr  in  f  I  (gesetzt  werden  kHnn«, 
aavh  Menn  in  iioi;li  so  irross  frennnicri  sein  11111^.  Hei  dem  Unter- 
richte mir  St'hnlen  sinif  aber  dcr;:leli-hen  AbdunlUtiten  tim  so  fue- 
Ifthrlicher,  we'tl  die  Ncfifiler  den  rigeDtlkhen  Sinn  solcher  Betrach- 
tungen noch  f;ur  nicht  kennen,  snnilcm  elten  «rst  In  denselben 
«ingefährt  werdrn  sollen ,  und  wir  möchten  durh  den  l^ehrer  selten, 
der  sich  nicht  in  ^rosner  Vprlef;enhelt  beenden  sollle.  nvnn  er 
einen  ihm  ßesemlher  die  Behauptung,  doss  m-|- l>rn  Rei,  uuf- 
stellenden  Schiller  xu  der  üeberzeugun^  bringen  wollte,  dass 
m  +  l^m  sei.  Wenn  aber  «in  Lehrer  «er  Mathemntik  nur  den 
Wldersoruchsfjeist  seiner  Schüler  zu  wecken  versteht  und  zn  wecken 
den  realiuheii  Willen  hnt,  so  kann  er  uns  aurs  Wort  gluuben,  das» 
wichen  Einndrfen  nie  der  vorhergehende,  iDsofern  der 
Lehrer  selbst  durch  seine  ungenügende  Oarsteihmg  zu  deoaelben 
mehr  nis  zu  viel  Gelei^enheit  giebt,  nicht  fehlen  wird.  Wir  haben, 
da  der  Kaum  mehr  ins  Einzelne  zu  gehen  uns  nicht  verstattet, 
«boiiihtlich  deji  nbiicen  ^anz  trivialen  FaU  hervorgehoben,  weil  der- 
Wlhe  nach  unserer  Meinung  ganz  geeignet  ist,  einem  jeden  der 
Si^fat!  gehiirig  Kundigen  den  Geist  der  ganzen  in  diesem  Buche 

]^ebenen  mathematischen  Darstellung  der  Lehren  des  mechanl- 
1  Theiis  der  Physik  mit  einem  Male  vollstündii;  xut  Anschauung 
EU,  brin<;en,  und  zur  Bildung  eines  eigenen  Urtheila  die  nOthige 
{l'^Mschnur  ftb/ngeben.  DaJbei  milssen  wir  'aber  auch  noch  be- 
im«!) ,  das«  Ifir  Vieles,  was  unbedingt  eine  mathematische  Theorie 
tedert,  gur  keine  solche  -gegeben  worden  ist.  So  muss  z.  K.  die 
ftntimniung  des  FeuchtigkeitsEUstandes  der  Luft  aus  Beobach- 
^D  des  Psychrnmeters  durehauüi  auf  hestimnitp  ntathoniatisphe 
firmeln  zuriickgefllhrt  werden,  und  ohne  eine  strenge  rnalhema- 
lUche  Theorie  ist  das  Psychrometer  überhaupt  ein  ganz  unnfitzea 
instrunient.  Diesen  panzen  so  wichtigen  Apparat  thut  aber  ausser 
■toer  knri^en  Ueschreibung  desselben  der  Herr  Verfasser  nuf  S.  '241. 
nie  den  Worten  ab:  „Der  Unterschied  der  durch  beide  Thermo- 
Ineter  angegebenen  Temperaturen ,  d.  h.  die  Psychrometer- Differenz, 
■IWBtinimt  die  Feuchtigkeit  der  Luft";  freilich  aber  konnte  von  einer 
Theorie  des  Psychrometers  nicht  die  Rede  sein ,  weil  die  so  wich- 
tigen mathematischen  Untersuchungen  €ber  die  Exjmnsivkraft  der 
0Smpfe  gnri7  ausserhalb  des  Planes,  den  der  Herr  Verfasser 
sich  bei  Abfnssnng  dieses  Buches  machte,  gelegen  zu  hnlmn 
scheinen.  Endlich 'genfigt  dasselbe  auch  einer  Anlorderung  nicht 
im  Mindesten,  welche  man  an  eine  nia thematische  Darstellung  der 
-Physik  durchaus  zu  machen  berechtigt  ist.  Indem  es  nUmlico  nir- 
gends die  vielfachen  Correctionen,  welche  fast  alle  physlkall sehen 
Versuche  erfordern ,  wenn  sie  nur  irgend  auf  wissenscnaitlicbe  Ge- 
'n&uigkeil  sollen  Anspruch  machen  küonen,  gehörig  borJIckaichtigt, 
und  überhaupt  diese  so  höchst  wichtige  und  interesssnle  Seile  i^r 
liPfaysilt  ganz  bei  Seite  liegen  19sst.  Man  sieht  daher  hieraus,  dns>t 
dieses  neue  Lehrbuch   der    Physik  bloss  die  bekanntesten  Dince 

»ulhäll,  und  dass  die  auf  dem  Titel  hervorgehobene  malfacniatiscbe 

Sebandlung  wohl,  wenn  man  die  Sache  aus  einem  mehr  himh»-    | 

schaftliclien  Standpunkte  betrachtet,  gerade  seine  wbnAchste  Sei» 

ist.     Die  ll>d/.schnille  kilnnen  Kwar  gentigen,  »<ind  «her  nirbt  »■*• 

saulicr  uii'^eefiibrl ;  und  sollen  dieselben,  wie  es  last  st-heint,  A***- 


ttungen  der  Tbeile  eines  irirklicl 
parals  seiD,  so  gehrirt  dersellie  ' 


1S6 


vnrbandenen  physibaÜMbl 
leiii^steas  okht  zu  den  vor: 
HS    ganze  Buch,  riellaeb  i 


degaiiteo , 

Sollten  eii]i<;e  <lcr  oben  zuletzt  ern-üboten  Cnvol 
iellcicfat  dnri»  üire  Ktitscbulili^ung  suchen,   dass  das 
,  lebst  nur   für  den   Scliulonterricbt  bestinuiit  sei ,  so  ml 
rorberrschend  sein  sollende  mathematiscbe  Elenieiit  niubt  n 
I  und  in  der  Viirrede  als  ein  besonderes  (leivicht  ia  t'~ 
le  legend  her  vorige  Im  Iirh  ivonten  sein. 
Wir  hahi>n  die  oUgen  Uemerkungen  nicht  unterdrücken  v 
wir  sehr  iviliificlien,    dasK  auch  der  nmthematiscben  t 
ntner  mehr  und  mehr  eine  der  i^eo metrischen  ätreof^e  sich  iii'>j[- 
Jchst  nfibemde  Darstellung  zu  Theil  werden  möge,  »lulur  uns  tn 
Deutschland  u.  A.    der  verdiente  ßohnenberzer  in  il»'  .    '  '" 
Tbelle    seiner    AHtrunouiie    ein    vortreffliches    Mustoi 
hat,  welches,  wie  «ir  br>reti,    noch  jetzt  von  einem  li 
lebenden   Mutheniatiker    an,i;ehenden  Astronomen    vur/i: 
emiilbblen   zu   werden  ^lilegt.     Ausserdem    >.:  ' 
.Heitiung,    dass  die  mathematische  Physik,    aus  ein^  n 
Cei^icktspunLte    dargestellt,    d.   h.    huiner    au/    dir 
^'        fast  >,!rf/ei>ih  xu    uwgehende    Betrail- ' 
men   larll ckgef'ii Art,    ein    ganz    vorziI<;Iiehe? 
.^ttei  de»  mathenittli sehen  Geistes  tiberbaupt,  und  eine  v  ■ 
Furbereitung  zum  Studium  der  hübern  Mathematik,  in- 
I  fler  huheren  Alechanik  ist.    Wer  diesenGesicht^puukt  .. 
bSlt,  und  ohne  vnrzfigliclie  Rücksicht  aui  die  Strenge  <l'': 
bloss  ehie  Kenulniss  der  hauptsächlichsten  physikulisili. 
und  der  gewöhnlichsten  Formeln,  in  denen  dieselben  n'ul 
lassen,  sucht,  und  eben  bloss  in  diesen  Formeln  an  s'n  I 
thematische  Wesen   der  Physik  lindet,   mag  sich  das  •■■ 
Buch  immerhin  zum  Führer  wählen  und  wird  sich  viell' 
dem  Herrn  Verfasser  bin  und  wieder  zu  Dank  verpllicli' 
indem  das  Buch  vor  manchen  andern  ölters  gerühmtcu  : 
sehen  Lehrbüchern,    die  aber  hSuli^  ihre  Aufgabe  nur  •' 
möglichste  Anhaufun»   von  Material   ohne  scharfe  Be;:pi 
lösen  suchen,  u.  A.  die  gute  Seite  hat,  dass  es  die.  •■ 
mssenschalll lebe  Bedeutung  habenden,  Resultate  überall  ':<  < 
liebster  Klarheit  und   Bestimmtheit  hervorzuheben   snclit 
daher  dasselbe  immerhin  auch  seinen  Nutzen  stiften,  den  »irdi 
selben  keineswegs  ganz  absprechen  wollen. 

Nigris:    la  geologie   liee  ik  Tastronomie.   i 
solaire. 
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L.  Schrön: 
lä4C.  li  Rthlr. 


Stöc biometrische  Uülfstafeln.     gr.  8.    Hu 


lilterarteclier   Serlclit« 


Systeme  9  Iiebr-  und  IW^OrterbOeher. 


Lehr  hoch  der  Mathematik  fflr  die  rniti  leren  KlANN«*rf 
höherer  Lehranstalt  e  ri  v  on  Joh.  Au  ^,  l«rif  rifrt.  F^mter 
Theil.  Gemeine  Arithineti  k.  Dritte  verhenMerte  A  im- 
ffabe.  Auch  unter  dem  Titel:  Lehrhrjf:h  der  f^emfineri 
Arithmetik  fiir  die  mittleren  KlaHMen  höherer  Lehr  «fi- 
stalten von  Joh.  Auff.  Cvrunert.  Dritte  verbe»Merte 
Ausgabe.    Branden hare.  I8i5.    8. 

Vermebmrii^en   dieMi^r  dritten  Auflauf ^  rnein^M  L^hrbu'-h^  tlt^i 
gemeinen    Arithmetik    fiür   die   mittleren    KIhtH^pu    höherer    Lehr 
aDstalten    habe   ich    rieht   filr   rtuXh'i^   rind    %M^ckmä4»i^   »'fAt.Ut^r» 
kunoen.     Daj;eiv«rj    sl^uhe   U:h   die^^lhe   rnit  l»errht  #'irie  »erb»« 
serte  nennen  z'i  dOrfen:  4r;rh  i^it  di*-  huyip-Whuu}^  kl^if#e  fa/t/^/^T*- 
tafel ,    in   «frlrbe    üieh  fr'ih*^t  «rjoisfe  F^hf^-r  *'irfsr^4''bri'^h«^n  b*tf«^i, 
VOD  einem  der  ^i^-*»teri  r.% ei f>«-r  jetziger.  S' In" Je/,  h^rttt  Lohnfi ,  '/Mt*x 
neu  bere^-hne!  ■«'.•d^rfi.  'J>  I.'f.'irb«  ir,7  d#'r«^Ib»r#  *l^/  iiri  fßkiiX*ri 
vullig  un2e5v">'-.  s^blief»*'  ,    v»;;^  ü/bo'i  d^^b^tlb  p#'«fbi3(  3o*r»    «».'f 
jede  we?»erjt !''.•'.*   \  *:'<'.'t^':r./  ^#*-'  d*t;»  fM^Un^n'h^  f^*^?  d/#M*f»  Avf- 
lace  neben  '^»'"    :**'.K*.**',  Av.".<i'*'»  'Js****,  »b**,  «//  ■•;**'!;•  »;br#af*A 
Theile  r/i^-i'.*^    S't.-/>".   <  .*  <>'K<  7b*/*'.  ^•af^b»"^*'«  fr.^'b»-.'^*^ 
8chen  Leb-'V.*!»  *''•  H'Sv?*-. .    v  i:»>',  Ta/*«*-^/.^  f./^-wj^J*'»-,   i»«- 
breitete'i  f^*'..«".^. •■*.•<  *;•••.■.  </•<••>.••,  ^^^  f  •.»*■••  /^u  ^*/b '>•*»* M*»«^ 
hinderiirb  ^\y*-y'.    y*'»*A'.    .-*■  ■    «'.  ••>  %  %*   <•••  »^  *  K^-^ß4. 

schnitte   »••.rit.*^:.':*'-    »•••'*;»•.    v  v^ v*    .«.y   <•«    /.A^iVr^«*!/«    f\f  4^f* 
«bern   Klt.M.**i    »^  .»<   ^.ii^S   a.'^",    •"•.    <.-a«*va   J^iv«*  •■>.^  ^Vii**   ^jv^ 
läge   erMh.*M«^i     i'a.<    li.n  *    <  »   -l.v*.**    *,•,.'*•?•*  «    »•  «••■*^«  '/Wi-U 
beendisit  ^vt  ^< 
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Arithmetik. 


Jürgcii>si'(i,  K.:    die   eleiiu-ii(iiir  Aritlii 
Kopenhagen-    I  Klxl. 

f'alcuti  ilifferentlaruMi  rintturum 
tioiies.     Auetore    Maa.    Em.    (Jahr.    Itjr.rl 
Acud.    UpBitl.    MaMi.  ßoc.  ad  Kei;.  Gy- 
Le«^t.  de>«iL'n,    Parsilds.    (Ex  Actis  Re< 
UpHal.)-     Öpsaliae.  MIJCCOXLV.    4.  " 

Uactri&ft»    aarierum    inl'ial  taiunt    exeml  tatln 
Auetore  Ma^.  ßm.  Gabr.  Bjilrlf  ng,  ad  R(-<;.  Aond.  Dpa! 
Matli.  Dnc.    ad  Reg.  Kyran.  Aros.  ifliit  h.  Lee  t.  rtesif 
Pars  lina.    (E\   Ac (ia  Reg.  Sü^i« t.  U i>K<tl.).    Upsalll 
MDCCCXLVI      * 

Die 
ist  im  LiteniriEcbeb  ubhuil  j^hu.  .-h^.  u.  «od.  aii^varisji  »ukidu. 
Die  vnrlie;r(>i,de  ziveite  Abtlioilung  bescliältigt  hicd  mit  dein  eriil- 
liehen  Intei-rale  AX/i,  und  fiihrt  die  Uebersi^hrift:  De  Integral! 
ItEfi  seruridnm  dignltates  ipsin»  h  crescentes  ex[]li- 
eando.  Der  Herr  Verfasser  gelangt  KU  einer  t^rostien  Anzahl  lie* 
inerkensivertber  Kelalionen,  auch  zuisctieii  den  Bernftulli'stheti 
Zuhlen,  und  sthliesst  sieb  ganz  deti  neueren  Aussiebten  in  dor 
Analysis  an,  so  das»  diese  Abhandlung  auch  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Convergeni  und  Divergeiu  der  Reihe  nicht  ohne  Amt- 
beute  geblieben  ist.  Da  in  denLehrbfichen)  der  Analysis  gewübniich 
die  oaeh  den  Potenzen  vouj:  fortschreitenden  Reihen  Iiir  »Jeot  Jj^, 
\xtane,].x,  ij^eosecjar  nicht  entwickelt  werden,  —in  den,  iiltereii 
Ansichten  folgenden  Sehrilten  ivohl  der  WeitlSuligkeit  der  Ent- 
wickelung  wegen  j  in  deo ,  neueren  Ansichten  huldigenden  Werten 
wohl  hauptsüchlicb  deshalb,  weil  es  nicht  leicht  ist,  die  Bedin- 
gungen der  Convergenz  dieser  Reihen  anzug^en  — ,  eo  verdient 
(ler  Anhang  zu  dieser  Atihandlung,  in  welchem  der  Herr  Verfasset 
diese  Reihen  auf  eigen thüniliehe  Weise  entwickelt  und  die  Be- 
dingungen ihrer  Convergenx  und  Divergenz  gehörig  festzustellen 
gesucht  hat,  auch  nocti  besondere  Beachtung,  wohe't  wir  nnr 
wfinscben  milchten,  dass  derselbe  seine  Aufmerksamkeit  auch  der 
Reihe  für  die  Secante,  welche  sich  bekanntlich  darch  die  Ber- 
Doulli'schen  Zahlen  nicht  ausdrücken  liisst,   zugewandt  hätte. 

Die  zweite  Abhandlung  führt  die  Ueherschrin :  Nota  in 
Theorema  Binomiale.  Was  der  Herr  Verlasser  in  derselben 
zu  leisten  beabsichtigt ,  geben  wir  absichtlich  im  Folgenden  mit 
seinen  eigenen  Worten  au; 

„Satis  Buperque  cognttum  est>  aequationem  tllam 


veram  esse  y  reali  qualibet  atque  x  «juautitale  qualibet  (reali 
aeque  ac  imaginaria)  modulo  <]  praedita.  Nee  tatet,  haud  modica 
Analysi  contigisse  emolumenta  ex  pnsitione  illa 


BiJI 

lica 

ä 


45!) 


0  f  V"— l.Sliw") 
in  hac  aeq 

Quae  cum  iU 
quam  —  quod  aos  qiiidei»  <,^,a.t"ti<^  —  .cmiu  ....,ua^^  »^.,ul.>.w..... 
(1)  in  genere  (h.  e.  i/  ipsa  quaDtitate  qualibet,  reali  aeque  uc 
imagioaria)  rite  I'uerit  |irobata  «liju«  emolumeDtu,  <|uae  inde  Ana- 
lyst conti  Dgant,  exftoäita.  Koliis  est  propositum  hoc  loco  probare, 
aequatioaem  de  qita  ijaaeritur  verum  esse  onmihus 


fiatls  queo  niinm  quid  sit  qaoA  m...^- 
sciamus  —  veritas  hnjusce  aequationis 


X  =  M{CosM+V^^.Sinw)' 
./  =  ß(Cos6i  V"— l.Snt), 

M,  «T,  a  et  6  reale«!  deuiitantibus  quantitates,  diimmodo  m  nume- 
rice  <1  äit;  ijuo  Tacti)  breriter  quae  inde  Änalysi  s.  d.  iiil'eri»ri 
et  quidem  nommatini  doctrinae  serierum  inlioitarum  proriciscantur 
emulunienta  inTesti^abinius." 

Man  sieht  also,  da!«s  der  Herr  Verrasser  das  Binomialtheoreoi, 
ivelches  bit^her  iiumEr  auf  reelle  Exponenten  eingeschränkt  wordeu 
ist  **J.  Ranz  im  (i«iste  der. neueren  Analysls  auch  auf  inia^ioSre 
Exponenteu  zu  erMeit<>rn  sucht,  was  jedeuTalla  nicht  unwichtig  ist. 
Wir  bnffen,  für  jetzt  uns  mit  dieser  kurzen  Anzeige  begnügend; 
späterhin  ausfürlicber  auf  diese  Abhandlung  zurückzukunimen,  una 
emprehlcn  beide  AbbaitdluDgen  nochmals  der  Aufmcrksanikeit  dei^ 
Liebhaber  der  neueren  Analysis  recht  sehr,  künnen  auch  iiichC 
unterlassen,  unsere  Freude  darilber  auszusurechen ,  duss  die  ii; 
derselben  herrschenden  strengen  Ansichten  sich,  vpol'flr  diese  Ab' 
hatidlungen  und  frühere  Arbeiten  des  Herrn  Dr.  Billrling  de« 
Beweis  liefern,  nach  und  nach  doch  immer  ailgemeinere  Geltual 
verschaffen.  Mfigc  sich  nur  hierin  Deutschland  nicht  von  seinei 
norditichen  Nachbarländern,  wie  es  läsl- einigeiniasseu  den  Anschein' 
hat,  überflügeln  lassen! 


Arithiuetiska  Konststyk< 


les  lunefions  elliptiques.    4.    Paiis 
Stockholm.  1840.    8  sk 


Gteometrie. 


Die  Planimetrie  und  Stereometrie  für  den  Schul-  und  Selbst^ 
Unterricht  bearbeitet  von  Carl  Koppe,  Oberlehrer  am  (jypnnasiaid. 
zu  Soest.  Zweite  ume;earbeltete  und  durch  zahlreiche  Aufpohe^ 
vermehrte  Auflage.  Slit  6  Fiaurentafeln.  (Anfan;e;«gründe  di 
reinen  Mathematik  fär  den   Schul  -  und  Selbstunterricht  bearbeiti 


*)  Idi  KlaiiLr  lilcrbei  die  mit  don  KorUdhrÜten  di'r  iiciirreii  Annlj-»!« 
noch  wenig-trr  Tprtmulun  Lcsvt  rins  Ardiiva  auf  meine  in  divKem  Hrft^ 
tMfiDdllrhi;  Alihandlnns  Nro.  \XV.  verweisen  lu  dürfen,  (i 

^s.-  die  vorher  angeführte  Abtiandlan^.  U. 


I  Carl  Knpi>e  it.  s.  w.    Zweiter  Tlittit.     Planiia«lrie  hihI  f 
■  '       Zweite  Auflas«-.)    Es«e(i  1841).    8.    2?  Sgr. 

EuclidU  femte  och  sjette  Bütke  r  med  t»rSn4l1 
•ßi  E.    G.   BjOriini;,    PhH.   Ma!>.    Mathes.    Uoc.   vid' 
l,hiid.     Andra  üni'lasan  a(  „AlliuSn  Prauor (lon 
a  fr.rfattare;    U|.8ala.  1845.   8. 

Da  es  Re^ennärtie  zu  einem  Lieblingsthetiifi  einer  b* 
Klasse  von  Schrirtateljero  in  Deutsclilaiid  gehürl,  die  Eitltl. 
Methode  rückst chtlii^h  ihres  Gebrauchs  beim  geometrischen^) 
richte    herabzusetzen,    und  statt  dcrseiheo  eitjer  andern  M« 
die  schon  an    mehreren   Steilen    des   Archivs  ')   eti 
Keichiiet  H'nrdei)  ist,  Geltnnt;  zu  verf-thaffeti  zu  suchi 
eä  ziTKckniässig.  wenn  aucli  durch  die  blosse  jNennun|;  d«s 
von    Schriften    nie    die  obige   nachzuweisen,    dass  dies'" 
andern    Ländern    keineswegs  eben    so   wie   bei   uns    der 
sondern   dass  vielmehr,    wie  u.  A.    auch    schon   im  I 
Berichte   Nro.  XXVlll.   S.  416.  bemerkt  worden  ist, 
in  England,  Holland,  Schweden,  h.  s.  w.  ,  wo  ^ 

sonders  durch  ihre  Gründlichkeit  Miageeei ebnete  Matbe; 
gegeben  hat  und  jetzt  mehr  als  sonst  ^iebt,  der  geoiHi 
Unterricht,  besonders  auf  Schulen  —  und  zwar  nach 
Ceherzeugung  mit  vollem  Rechte  und  wesentlichem  VortI 
das  Gedeihen  dieses  so  wichtigen  Ünterrichts7.weiges  fibi 
und  dessen  Wirkung  auf  die  tüchtige  Ausbildang  desjugt 
Geistes  -~  immer  vorzugsweise,  man  kann  wohl  sagen. 
Euklidischer  Weise  ertheilt  wird.  Für  nie  wichtig  dies  tM\ 
das  Studium  der  sogenannten  höheren  Mathematik  nach  ' 
»ich  immer  mehr  und  mehr  Geltung  ver.«chaffenden ,  im 
niss  zu  der  älteren  DarstelluDirs weise  durch  eine  viel 
Strenge  und  wahre  malhemalische  Evidenz  sich  auf  das 
hat'teste  auszeichnenden  Ansichten  erkannt  werden  muss,  ist  aal 
erst  in  dem  vorliegenden  Hefte  des  Archivs  S.  303.  beflondm 
hervorgehoben  worden. 

Leber  die  Schrift  selbst  genügt  es  zu  bemerken,    dass  dic 
selbe  ganz  mit  Euklidischer  Strenge  verfasst  ist. 


Erstes  Buch  der 
Kränzte  Kaum  forme 
(Programm  des  Ü«. 
Ostern  IWß.)    4. 

fallende  Erscheinung ,  i 
einem  Lehrbuche,  wem 
unterrichten  wollten  und 
zu  tadeln  fanden;  findet 
schweig  die  Ursache  dit 


Stereometrie.  Nicht  allsei  tiu  br- 
n.  Vom  Oberlehrer  Dr.  Hincfcf- 
igymnaeiuma  zu  Ualbeistadt  r|ii 

aat  der  Herr  Verfasser:  es  sei  t 
ass    fast    alle  Mathematiker    nkbt  i 

es    nicht  von    ihnen   seftml  ve 
lass  dieselben  an  jedem  Lehrbuch»  E 
mit  Herrn  Scbulrath  Dr.  Ubde  ]    " 

ses  Uiastandes  darin,  dass  die  n 

,  nicht  von  der  Art  seien,  dass  alleJ 
erselben  mit  Erfolg  unterrichten  kfiM 
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I   nill    nun  ilurvh   din  vorlieirttnile  llenrlteitiiiii; 
8lcri!ometrl«  als   an  einem  Beispiele  zeigen 
pnatisches  Lehrliuch  bexchnffen  sein  niüsste 


Abschnitts 

i'ie  ein  matbe- 

lien  der  slren- 

BegtändunK  der  einsviuen   Sktze    ein   or^aninches  Uanze    zu 

rB,  üo  das«  jeder  SatK  nn  seiner  Stelle  titeben  T 

]  ein  Siitr.  a>blt. 

Wir  linden  die  Ursache  des  eriviihnten  Utnstaudes,  mit  il«m 
dlii^s  bis  KU  einem  gutiiiteen  (irade  seine  Kichllebeit  hat, 
egs  mit  den  genannten  Herren  in  der  Beschaffe nlieil  n 
irbifi:her,  sondern  In  der  Wiäsensthalt  selbst,  namentlich  In 
ungemeinen  Bildunßst;tii!i;i(elt  derselben,  und  darin,  dass 
,  intlich  ein  Jeder  die  ganze  AVissenschiirt  ohne  alle  Hüllie  einea 
'tirbochs  iius  sich  selbst  zu  entwickeln  im  Stande  ist,  wobei  wir 
r  z.  R.  an  Pascal  zu  erinnern  brauchen,  von  welchem  er- 
wird, dnss  er  In  einem  Alter  vuo  eilf  Jahren,  nachdem  ei 
Gesjirachen,  die  bei  seinem  Vater  gehalten  wurden,  nur  erst 
•  Ahnung  von  der  tJeoraetrie  bekommen  hatte,  keine  Ruhe 
\r  fand,  bevor  er  weiter  in  diese  Wissenschaft  eingedrungen 
Während  seiner  Erhotuneslunden  schloss  er  sich  allein  in 
ftbgefegene  Kummer  ein.  Dort  zeichnete  er  mit  einer  Kohle 
tftm  Fussbuden  Dreiecke,  Parallelogramme,  Kreii^e  u.  s.  w., 
die  Namen  dieser  Figuren  zu  wissen;  hernach  untersuchte 
i  Lagen  der  Linien  gegen  einander,  wenn  sie  zusanimenstnssen ; 
'«flieh  die  Ausdehnungen  der  Figuren  u.  s.  w.  Seine  Schlüsse 
ideten  sich  nuT  Delinitionen  und  Axiome,  die  er  Hii-h  selbst 
jKcht  hatte.  Nach  und  nach  kam  er  dahin  za  entdecken,  dass 
.linime  der  drei  Winkel  eines  Ureiecks  durch  einen  Halbkreis 
ifi8*h  Werden,  d.  h.  der  Summe  zweier  rechten  Winkel  cleich 
muss,  welches  der  3'2ste  Satz  des  Isten  Uuchs  des  Euklide« 
,  Bei  diesem  Theorem  war  er,  als  er  von  seinem  Vater  über- 
Ifiht  ward,  der,  nachdem  er  den  CeE^enstand,  den  Fortgang  und 
-i  Resultat  seiner  Forschungen  erfahren  hatte,  einige  Zeit  vor 
indening  und  Kiihrun;^  stumm  und  unbeiveglich  blieb;  alsdann 
ausser  sich  zu  seinem    vertrauten    Freunde,    lePailleur, 

,  um  ihm,   was  er  gesehen,  zu  erzählen.     Nun  erst,  nSmIicfa 

■  seinem  zwOlrten  Jahre,  gab  man  ihm  Euklids  Elemente  zu  lesen, 

'i  er  ganz  allein  verstand,  ohne  jemals  einer  Erläuterung  zu  be- 

tf«n.  —  Mehr  aber  als  der  eilljahrige  Pascal  wird  doch  wnhl 

\   Lehrer    der    Geometrie    an    einer    höheren   Unter richtsanstalt 

I   inneren   Trieb    in  sich    spüren,    die  Wiiisenscbart  aus  sich 

i  EU  entwickeln ,  und  gleichzeitig  seine  Schüler  an  dem  darin 

«enden  unauss^eehtlch  hohen  (ienuss  Theil  nehmen  zu  lassen; 

1  eben  diese  Eigenifaiimlichkelt  unserer  Wissenschaft  ist  es  auch, 

iTvelche  diesellie  als  Bildungsmittei  des  jugendlichen  (Geistes  über 
^Ue  anderen  Wissenschaften  so  sehr  erhebt.  Also  —wir  sagen  es 
jptHih  einmal  —  nicht  in  den  Lehrbilchern ,  sondern  in  der  Vor- 
jiefriicbkeit  der  Wissenschaft  an  sich  liegt  einzig  und 
ftllein  der  (irund  der  nhen  namhaft  gemachten  Erscheinung;  und 
»n  deshalb  sind  wir  auch  fest  überzeugt  j  ditss,  su  wie  bisher 
,j  den  Elementen  des  Euklides  herab  bis  auf  unsere  Zelt  keines 
Punserer  Lehrbücher,  unter  denen  gewiss  manche  sehr  gute  sind. 
T  allgemeine  Anerkennung  gefunden  hat,  gewiss  auch  künftighin  nie 
f  «ines  allgemeine  Anerkennung  finden,  und  dass  niemnls  ein  mathe- 
'  matisches   System  so   allgemeinen   Eingang  gewinnen  wird ,   wie 
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denselben   x,  B.  in  der  Botanik  das  Liimesche  System  1 
K«funcl«D  bat  und  zuni  Thitil   noch    tindet.     Dieses  S<.-lik 
UHUhemaliisobvD   Lehrbücher  und  SyetMue  wird  iiher  aus  d^ 
Hegebcnfiri    (irüuden    ßiewiss  auch   die    in  dein  vnrl 
Braiiim«  von  dem  Herrn  Verrasser  gelieferte    Probe 
Lehrbuch«,    dnr    wir  übrigens   ein   reuht    lübüchea   {i(r«b«ft| 
VollstSndi^keit   und    systematischer    Anordnung    keim 
s|>r«rlien  tvollen,  trelTeii,  nnd  die  Fluth  drr  inalhematisttliai ] 
bächer  nird  uureblbar  ininier   mehr  und   nielir  ir.ichsi 
eben  die  AnresiUR»  welche   unsere  Wissenwlial't  anthi 
dan  Geist  «nstfbt,   ist.   «eiche  vreaigMtens  die  bei^Heren  i 
hervorruft,  und   der  (iciist  sich  nun  einmal  nicht  in  Fe«8eln  | 
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scharthcbeii  Vereine  zu  De 
haltenvnn  J.  F.  Bocke,  Oirec 
tterlin.  1846.    Ü.    7  Sgr.  «  Pf. 

Ein  Jeder  wird  diese  ihrem  Zwecke  vollkommen  entspi 
SchrifL  mit  Verpiiiiien  und  Uelehrnng  lesen, 


oula 


the. 


tdalytiijue  du  synt&iue  du  tiui]^ 


rimdrlss 


athe 


chen  Ceograithic.  ViX 
höliere  Lehranstalten  entworfen  «nd  mit  einer  An 
tun^,  die  Sternbilder  des  nördlichen  Himmels  ftlU 
linden  versehen  von  Ang.  Wicgund ,  Hoctnrder' 
Insophie  und  Oberlehrer  an  der  Uealscftule  In  | 
Pranck  eschen  Stiftungen  /u  Halle.  Mit  einL'edrucl 
Holzschnitten.    Halle.  1846.    8.     10  Sgr. 

Es  ist  allerdings  sehr  zu  wünschen,  da«K  der  mathtmat 
(jeograiibie  in  Verbindung  mit  den  Hauptlehren  der  AstroHJ 
auf  Düheren  UnterrichtsaDstatten  besondere  Lehrstunden  gtn 
und  dieselbe  wirklich  in  deren  Lehrplan  aufgenommeB 
Denn  lächerlich  ist  es  in  der  That,  was  für  VerilreÜe  I 
tiber  diese  jeden  nur  einigermassen  Gebildeten  9o  nahe  Um 
Dinge    man  sich    oft  selbst   l>ei    Männern  der  Wissenschaf 

^eben  sieht,  so  wie  uns  z.  B,  ein  Fall  noch  sehr  wohl  e 

ist,  wo   ein  der  Natur  überhaupt  gar  nicht  so  fern  etehendn 
üoiiet  gebildeter  und  strebsamer  Mann  ganz  enistlkh  q' 
den  darüber  äusserte,  dass  das  Wasser,  obgleich  dim 
riscli  nahe  die  Gestalt  einer  Kugel  halie,  nicnt  von  d~ 
unterlaufe.     Der   Grund    solcher    groben   Unwisstobi 
DUf  in  deni  schlechten  Schulunterrichte,  welcher  aiUt 


ilikvnn  SU  Iragen  hat,  uitil  die  Schulen  inJicIiteu  doch  ju  immer  mphr 
und  mehr  daran!'  hinatbeiteD ,  die  ihnen  anvertrauten  Schäler  zu- 
erst und  vorzüglich  filier  das  gehljrig  aufzuklären,  nas  sie  nherall, 
wo  sie  (>ich  hirineriden,  znaächsl  umgiebt  und  ihnen  zuerst  ent- 
gegen ti'itt;  denn  Jeder  suUte  sich  douh  irnhl  mehr  schämen,  wenn 
er  nicht  klar  überschaut,  ivie  und  nach  «eichen  (rtsetzen  die 
Sonne  seine  Ta;>e  erhellt  und  der  Moud  seine  Niichte  erleuchtet, 
als  ivenu  er  nicht  immer  die  griechischen  Accente  richtig  zu  setzen 
versteht!  Auch  zweifeln  wir  keinen  AuKenblick,  dass  die  Zeit 
gar  nicht  mehr  so  fern  ist ,  wn  man  die  Richtigkeit  hiervon  immer 
noch  mehr  als  dies  schon  jetzt  der  Fal!  ist  erkennen ,  wo  die  Zahl 
unserer  Gymnasien  und  sogenannten  Real-  odef  Bürgerschulen  in 
das  umgekehrte  Verliältniss  getreten  sein  wird,  und  wo  atich  die 
letzteren  ihre  ZOglin^e  mit  dem  Zeugnis»  der  Reife  zur  Uuiversriät 
entlassen  werden.  Nun,  wie  dem  auch  sein  mUge,  wir  sind  in 
Bezug  auf  das  vorliegende  Büchlein  der  Meinung,  dass  in  dem- 
selben dem  Unterrichte  in  der  mathematischen  tieogTAptiie  ein 
zwar  kurzer,  im  Ganzen  aber  zweckmässiger,  die  HSlfe  der  Lehren 
der  sogenannten  reinen  Mathematik  zwar  sehr  mSssig  in  Aus[)nich 
nehmender,  aber  doch  Mich  nicht  ganz  verachtender  ond  selbst 
etwas  mehr  als  in  manchen  anderen  Büchern  ähnlicher  Art  hervor- 
hebender, überhuunt  der  Ausdehnung,  welche  man  bei  den  jetzt 
noch  obwaltenden  Verhäitnisnen  diesem  Unterrichte  zu  geben  sich 
Klauben  dürfen  mücbte,  entsprechender  Leitfaden  geboten  wird. 
Druckfehler  linden  sich  leider  mehrere,  was  bei  einem  Schul  buche 
immer  übel  ist,  so  wie  z.  B.  auf  einer  und  derselben  Seite  (^4) : 
Elipaen,  Radienrectoren ,  Kiimistrn|i  *};  auf  Seite  53.  Guiseppe 
"iazzi  stall  Giuseppe  Piszzi ,  «.  s.  n:  Wenn  das  sehr  graue  Pa- 
rier etwas  besser  wfire,  so  wdrden  «ich  auch  die  zweckmässig  in 
len  Text  eingedruckten  sonst  nicht  ganz  üblen  Holzschnitte  besser 
ansnehmen.  Die  angehängte,  übrigens  nur  ganz  kurze  Anleitung 
Kenntniss  der  nördlichen  Sternhilder  hätte  nach  unserer  Mei- 
nung ganz- füglich  wegbleiben  können,  da  wir  dergleichen  astro- 
^ostische  Beschäftigungen  für  den  Schul  Unterricht  nicht  zweck- 
mässig linden  können ,  und  deshalb  eine  allgemeine  Andeutung, 
wie  in  der  beobachtenden  Astronomie  und  auf  den  Sternkarten 
die  Sterne  bezeichnet  und  von  einander  unterschieden  werden,  an 
diesem   Orte   für  ruilig  genügend  gehalten  haben  würden.     Denn 


*)  Man  findet  den  Kunen  des  OeburUorli  Tj'cho's  in  verichiedenen 
Schriften  auf  nelir  ventliiedene  Arten  gasohrieben.  Sn  icbrelben  x.  B. 
IiBlande  (AMmnomie.  Secande  ^dilioa.  T.  I.  p.  192.)  und  Baillj 
(Hütorie  de  l'AstrnDnmie  moderne.  T.  I.  p.  3Tfl.)  „Knudx  tuf  p",  wor- 
an! Herr  Professor  Götz  in  seinen  Elementen  der  Ph,vsilc  nach  mathe- 
nalfachen  Prindpien  tum  Gebrauche  für  höhere  Schulen  und  Cjinnaslen. 
'  lipzig.  IBlö.  S.  M».  aar  „Kund-Slrii|i"  ^Einnchl  hat,  nnd  Herr  Dr. 
.  iegand  ichrcibt  „Kundstrop".  Ich  bemerke  daher  hei  dieser  Ge- 
legenheit, da*!  nach  einer  auf  meine  Anfrage  von  meinem  sui  Schweden 
gebürtigen  Collegen,  Herrn  Frvfeanor  Dr.  Tillberg  hieraolbat,  mir 
gemachten  Mitthetlung  die  HÜein  rich[i|^e  Schrciliurt  des  IVaraena 
,,KDnI()tor|i-'  ül,  5<i  wie  icli  mich  denselben  auch  snnat  wnhl  er- 
innere geschrinlicn  gefnnden  xu  haben  ,  ohne  jedoch  jn  diesem  Augen- 
Uieke    mit    Bestinimthott    den   l>rl    angel)«B   eii    können. 


Schüter  «ollen  keine  HiminetHÜeoliachter  nerdea 
richtige  und  klare  (legriffe  von  dem  bekomiuen, 
sie  tieniiii  vorgelit. 

Anleitung  zur  Berechnung  und  grupli  isch  en  V? 
Btiramuni;  der  San  nenfinst  eiuisse  u  n  d  Monclfloilff 
uisse  für  ungeheuHe  Astrotionien  und  Mat  lieniatikci 
Mit  ztveiFigurentafelD  und  Tabellen  zu  r  aug«uäb«rtvn  | 
Jlerecbnun«  der  Zeit  der  in  die  drei  Jalirliundcrl  r  ITVD  I 
liis  '2000  fallenden  Vollmonde,  Neumonde  und  Finster- 
nisse. Vom  K.  S.  Aitillerie-Oberst  Leonh»fdi  a.  0. 
R.  d  .  C.  V.  O.     Leipzig.  1846.    4.    1  Rthlr.  10  Sgr. 

Dieeo  Schrill  ist  »var  ganz  deutlich  gescbrieben ,  eiilliilt  alwr 
lauter  ganz  bekannte  Dinge  in  der  aus  den  älteren  astrodomwchen 
Lehrbüchern  hinreichend   bekannten  Weise,    ohne  int  GeriogHlea 
die  grossen  Bereicherungen,  welche  die  Theorie  der  FinstemiaHiu 
neuerer  Zeit  durch  Bessel,  Üansen,  Lehmann  u.  A.  erhalten  h>ti 
zu  berücksichtigen.    Für  blosse  Liebhaber  der  Astronomie ,  ivelebat 
mit  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüstet,  M 
ihrem  Vergnügen   oder  auch   zu  ihrer  Belehrung  Finsternisse  Iw 
rechnen    wollen    und    eine    etwas    ausführlichere    Üarstelluus:  iltr 
Theorie  wünschen ,   als  ihnen   die  älteren    Lehrbücher  darbietn- 
m^  daher  diese  Schritt  ihren  Nutzen  haben;  tiu  angeheudc  AkIm- 
Doroen  und    Mathematiker  macht  man  aber  doch  gegenu.i  -i  '   ■  ' 
andere  Ansprüche  als  der  Herr  Veriasser  zu  glauben  m  ;• 
diesen  kSnnen  wir  nur  rathen,  gleich  von  vorn  herein  ,--1' 
Theorie  der  Finsternisse  vom  Standpunkte  der  analyfl»«.. 
inetrie  aus  hekaiint  j.n  machen,  wozu  wir  ihnen  natüclirlt  k>;i. 
besiieren  Leitstern  als  Beesels  Analyse  der  Finsternisse  in  licx 
Astronomischen  Untersuchungen.   Zweiter  Band.    Klinigsbcr»  HHi  J 
Nro.  X.  empfehlen  können.    Wenn  der  wahre  Mathematiker  a 

auf  einem   ganz  veralteten  Standpunkte  stehende ,    lauter  g 

kannte    Uinge    enthaltende    und  die   neueren    Forschun^M 
ignorirende  Schriften  wie  die  vorliegende  betrachtet,  so  ffeschM 
oeuselben    ein   gewisses    wehmüthiges    Gefühl,    tieil 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueber^eugung  gewinnt,  dass  dl»-  «'it* — 
tigsten  neueren  Eroberungen  in  den  verschiedenen  Tbeilen  arrof^r- 
Wissenschaft  selbst   unter  Leuten  seines  Fachs  sich  immet  iw&^ 
einer  verhältnissmäsNig  nur  sehr  geringen  Verbreitung  erfreu* 

Storia  Celeste  del  R.  UsservalDrIo  di  Palern 
1792  311813.  Parte  prima.  1792  —  180-2.  Toinoprim« 
—1795.  Vlenna.  1845.  4.  Auch  unter  demTÜel:  Anaj 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem  &efeh' 
k.  k.  Majestät  auf  Öffentliche  Kosten  herausees 
von  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  Steru^varle  nu? 
Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k.  önivsrsit 
Wien  u.  s.  w.,  und  F.  Scbaub,  Adjunct  der  Sien  ~ 
34sterTheil.  Neuer  Folge  4rBand  EnthaKendF 
Beobachtungen  in  den  Jahren  1792~-1795.   Wll:i 

In  der  Zeitschrift  für  Astrn  nomie.    Tbl. 
478.  sagt  J.  J.  V.  Li  ttrow  in  einem  Schreiben  a: 

„Vor   einiger  Zeit  versuchte  ich   einige  SterBC>-- 
vom  Zeuith  durch  den  Meridian  gehen ,    aber  en  " 
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nicht  viele,  dann  scheint  mir  die  Vert^leichnrig  mit Piazzi'«  iitiiiem 
Catainge  nicbt  sicher  genii:;  für  (Sterne,  die  dem  Pole  nahe  ftteben 
und  l'ilr  die,  wie  mich  dünkt,  der  sogenannte  Motus  proiirius  im 
Allgemeinen  grosser  ist,  als  für  die  anderen  Gegenden  des  Himmels. 
Auch  sind  die  Bestimmungen  der  eigenen  ßetvegungen  dieser  Sterne, 
die  wir  in  den  letzten  Zeiten  von  den  genauesten  und  geübtesten 
Astronomen  erlialten  haben,  eo  verschieden,  dass  bei  sehr  vieten 
""  Jahre  schon  auf  zwei  volle  .Secuii- 
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äclion  aus  diesem  (irunde,  und  es  vereinigen  sich  damit  noch 
uehrere  üiidere,  wäre  es  wünschenswerth ,  dass  die  Äelrommien, 
lie  ans  vorzüglich  gute  Sternpusitiunen  mitziitheilcn  im  Stande  sind, 
lieselben  für  die  Tage  der  wirklichen  Beobachtungen  mitlfaeilten. 
>hoe  Reduction  auf  eine  oft  viele  Jahre  entfernte  Epoche.  Wenn 
!.  B.  der  Catalog  Piazzis  nach  diesem  Vorschlage  entworfen 
vorden  n*Sre.  so  wärde  sein  Gebrauch  zivar  etwas  weniger  bc' 
]nem,  aber  iu  einem  viel  grösseren  Vcrbiiltniss  sicher  sein.  Auch 
icheint  es  mir,  dass  die  grössere  Verlässlichlieit  des  neuen  Ca- 
a.logs  über  den  alten  »«ich  nicht  sowohl  auf  die  besseren  Beobacb- 
«ngen,  sondern  auf  die  genaueren  Reductionen  gründet,  lumer 
aber  wäre  es  hei  der  gegenwürtigen  Einricbtiing  dieses  Catnlogs 
iusserst  wQnschenswerth ,  die  Uriginalbeohacbtungen  des  vortreff- 
lichen Palermer  Astronomen  zu  besitzen ,  zu  deren  Abdrucke  mun 
von  Mailand  aus  Hoffnung  gemacht  hat." 

Diese  Original  beobach  tun  gen  des  grossen  Palermer 
Astronomen  erhalten  wir  nun  dnrch  den  Sohn  und  würdigen 
Wachfolger  des  trefflichen  .?.  J.  v.  F^itfrow  in  dem  obigen,  auf 
Xosten  der  k.  k,  österreichischen  Reiiiening  gedruckten  Werke. 
oessen  erster  die  Benbachtungen  am  >leridinn  kreise  und  am  Pas- 
sagenin Strumente  in  den  Jahren  17UtJ~I7{l9  enthaltender  Tlieil  uns 
letzt  vorliegt.  In  der  so  wie  das  ganze  Werk  italienisch  geschrie- 
benen  Einleitung,  die  ausser  einigen  interessanten  zwischen  Piazzi 
md  Uriani  gewechselten  Briefen  auch  ein  Facsimile  der  Hand- 
schrift Piazzi's  enthalt,  hat  Herr  Director  C.  U.  v,  Littrow  »ich 
weiter  über  sein  jedenfalls  höchst  verdienstliches  Unternehmen 
tusgesprochen ,  wie  dies  schon  früher  vorläufig  in  den  Astronu- 
ftischeu  Nachrichten.  Nro.  53%  geschehen  war,  und  eine 
ieihe  von  Bemerkungen  des  Herrn  Herausgebers  und  ein  Uegister 
liier  beobachteten  Sterne  sind  beigefügt. 

Da  die  Piazzischen  Beobachtungen  ihrer  Vortrefflich keit  we- 
een  bekanntlich  so  häuGg  bei  der  Vergleichung  Slterer  und  neuerer 
Beobachtungen  ,deT  Fixsterne  mit  einander ,  z.  B.  bei  Untersuchun- 
;en  über  deren  eigene  Bewegung,  gebraucht  werden,  so  kann  der 
lerr  Herausgeber  gewiss  auf  den  Üank  aller  Astrunomen  für  seine 
'erdienstliche  und    —  wenn,   wie    hier  geschehen   ist,    mit  aller 
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UiPfiklil   UDil   ki'aik    wlahn-B  «inl  —  bikfaKt  aifibauiw  AtMt 

recliiH-n,   da  dt«M>lb«it  nun  In  den  .Stnr.i)  arM-lyt  tHcb  ,   n«f  ^# 

uMniltrliiairn  Puzciat-hni    Br»l«»Flilu-i  '        '  "  '"     " 

nrupirn  F<»rt<<cbr!l(«  tlvr  AUroiMMUu 

Weilucliuiirn    in  AunriMlunx  briiiii«n   . 

ili«    \  rr^IncbuDU    rfrrMt-llira     ciiil    im-h  ' 

truditliur   xo   mücbm,    snrl   dieiEpn  \  pt^iciLiiuf.irf^n   ii''. 

.Si-bSrfit    und    Ceu^uislMrit,   Mtli-hon    dl«    txmefe    Aj»(r 

|{«i'bl   in    AfiKpnii'b  nininil .    voll  komm  rn  zu  Hk-brm, 

tdioi   nie   (lUher  iiur  auf  die   tiach   m>i;piiai]fmi  EIpi»--  ; 

cirten  llvubittlitua^fii  ziirlirt:£DKefa«n  Im  Stunde  i»t.    nniuiiini  n« 

WeiWiu    nicht    in    df-niMelbeit   Slaa-«'-e    der   Fall    svin    liJitin.    mni 

da»»  ein   nolt^hvr    Gebrancb  *on  diesem  Werke  recbt  viellach  ge- 

iimc-bl  werden   m»;;«,    iht  »elir  r.ti  »iliiMibeii,   kunn  iib»r  auch  bw 

dem  alle  Antronunien    liefeeleiiden    Eil'vt    f>ir    ihre  Vi'u 

nidtt    bezweifelt    werden.     Die    äuMiere   Aii>witalliin^  «T 

i^t  »einem  OchaUf  Tidlkommen  eiil'^jirecbend. 

Kaiser,    F.:     Sterrekuridi<;    Juarbock.     er.    H.      Arastel 
IS.1Ö.     I  Fl. 

Klliit,  il.  G.:  Lürobüb  i  Narieatinne- Veteoskapen  m« 
bilriinde  Nautinka  och  Luearithmetii^kä  Tabeller  och  Tri!;anin 
Amlra  umd.    8.    Stockholm. 


roeii,  Cvinnii 
;cum  .Sell)#.tn 
der   Fhys 


I  Ur 


P  h  y  8  i  fc. 

r  I>liy>iik  und  Meteort 
,    Gewerbe-  und  Ueat 
richte.     Von   Dr.  Job, 
Tecbnoloi;ie    a»   der 
sgaii.    Mit  541  in  denTe: 
1.     liratinacbiveie.  1816. 


:bülen, 

Müller,    Pr^ 
räität   xm 
needrn^ 
!  RthlrJ^ 


Ün 


I  der   Physik   ist  ein  bei  dem  physikalisd 
luf  den    auf  dem   Titel    genannten  Leb  ranstalte  iH 


tea  HoUHchiiitte 
UioHcr  Grundris! 
Ünturrii'ble 

Lehrbuch  zu  gebrauchender  grösstentheils  ganz  wörtlicher  Ani 
auH  desselben  Herrn  Verfussors  itt  zwei  Bänden  erscbieneneu  (4S^ 
Aufl.  I)  raun  schweif-  1844.)  bekannten  grilsseren  Werke,  und  auch 
die  Holzschnitt«  sind  mit  geringen  Abänderungen  ganz  aus  diesem 
letzleren  Werke  entlehnt.  Da  nun  die  Darstellungsart  des  Hm 
\'eTfiiHttt'.r»  jius  dem  griisseren  Werke  den  Leitern  des  Are 
Hchon  hinreichend  bekannt  sein  wird,  so  brauchen 
vorliegenden  Auszug  hier  nichts  weiter  zu  sagen ,  als  dass  dei 
seinem  Zwecke  im  Ganzen  wnbl  entsprechen  dürfte  und 
serer  Meinung,  namenllich  in  Bezug  auf  das  Technische,  '  . 
streng  genommen  nicht  In  die  Physik  als  solche  gehört.  J 
etwas  au  viel  nU  zu  wenig  giebt.  Auf  der  anderen  Seite  kSj 
die  l>Hrntollung  hin  und  wieder  etwas  mufhematbcbergehalteö] 
wenigstens  för  solche  Lehranstalten,  wo  der  Lehrer  der  F^ 
auf  eine  gute  mathematische  Vorbildung  seiner  Schfilev  I 
kann,  deren  es  doch  gegenwärtig  schon  eine  ziemlich  gi«T' 
zahl  giebt. 
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Eisenlohr:     Elementar-Physik  für  Gymnasien.     Carlsrutie. 
1S4&    ]  Kthlr.  G  Sgr. 
st  Ulis  noch  nicht  eu  Gesiuht  geknninieii ,  iriril  alter  spüler  aus- 
lührlicher  angezeigt  nenlcn.) 
brei  Abhandlungen   aus  dem  Gebiete  der  Wellon- 
ehre  n«bst  Annendungen    auf  Akustik,    Optik  und 
sfronomie.     Von  .  Ch  ristlan    Doppler,    o.  n.  Professor 
er  Mathematik  und  praktischen   Geometrie,    und  or- 
entlichem  Mitgliede    der  künigl.    bshm.  Geaellsrhaft 
er  Wissenschaften.     (Aus    den  Abhandluneen   der   k. 
uhm.    Gesellschaft    der   Wissenschaften.     V.    Folge 
and  4.  besonders  abgedruckt.)     Prag.  1846,     4.    -^  Sgr. 
Die  Titel  dieser  drei  Abhandlungen  sind  folgende  :  I.  Methode, 
iie  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Lultmolekel  beim  Schall  schwin- 
gen.   EU  bestiniigen.     2,    Ueber  eine    vom  Zerestreuungsverniiigen 
[es  Fortpflanzungsmittels  völlig  unabhüngige  rotatorische  Disper- 
lion  des  Lichtes,   nebst  gelegentlichen  Bemerkungen  zur  rotatori- 
rcben  Bewegung.     3.    lieber  eine  Vorrichtung,  mittels  deren  sieb 
de  noch  so  geringe  Ablenkung  eines  Lichtstrahls  von  seiner  ge> 
.dlinigen  Bahn  frahrnehmen  nnd  messen  ISsst,  nebst  Hinweisung 
if  solche   Fälle,    wo  eine  derartige   Ablenkung  vielleicht  Statt 
Laben  dürfte. 

Es  ist  leider  nicht  möglich,  an  diesem  Orte  näher  auf  den 
ihalt  dieser  von  dem  schon  durch  mehrere  frühere  Arbeiten  he-  . 
annten  Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  ein  neues  Zeugnis»  ab' 
igenden  Abhandlungen  einzugeben;  wir  können  aber  die  Leser  des 
kTchivs  versichern,  dass  ihnen  dieselben  eine  interessante  und 
nregende  Lecti'Ire  gewähren  werden  ,  und  bemerken  nur  noch,  daee 
I  der  ersten  Abhandlung  von  dem  Herrn  Verfasser  eine  sinnreiche 
Lnwendung  von  der  durch  die  Locomotiven  auf  Eisenbahnen  darce- 
lotenen  schneiten  Bewegung  zur  Bestimmung  der  auf  dem  Titel 
[gegebenen  Geschwindigkeit  gemacht  worden  ist. 


Be 


:  älemens  de  l'ectro-magnetisme  ani- 
on  the  nscillalions  of  the  Barometer. 


Guillemeau:  m^teorologie  elemcntalre.     8. 
NouveauK   appareils  contre  les  dangers  de  la  foudrt 


Vermischte  iSchriften. 


par  M. 


rhe  Camhrig»  and  Dublin  ma  I  hematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peter« 
College.     Cambridge.     (S.  Nro.  XXIX.    S.  443.) 

Nro.  IV,  On  Symbojical  Geometry.  Continued.  Bv  Sir  W.  R. 
Hamilton.  —  On  the  Integration  of  Ortain  Differential  Equations. 
liy  Itev.  Brice  Bronnin.  t—  (In  the  Theury  of  Magic  Stguares,  Cubes, 


Hc    Ilv  K.  MtMm.  —    On  lii«  C>«0f»Hrfeal  ItrpraMotsliam  «f  | 


■>r«u>irtc  rBim*^.  l'iif  J.  Allre.1  .Srficl.  —  Uu  tlw  i'*l 
»r  a  »'.lirl  Kr,.ly.  Itv  W.  Tlxim^oo  —  Not«  on  a.  ^ 
Tbriirtmi  coutsincil  in  the  prer"!!!!".'  Pspfr.  By  Afthifl 
(»i>.  V.  will  ÜJ«  publifelie^  "r  ■'-■-  '  '  -  ■"  ^  ■  '-inher.) 

(;ütl<iii;eT  Sludieo      i  -•>-    h.    -1  Rthlr.] 

Uifent«  Ai'th^tnz  «li '  uta^tlteiuti.^ 

und   na1urwi«9«nVi4iart  >i<-fi<'    \  KnatKilirr^eit,  aii(*r  m 
trir  HiüLe.ser  rfuii  Archivs  nur  uul'die  fiil!>eDilra  aufaivtLsam  t> 

I.  Combinalorische  Bemerlc  ungi-n  vuu  M.  A.  S\iL 
Eh  f[i<rli(  LekiiDtitlich  ein«  grüsfcre  Anzulil  der  CoinliiiuitiansFfl 
aiiüeliör^tiiler SStxc ,  «eUrlte  nicht  hiiI  rein  comhiuaturiBch^m  Wj 
sonilem  ilurcfa  ^'ergleichuDf;  der  zu  einerlei  Poten*  ron  j  gehüi 
den  Coeflicieulen  zweier  nach  den  Potenzen  lier  (»rüäse  j:  f 
«cbreiteiider,  der  Form  nach  verschiedener,  dem  Werthe  nach  ii 
tiitcfaer  Keihen  mit  einauder  hewiesen  zu  werden  (ifleijei:  ,  -  - 
Beziehntiff  wir  z.  B.  b\osa  an  dae  Kapitel  ds  parliti«n»'*fftia 
■       '.jtroductin  iu  Aoaly 


I>a  I 


lolcbe«  Verfahren, 


1  uuch  i 


uiuf^o  nuT.^ucu  uit  i^vui  <.-icgu>ii,,  doch  gewiss  d(-ra  eit;eiititel 
Wesen  der  WisKenechaft  in^eiuer  Weise  entspricht,  so  haf^ 
Herr  Verfasser  d«s  vorliegenden  sehr  lesenewerthen  Aufsatxoj 
dntiiHülbeii  dergleichen  Sätze  aus  rein  combioatorifcheu  Begrij 
abzuleiten  und  iirmiitlelbar  aus  dem  W«scii  der  Ci>mlnnatiAnei> 
xuleiten  Ke^ucht,  was  jedenfalls  von  den  Liebhabern  der  oonlii 
torischou  Analytis  beuchtet  rh  werden  verdient. 

Kben  s<i  beachtenswerth  in  andeFer  Kflctcsivlit  sind  die  l'ol 
den  pfaytiihulisoheti  AlthuDdlungeui 

II.  UNtersuctlungen  über  die  niarneli«  cli  e  l>«clil 
Iton  in  «flttinffen;   von   Professor  Dr.  B.  «oldi-chi 

III.  Beitrag  zur  physiologischen  OplU-,   Von 
fe«sor  Dr.  .1.  If    Listing. 

IV.  I);is  Ophfhairnotrni..  dessen  Bau  iiu  d  ticl,  n 
von  Professor  Dr.  C.  G.  T!i.  Riiete. 

Ophthalinolrofi  nennt  der  Herr  Verfasser  ein  liislriitnenf,  wi 
che«  bestimmt  ist,  die  Functionen  der  vetsCTiicdenen  MiiFik^rlh  des 
AuEOS  und   auch  viele  optische  Erscheinungen   zti   deniotistrireil, 
lind  um  diT  Plmtilasie  und  dem  Gedüchtnisee  hei  der  AiilTass 
dieser  schwer  zu  du  rt^bsc  hau  enden  VcrhSItitiese  zu  H*ilfe  zu  ktini\ 

V.  Uehcr  das  Gesetz,  nachwcichei 
von  Flüssigkeiten  und  ihrEludrinpe 
Suh »tanzen  erfolgt,  m  it  besifud  ercr  11 
Vorgänge  im  meuschlicben  undthier 
mue;  von  Professor  Dr.  J.  Vogel. 


XXXH. 

Literarisclier   Bericht. 

n  Aiisniil  uuKfiihrllrhrr  Dniuzcifreiidcr  Werke  liiit  dir 


■Iwr  im  nflnliitcn  LUvrHriHclii'ii 


irhtit  iiarlif^Iioll  wcntitn.) 


Oescliichte  der  niatlicmatik  und 
Physik. 


I    Ite 


Li 


Erinneriiiit;  nr 

Anger,   l'tote 

Der  Herr  VJ.  Iiat  unt«  Ui  dieser  Sbizie  ein  sehr  lebensvolles 
J  des  sriieHen  Ästronuiiieii,  welchen  der  Titel  nennt,  geliefert. 
Mm  sielt  ein  Jeder  erlVeucn  und  envfirmeti  wird,  noxü  nohl 
ek  liauni  Jemund  bei^ser  als  Herr  Prol'essur  An^er,  welcher 
I  Biäsael  viele  Jahre  in  der  engtiten  amtliche»  V  erbindung  ee- 
Bden  hitt,  befähigt  vmr.  Müge  daher  die  ansnrechende  kleine 
krift,  in  der  iibrigens,  wie  »ich  von  gelbst  versteht,  keinesHegs 
I«  erschllpfende  Darstellung  der  wissenschaftlichen  Ver- 
iste  Bessels  beabsichtigt  wurde,  recht  viele  Leser  ündcn. 

Friedrich  Wilhelm  Dessel  wurde  am  2&ten  Juli  1784 
^reuBBtsch  -  Minden,   woselbst  »ein    Vater   Regierungs - Secre- 

mit  dem  Titel  eines  Juütisraths  war,   ueboren.     fn  seinem 

U  Jnhre  knm  er  nach  Bremen,  um  daselbst  bei  A.  G.  Kuletikamp 

tiUhne  die  Handlung  zu  erlernen,  widmete  sich  aber  bald  aus 


uns  gaiiiB  c 


r  Astronomie  und  kam  im  Jahre  1805  an  Hurdings 


^__,.B  ni  Schröter  naeh  Lilienthal.     Im   Jahre   1810  niirde   er  n.- 
läatlicber  Frufessor  nach  Königsberg  berufen ,  wo  er  bis  au  sei- 
17ten  MUrz  IS4ri  Abend»   um  F,%    Ohr  erfolgten   Tod   so 

j    för  die   Wisscnscliaft  wirkte.     Ein   Kchwaromurltges  Ge- 

tchs  Im  Innern  des  Untcdeibes  hatte  durch  seinen  mechunischen 

•tk  auf  die  imiurn  Tbeiie  alle  Functionen  des   Körpers  f;estöTl. 

ta  Lehen  unmöglich  war.     Er  binterlNs»!  eine 


m 


triiuernde  Gattin,  Tochter  des  Medicinalraths  um)  Croleäsor«  Ib 
gen  in  KTtmi^sberg ,  uuä  xwoi  Tiichler,  von  Jenen  ilie  iilterett 
iten  Professor  fierrn  A<lolph  Ernian  in  Berlin,  die  jiinjiere  an  hn 
("onsut  Herrn  I.iirck  in  Königslicn;  vcriieiratliet  !•;(.     Rin   lirjffuiiMin 

voller  Sidin,  der   sieh    in  Berlin  dem  Uaul'arli  ^ud te.  v<:ir  iU 

dort  selinn  im  Jahre  1840  vorangesangen .  «el.  Iier  .S.-Jjla-  ih»  vur 
xOglictl  hurt  getroffen  und  seine  LehcWkral't  i^el-Minit  hnlle, 

Histnria  et  orign  calcuH  dil'feren  tialis  a  G.  G, 
Lieihnitin  «^oriBcrf  iita.  Zur  zweiten  Sä  eul  arTei  er  il«t 
Leihnizischeii  G  erinrtstaE^s  aus  den  Hanilschririei) 
der  Künicliehen  ßi)*lin  tbck  «  il  H  an  nuver  herausge- 
geben von  Dr.  V.  ,1.  Gerhardt.  Hannover.  IHIIJ.  3. 
10   Sijr. 

Durch  di«  Hotanagabe  dieser  bis  jetzt  noch  u^edruckteu 
Abhandlnng  Leibtiizena  aue  den  Handschrillen  der  KünielitJioij, 
Bibliothek  zu  Hannover  hat  sich  Herr  Doctor  (ierli;irdt  jed^urftll^ 
ein  sehr  anerkennungswertbee  wesentliches  Verdienst  um  die  (Jr- 
»ichichte  der  Mathematik  erivorben,  Leibniz  schneit  dieselbe.  i!a 
er  zu  der  IJerausgabe  seines  versprochenen  t'oinmerclmii  ciitNliili- 
eum  nicht  mehr  (tie  oüthige  Müsse  zu  finden  hoRcji  kocuiU-,  Uan 
vor  seineuk  am  14ten  November  I71Ö  ert'ol^tert  Tode  leili^licb  «lu 
Keine  Kecbte  auf  die  Erfindung  deir^  Differeiilialrethnung  walir^ii- 
nehnien,  so  dass  dieselbe  also  nafiirlictt  sds  ein  sehr  ivic^liiw. 
Actensti'ick  für  die  Geschichte  dieser  WissenschuFt  zu  betraclilM 
int,  welches  von  keinem  Ge seh iuhtssch reibet  <ler  Mathematik  IVr 
uerhin  wird  unberücksichtigt  gelassen  werden  diirlen.  1'^^  feliill 
zwei  Entwürfe  dieser  Abhandlung  vorhanden,  von  denen  der  Hmt 
Herausgeber  deiit  durch  den  grösseren  Umfang  und  die  sorgfälti' 
ger«  Uelierarbeilung  eich  sogleich  als  de»  spUtoren  zv  erbemMfi 
gebenden  SP'p'S*  's*-  '^'^  *""  <iöm  Benti  Herausgeber  in  zicmRci 
grosser  Anzahl  beigefügten  historischen  Anmerkungen  iverilen  fil' 
diejenigen,  welche  die  Geschichte  det  Mathematik  wemeer  gfr 
nau  kennen,  das  Verständniaa  der  Abhandlung  wesentlich  n- 
leiohtern. 

Ausserdem  sind  ncrch  zwei  bisher  ufigedruckfe  Abhamifungw 
Leibnizens  beigefügt.  Itie  erste  ist  ein  früherer  Entwurf  zur  w- 
banntumchnng  der  Differentialrechnung,  worin  sich  der  gruW 
Mann  deutlicher  über  das  Princi|>  seiner  neuen  Rechnung  *a*- 
s|>ricbt,  als  es  in  der  von  ihm  später  zum  Druck  beförderten  (*■ 
schab,  und  zugleich  zeigt,  vcie  tief  ir  scfabn  damals  tn  das  «^ 
biet  der  höheren  Analysis  eingedrungen  war.  Die  zweite  mscht 
iniiofern  auf  Beachtung  Ans|iruch,  als  Leibniz  darin  einen  Verincil 
gemaciit  hat,  von  den  Ilechnungsregeln  der  Differefitialrcdipn^ 
Beweise  zu  gelienj  . indem  er  bekanntlich  sonohl  von  seinen  Zdt 
genossen,  als  voll  der  iVachivelt,  öfters  getadelt  ivorden  istt 
er  die  Beweise  schuldig  geblieben  sei. 

Auch    die  Mitlheilong  dieser    beiden   AbhandlnDgen'kl 
dankeustvertb.  '■> 

LeibnU-Album  aus  den  Handschriften  de 
liehen  Bibliothek  zu  Hannover  herausgegeben  vo 
C.  L.  G  rote  Ten  il.     Hannover.     184G.     Fol.     2  Rt)ilr< ;; 

Dieser  Schrift  wird  hier  deshalb  EnvKlinung  j 


äi 

manche  in  mathcmittisclier  und  [ihysi kalischer  Hinsicht  interessante 
Notizen  enthüLt.  Es  ist  iil  tlerselben  eiti  Bruchstück  aus  Ltiilini- 
itenä  Tagel^uche  mitsetheilt ,  in  ivclchetii  der  grosse  Mann  auch 
von  eeiuea  matheniati^iuhen  Ideen  uad  Bestrebungen  manche  Nach- 
richt ertheilt.  Vbrzüglicli  mtcreswant  Ist  aber  auch  ein  Schreiben 
Leibnizens  an  ilep  Herzng  Johann  Friedrich  von  Hannover,  in 
welchem  er  demsellien  von  seinen  verschiedenen  Entdeckungen  und 
Erfindungen  Nachricht  giebt,  und  in  deni  u.  A..  folgende  Stelle 
vorkommt  i  „In  Opticia  hpbe  ich  entdecket  erstlich  1)  ein  gewis- 
ses 4>enus  Tuiiorum  .afl«r  Leritiunt,  ao  ich  Pandochaa  nenne,  die- 
wqil  sie  das  ganze  ntyeatum  unil'urjniter  fassen,  und  nicht  weniger 
die  Strahlen  extra  oxeiri  npticum  als  in  nxe  optico  distincte  colli- 
giren,  wodurch  dasjenige,  was  man  bis  hehr  vergebens  gesucht, 
zu  wege  gebracht  wird,  wie  nehmlich  den  vitris  objectivis  eine 
so  gross«  aperturft  gegeben  werde ,  als  wir  wollen,  umb  der  strah- 
len desto  mehr  damit  zu  fassen.  2)  Tubos  Cata-dioptricos,  dft 
in  einem  tubo  Spiegel  und  Perspectiv  mit  einander  conjungirt, 
um)  dadurch  viel  sonst  unvernieiUliuh  drauff  gehende  Strahlen,  zuin 
wenigsten  noch  einst  so  viel  als  iexn  möglich ,  erhalten  werden  *). 
3)  Cm  Mittel,  so  bisher  vergeblich  gesucht  worden,  mit  Perspecti- 
ven aus  einem  Stand  zu  messen,  ich  hiihre  das  dergleichen 
auch  andere  tentirt,  welcher  gestalt  aber,  habe  noch  von  keinem 
Menschen  verstanden,  und  dahehr  iier  arlem  Comblnatoriani  se- 
funden'*). 

In  den  Mitthellungen  d  er  naturforschenden  Gesell- 
schaft in  Bern  Nr.  54,  55,  56  hat  Herr  R.  Wolf  mehrfaches  Inte- 
rease  darbietende  Notizen  zur  Gesch  ichte  der  Mathema- 
tik in  der  Schweiz,  z  B.  auch  über  den  bekannten  Herauf 
geber  und  Commentalor  Euklids  Conrad  Oasynodius,  geb. 
1531,  gest.  den  2ß.  A)iril  !(»(»,  gegeben;  und  in  Nr,  59,  60,  61,  fr2, 
63,  64,  65,  66,  67  seine  verdienstlichen  Auszüge  au»  Brie- 
fen an  Albrecht  von  Haller,  mit  literarisch  •  hlstori- 
seben  Notizen  (m.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXVIII.  S.  41L) 
fortgesetzt.  Auch  giebt  derselbe  in  Nr.  5*1.  und  60.  S.  31.  einige 
BMDerkuiigenj«ur.G<BBcfaichte  der  Quadratur  des  Kreines. 
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Arithmetik. 


Kurze  Anleitung  zui*  Algebra  für  Gymnasien  und  zum  Privat- 
gebrauche, von  Fr.  Jos.  Herrmann.  Mit  einer  Kuufertafel.  Darm- 
stadt und  Leipzig.     1«46.     N.     1  Rthlr. 

Ueber  das  Verhältnies  der  Arithmetik  zur  Geo. 
metrie,    insbesondere    über  die  geometrische  Bedeu- 


*)     Dies  iWfite  alsö^n«  Spiof  «lteUi«ki>|l.  i       ;.,:  ,  i   .  t ..    ,i    .)      ' 

""}    Dio8  «Are  a|wl  e\a  lliilnnEmiMser,   «.  Archh'.   3lll,  ¥111.  Hell  S. 
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tuu^  der  ima^^inarftn  Z;t hl 
Ji)  rlfli  Ti'xt  itedruckteiiH« 
IKKi.     H.     ->  Itllilr.  10  Sar. 


vwn  Hl  tichefflet.'UitlU 


Der  eii;e(ttlidic  Z"prk  iÜom-.-  4.>K  Seiten'  starliMi  BneW 
int  durch  ilt-u  *«ei(tii  TJipil  seines  Titels  liiiirciclteii<t  htfzötchtiet 
Es  beathäilinl  si./Ii  ^orzii^^sni-ist'  mil  ilei'  iveiteren  Aufklürongdw 
auch  in  diesem  Ardiive  i"(;liofL  tiiehrliich  hesfirocfienen  nftuereii  An- 
sichten liher  il^i.i  Ima^inüre  in  iter  Mathematik,  Tvohei  es  nur  anr 
fajleu  musb,  «lüi^ti  der  Herr  Verl'üSscr  ilurchati^  all^s,  n-a.i  tiishet 
üiwr  diesen  (JeseristautI  hetuDut  j^oniiitht  Morde«  ist,  viTHi-i  Ignnriri, 
8eU)«t  nicht  finiiiiti  il'ie  vun  Uausn  <;c^ehencn  AiKleutnngen  getiau 
zu  kennen  Niiheint,  Weshalb  wir  iiim  ihn  in  dieser  letzteren  Bezie- 
huns;  auf  Arfihii.  TIjI.  VI.  S.  im.,  und  mehrere  andere  in  «He- 
.'«er  ^itüt'brift  ahs^edrnckte  Aiirslltze,  nnmenttrch  ant'  die  verdienst- 
lichen Arheitcn  des  Herrn  Ur.  Witttiteln  in  Haiinnver  zu  ve^ 
«eisen  erlauhen^'die,  Mo  «le  ein  Anl'satz  de«  Maj^^rs  l>r.  ü,  W. 
Müller  ehendiiselhst,  sfiinmtlich  im  Archive  leicht  au t'zd finden 
sind,  hier  alier  niclrt  einzeln  nanih.il>  ireniacht  «erden  kitnnea- 
Cehrisens  errthfilt  das  Buch  sehr  viel  ÜeberHfiBaige*  i  lauter  be- 
kannte Dinge,  fast  eine  "latixe  Darstellung  der  Arithmetik,  die 
ExpohentiiUreihe,  die  looiirithndscheu  und  tri^nttwetristhen  Rri- 
hen,  den  binomischen  Lehrsatz  u.  s.  iv, ,  ohiie  illle  »trerige  Öe- 
rücksichtigung  der  Conversenz  und  Divcrgelle.  Dnss  auf  diese 
Welse  der  Sadhe  nicht  eben  ^enfitet  wird,"  ist  klar,  weil  -es  bei 
einer  neuen  Lehre,,  die  namentlich  wie  die  hier  be«i[>nicbene  vie- 
len nncb  viillig  uDgewnhnt  ist,  wenn  dieselbe  allgemieiireren  Ein- 
gang linden  sull,  liau|Jtsäch|ich  durauf  i^nk'ommt,  dieselbe  uotdr 
nitigiichst  einfacher  Forni ,  seHistsfitmti^  und  unnbh^ingie  von  vie- 
len anderen  Lebren  darzustellen.  iSoll  mJa  :^h  hber  das  eige^^ 
lieh  Neue  unter  vielen  andern  bekuunteu  iKngen  ntfibsam  heriius- 
sucben,  so  nlrd  man  den  Gcscbiiiaek  Hn  HembellMn  immer  eher 
verlieren  als  cewinnen.  Ans  die^^em  'GnirMle  sclieinen  uns  auch 
die  oben  namhaft  gemachten  kurze»  'Aufsätze'  zijr  iveiteren  Aut- 
Iflärung  dieses  Gegenstandes  vor^Hglieh  i^eetgnet  zn  aein. 

Vollständige  logarithniiNche  und  trL'-f.nnmetrisc'hc 
Tafeln,  zum  Thell  in  neuer  Anordnung,  durch  Zusätze 
erweitert  und  mit  aus  I  li  hr  I  i  chen  Erläuterungen  rer 
sehen  voti  D  r,  E.  F.  August.  Professor  und  Direclor 
des  Cülnist-beu  U  oa  I  -  Gym  na^iums  in  Berlin  u.  s.u. 
Berlin.     ISiO.     üleinOotiiv.     15  Sgr. 

Wir  iiollen  zuerst  dun  luhult  dieser  neue»  Tafeln  vl>ll'!^täu<li^ 
angeben:  I.  Logarilhiueu  tafel,  eathalteud.  n)  die  gemeinen 
(ßriggschen)  Logarithuven  von  I  bis  lOOÜ  volUtändig  iititi  <'liaruk- 
tflristik  und  lülnfst«! liger  Maattmo-.^/i)  die'  f'iiinfsiffrigcn  Älantissen 
für  alle  vicrsiffrige  Zahlen  vnii  JUÜObit  •l'tl'J:  c)  Mudulus,  Gruiul-  ' 
zahl,  Formeln  und  mehrere  ziviin'stelljge  LUEc-xrithnien  des  na^W' 
liehen  Systems.  —  11,  Abgekürzte  siebeiiziffrige  Logarithmepta- 
fel,  durch  welche  alte  Reohuurigen  mittelst  einer  klei,aen  Neben- 
reehnung  aufgeführt  werden  können,  zu  denen  die  grfisseren  sie- 
benstelligen Logarithmentafeln  erforderlich  sind.  IVlulliplicatidtis- 
tafeln ,  um  die  natürlichen  Logarithmen  in  gemeine  zu  verwanden 
utid  mngekehrt.  —  111.  Die  Gauss  sehen. TaJeb  zur  Auffiuduugdes 
Lngaritlimus  einer  Summe   oder  Differenz  in   einer   neti«nJ^'^ 
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Gebrauch  eHeielitei  ixlcni  AiiniiEnunfft  K«^«l  fjir  die  Anivenilung 
dieser  Tafeltt.  — ■•  IV.  Tai'el  iler  vierstellieen  Quailrate  aller  Zah- 
I  O.ÜOÜ  uri<l  •i.lÜllÜ.  TalWn  Kur  VenvandlunEf  der 
Kreisbogen  In  TlieÜL-  de«  HallMiiecsers  und  »mgekehrt.  —  V.  Tri- 
gonometri.'johe  Tjil'el:  J)  Nielä-rziffri^u  Wertlie  der  trigononletn- 
wlien  Functioiieu  für  ^aitzu  fiinde.  ))  Hiillstaiel  für  Berechnung 
4er  Lagarithiueu  au  de»  tfigoiioiiietri^clicn  FuncfinneD  kleiner  Win- 
kel. 3)  Fünr8tclli<{e  Losarithiiien  der  tri'' onometrischen  Functio- 
nen wn  Minute  zu  Minute.  Siobcustellig^  iSliius  Und  Cosinus  (üf 
Minuten  des  ersten  Gnides.  \'I.  Tafeln  zur  AulUUduns  der  Fac- 
toreii  für  die  giinsen  Za)ilen  (I  bi«  lOOOOi  Formeln  zur  togartth- 
iai»ch-trii;iiuunietrischcn  Lösiiu';  (juiidriitlsrlier  und  ciiliischer  Glei- 
chungen. —  Kurze  Erliiu  lern  »gen  zu  den  verstehenden  Taleln, 
L  Nach  dieser  voll  stand  i^'en  Angabe  des  lolifiltB  heben  ivir   nun 

'  einige  tVigetilhflnilichkellen  b er vms  durch  welche  sich  diese  Tafeln 
v6n  atideiti.  nanNinttkh  von  <lcn  in  ächnlen  meistens  noch  ge- 
'brauchten  Vega's<:hen  Tafeln  untertic beiden.  Die  Logarithnien 
der  Zahlen  und  der  trigonnmetrischen  Funutioi^en  sind  fünf'steliig, 
wns  bei  Weitem  t6x  die  meisten  Reehnunjen  TollstSndig  aüsreichl, 
Wie  in  neuflrer  Zeit  schon  so  oft  hervorgehoben  ivorden  ist ,  dass 
iarfiber  hier  nichts  n-eit«r  gesagt  zn  iterden  braucht.  Tnsbeson- 
dei-e  aber  scheint  uns  diese  Rinriclitung  iür  Schulen  besser  lind 
beiiuemcr  uls  die  altere,  n^eil  es  ja  bei  dem  Unterrichte  in  de'n- 
»dben  bou^tsachlich  und  ^nniichst  liJoss  auf  eine  Uebung  in 
.dem  iiebrauche  der  Tafeln  ankommt,  »esbnlb  es  geiviss 
«ehr  wänscheositerth  ist,  Ansn.  4er  Gehrauch  bloss  fünfstelliger 
Loguritltmen  in  dieaScbuten  inmier  melir  Eiüg|Uig  linde  liis  ines 
bis  jetzt  der  Fall  ist.  ,  Biicch  Hinzufnguns  der  HiiTfstafel  zur  Auf- 
findung siebemtiffrlger  .  Luf;.'irithmen  mittelst  einer  kleinen  Neheh- 
rechaung  ist  in  der  vorliegenden  iSiimii^^ng  übrigens  auch  für  dia- 

J'unigen  weiügeo  Rachoungeu  auf  sehr  z.ivecknij'issige  Welse  ge- 
orgt,  welche  eine  solche  H^enauigkeit  in  der  Anwendung  der  Lo- 
garitbmen  erfordern.  -^  Die  Anordnung  der  Taleln  der  trigoijtl- 
nictrischeu  Functiaue«  ist  insofern  von  der  gewühulichcn  verschie- 
den, duss  auf  die  Sinus  deren  Differenzen,  dann  die  Tangekit^n. 
liierauf  die  gemeinschaftlichen  Differenzen  der  Tangenten  uml  Co- 
tangenten,  nnn'die  Co (a ngeti te'n ,  b'n'rimf  die  Differenzen  der  Cos!- 
mtß  unJ, endlich  (He  Cosiniis  selbst  folgen,  so  dass  also  die  Dif- 
fprenien  der  Sinu!^  nnd  Tangenten ^etuts  Von,  denselben,  die  Dif- 
ferenzen der  r'osinus  und,  (otangenteii  llnk's  ^on  diesen  Functio- 
nen stehen.  Diese  nach  uti^erer  Mehinn};  ZweckmSssIge  und  em- 
rOTtffilefWwerthe  Ein  rieh  tu  nv  bat  ihren  Umnd  darin,  dass  jetet  bei 
Wht  FMtä«hTe1ten  von  oben  nach  unten' alle  jidditi  V  zu  nehmen- 
'iKn'  DifflrenzeVl  rechts,  alle  su  litractiv 'Kit  nehmenden  links 
^WtehfcW*),  was  jeddiriills  ein  r^chr  zweckmüsslges  Erinnen]lii;smit- 
■Winir  deh  »t¥iiler  ist.  Dit-s^Hbo  Einrichtung  findet  sich  mich  in 
'Jien  kleinen  Latande  sehen  Tafeln  und  wird  von  J^ittrou  in 
'flleni  Artikel  Tabellen  in  der  nenen  Aus!;abc  des  Gehler'- 
-gchcn  irhysikalische»  Wllrterbnehs.  ThI.  IX.  Abthl.  I. 
8.  7.  als  eine  unnSthiE^  Neuerung  getadelt,  indem  Littruw  hiu- 
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ziirü^ :  .,Alit  if«Icfaem  (iranile  hat  man  lüe"  ( 
und  Cosinna)  „doch  getrennt  aml  dadurch  allein  s<:bMi  zu  «ia*! 
Slen^e  von  Miae^riffea  Veranlassung  ^egebcD.''  Aus  dem  vurbci 
ange^riveiiea  Grande  kann  ich  dies«  Mcinunit  '■>  dem  v<>diegeode» 
Falle  nicht  Iheilen,  und  knim  auch  hiozufÜEien,  dk«s  in  den  tn% 
lieben  und  nehr  seltenen  Tafeln  von  SfaerMia  (Sberwia'« 
lUatbematieal  Tables  etc.  The  third  edilinn.  C^r«- 
fully  revised  and  corrected  by  WilliatN  Gardiner. 
London.  174^.,  welches  die  cairectesle  und  »eKenstB  Au9sabe 
dieser  trefflichen  Tafeln  .tat.,  da  im  Gesentbeil  %.  B.  die  funfU 
Autiiiabe  V6ia  Jahre  1770  seht  fehterhaft  gedruckt  sein  still)  dit 
vno  Äugest  Hn^^enaudte  Elurichtung  auch  «cliou  gebrauclit.ist. 
Eben  ho  findet  sich  diese  Ein  rieh  tat  ig  in  neueren  Tnlelu ,  z.  B. 
(> euigHlene  bei  den  oatlirlicben  Linien  in  den,  nie  es  inii  eclteint 
mit  Unrecht,  neni.ger  bekannt geHordeneti  Tafeln  vtm  J.  U  an  tf  cl>l 
(Wien.  1833.)  und  ganz  nie  in  den  vorliegenden  Tafeln  ia  dea 
der  trefflichen  von  ItümkeT  besorgten  vierten  Ausgali«  Je« 
Ilaniburser  Lehrbuchs  der  Schiffahrl'skaiid  e  (Ham- 
burg. 1H£i.)  angehängten  Tafeln,  in  den  priichtigen,  iut  eigent- 
lichen Sinne  unverwüstlichen,  von  Littrow  als  BeUjiicI  ange- 
fObrten  Tafeln  von  Gardiuer  (Tahles  ot  Logaritfaras  für 
all  Numbecs  from  1  to  102100  and  for  tbe  Sines  and 
Tangents  to  every  ten  «econds  of  «ach  degree  in  tbe 
Quadrant;  as  also,  for  the  Sines  of  tbe  fir^t  72  mlnu 
tes  to  eveiv  gängle  second.  By  William  Gardiner. 
Lond.  1742.  KleinFolio*^/ vrelche  ich,  «n  wie  die  «^bigeu 
Shenvin'schen  Tafeln,  in  der  ziemlich  reichen  Sanunlung  »oti  Ta- 
feln, die  ich  mir  aus  einer  gewissen  Liebhaberei  fi'ir  diese  Dinge 
nach  nnd  nach  angeschafft  habe,  aueb  be<sitze,  findet  sich  die  be- 
siirocbene  Einrichtung  freitich  uicbl,  Houdern  die  z.  B.  in  den 
Vegu'schen  und  andern  Tafeln  gebrauchte,  wa»  aber  noch  keis 
BeweU  für  die  üozwecl>inas»<igkeit  der  erüterea  .  seiu  kann.  — 
Uer  GauBs' sehen  Tafd,  welche  bekanntlich  nach  der  geivübnEi- 
cheu  auch  von  Matthiesen  in  seiner  grossen  Tafel  (Tafel  üj  ~ 
bequemeren  Berechnung  de»  Lagarithmeu  d-e 


*)  Kästner,  der  bekanntlich  ein  RroBstr  Bürhcrliclihnlier  y/w 
in  den  As tronomiachon  Abhnnilhtngcn.  Tbl.  II.  S.  18.  ( 
er  äbri^en«,  wna  hierbei  gelegentlich  erinnert  zu  werden  cerdieM.  dii' 
iilien  angeführten  Sbei'win'»äten  T«n  Gardtner  neu  IierKUiga- 
gebenen  Tafeln  nnd  die  etgentlinhen  «.ariliecr' acLea  Ta- 
feln gans  fälichlirJi.  für  Tcriti'liiedenQ  Ausgaben  eines  uail  dc««cAtn 
Uuolia  liält):  „UjflHcii  zweifachen  Ausgabe  eibng^faclitcl ,  sind  dipae  Ta- 
feln unfjieniebi  selten.,,  i^h  nclua  iddil,  tdv  itiner  der  l£i;lirifts|;cllur  d«  li- 
briH  rannribus  das  angBniDrkt  hat.  alier  dicHcn  S|i:hdfUtc1lern  ut  gcwöha- 
liclien nassen  diö  Srltnnhcit  liiathemiitisclver  tliirTier  atu  Wjenigslen  winhlig;. 
ITcrr  Jnh.  Berrionlli  hat  sie  für  da«  KAnigi,  Obi^rvatnrinm  xn  llerlin  Tn 
Lundon  mit '4  GnTnren  bezahlt  (RerncU  liuul'  tPs  Astri^nnmes.  T.  fl. 
I>.  Uli).  Da»  Kxpmiilar,  das  Ich  vor  mir  bahn,  gehiirt  «nf  dtc  bietSge 
UnivcrsitaisbiMiotheft.  Irh  selbst  habe  dicie  Tafeln  nie  bekomninn  i  ItflÄ- 
nen,  ohngonchtet  ii:h  aitenmt  feu  dem  l^iie,^cn  sie  hätten,  betnit 
war.  Und  wnil  ich  den  Eigensinn  habe,  dass  ich  Bücher,  die  ich  Otarh 
brauchen  soll,  acHist  besitzen  ninss,  so  habe  ich  mich  des  nur  ange- 
leeiften  EKcrapIars  nit:ht  so  bedient,  wie  usmir  frut  gas  landun 'hätte, 
sondern  mich  uiit  den  Tafeln,  die  mein  cigrn  naian.  boholfoiw"' 


r  l>irtert!Hx  zweier  Irrössea,  welche  seihst  rinr 
:li  ibre  Lo)tnrilli  meii  aee«)'en  diad.  Altooa.  1817.) 
ii  A,  H,  ('.  I)u«ridineli;  ^{Huleti  entliüil,  hat  der  Herr  Ver- 
«Inw  uiidtrt  l!Jinri(rhtiiii|>  fießoben,  welche  wir  hier  der 
wegen  nitiht  weiter  lietitTlireilieD  Itüiinei),  die  aber,  nie  eK 
MC'hsint,  allifr<lin(;ti  lii-i  Ungeübteren  wriiicer  Irrungen  zuliiset 
'*  BeriitJtMrcliligung:  J«r  drei  Spalteu,  mm  dcsliulb  wob!  ein- 
len  EU  iie«den  veritfeiil. 
t>tft  EHSuteningen  des  dlebrauche  der  Tarebi  sind  sehr  voll- 
\e  und  [usuell,  »o  weil  w'u  (tieselben  bis  jetzt  kennen  ge- 
kirnt iKtljcti .  iiirlits  Za  wfitiNchen  fibri^.  Streng  genommen  mfissen 
etilen  ;tls  ein  bleineM  Lehrbui-h  ^er  Lejrftrithnientbeorie  und 
fcljfnen  imd  sjdiärtäL'heii  Trigonometrie  betrachtet  werden,  In- 
:  (die  IKiii]iir'>rnielti  vnll^tüniVig  entnicicelt  worden  sind,  und 
den  hogjirilhinen  uueh  die  iietreffenden  unendlichen  Keihen 
rOKI^icbtigun;;  cerundeti  halten.  Unter  diesen  Entwickehingea 
iiM  'ttuch  nifinche:^  dein  Herrn  Verftisser  ßigenth  dm  liehe  vor, 
a  «in«  recht  nette,  von  der  gewühn lieben  ganz  verschiebt ene, 
~  leta  Sutz  vom  Viereck  mit  zwei  paratleten  und  zwei  gleichen 
MittfD  fi^stfltietc  EntivtckeInnE;  der  Gmndtarniet  der  sphAri- 
Trij^ionictHe ,  eine  ei^entMImliche  Ableitung  der  GauSsi- 
.6lbicliun<:en  :iu»  den  (lagnoKschen ,  und  manches  Ändert', 
frith  hier  nicht  Alles  nmnbnrt  machen  lässt. 
Xnt  Stereotypeiidruck  und  das  Pa|iier  genügen  allen  billiceu 
Hjdeiungen,  und  Jus  Fermat  ist  si>  genahlt,  Aos6  man  ilaK 
bleui  noch  bcttuviu  genug  in  der  TaM^he  Itei  aich  führe^  kunii- 
fiet  dem  aus  dem  Obigen  her  vergeh  enden  reichen  Inliaite, 
den  jfivecbnilisNtgkeit  der  ADortlnung,  der  guten  iinaeerArcn 
iBttittulig  und  dem  verhnltniSKmäsmg  sehr  geringen  Preise  von  nur 
"p.'  halten  wir  dieses  Itiich  für  eine  Tür  alte  Leiimustalten  nnd 
Itlr  «niche  l>rsanen,  die  viel  mit  logarithmischen,  trlgoanmetri- 
in  und  andefn  Itetibnungeu' tmi^ugehen  habe»,  sehr  erfreuliche 
und  wünmlien  demitelben  au<«  Ueberzeugung  eine  miigticfcst 
Verbveitung,  welche  Ihm  getrisa  auch  mcht  fehlen  win). 
lio  obif;e  etwas  auslührlicbere.  aU  sonst  in  dieoeu  literari- 
Berkbtcn  gewühulicb  ist,  Herichterstattang  dazu  das  Ihrige 
p'a  köge,  H'QuMchL-n  Wir  gleit. fil'alls. 

«  MinzuffiKung  der   natürlichen    Linien,    deren  Gebruuuh  in 
Ml  FSIteri  oec|nem  ist  ond,    wmigfitens  zUm  TheÜ,   liui   den 
irethnungcrt  nicht  etrtbehrt  werden  kann  .  weshalb  sich  die- 
'( if^rfiirstcns  die  Sinus  verso«)  in  dent   oben  anü^eführten 
«•i.hnHfTi   Lebrbuihe  der  Schiftahrtsku  n  de    nnd  in 
nlrlii  um  ttanis.'hl    ( vnllstiiödig  alle  acht  Liniert)    finden'; 
niirh  iiri>fi-(i    ('.■ber/eugung  anenUngs  In  gewisser  IWckslcht 
Itensiverlb  ^i-itccien,    wOnle  aber  das   Volumen   di-s    Hiiclbi 
, .  zu  iw'>''  veri;rüfiserl  halten ,  und    ist    lur  den    gewütiitliclieri 
inl^btUDi.-h  ou'tbehftieh,  neshalit  itir  dem  Herrn  Vcrl'usscr  tuei^ 
ittivnrilssen.  dnss   er  nie  w^getnssen  b.it.     Die  Schiffahrt«- 
(Anden  An»  Air  sie  in  dieser  Rczielnini>  Nöthige  aut^ll  Kchnn 
■für'  sie  uussc  blies  stich  ftesllmmten  ßüchern.    '  Hr. 

■t^ilung  Kur  AnfUsung,    lUtn-ickeLuitg   und    Ite- 
uvg  Avf    »ichtVgHten  AitTgabeu,  Foriaaln  und'  Tu 


b«ll«n  iler  «i  nlauhen  und  xilRainefl^es«tzt«*i;^kfc 
%«ltteiit««-Kcckliin^.     Ein  Hnndtt'ncli '  ifbr  J»eJir<l 
Malhemalik,  Kamcralisten,    ForetmÖ  nncr,  AtcÜH 
toll,  UekonoDieD,   Banqniers  etc..  von  Pr 

Ritt-trr.    Ntutt!;aTt^ISl».    4.     I    litlil  r.  21  S^  r .1 

Eine  sehr  ausriihriiche  und  deutliche  Durstcllilrt^  eine»  sdM 
»ri  behandelten  Gei;eni4tande8 .  welche  vorzüglich  Prabllktm, 
die  mit  den  nüthigen  Vorlceniiliiissen  versehen  f<ind ,  (resren  ih' 
rer  Ausführlichkeit  znr  iltfoehtui^ij an|rfinbl|n  nerden  kann.  I'n 
lielciinntei)  Frat^  i'lber  die  UerecKiiung  der  Zeilen  für  Jahfeslb^ile, 
d.  h.  Oberhaupt  iflr  einxeliic  Theile  der  zum  Cfninde  gelegten  Zeil- 
«infieit,  nach  odfer  vor  AMrnif  deriaelbeu .  hat  dwr  H«rr  Tcrfiiss« 
nrit  Rtwht  hetwmdere  Autmerk^nmkeil  ^otvirlTnet.  Aiieb  sind  ei- 
nige Tafeln  betgcTtigi.  ^  '. 

.l-,r1-llh.f-.>,     IIV>--.;( rr-'i-,--- •       1,,,/ 

fiMi'>Ai«kd  ^ADfistmuch''  im   Uterar;  Ber,  NK-;Xlt)K. 

S.42r.  betrefft? iirf.  .i..l..,..-rf    ■ 

T-  '  '  '     '    Von    dem    Hr rauBRfhor.  ■■  ■ ' 

Cm  dem  Herrn  Dr.  Strauch  in  Muri  itUe  (ier^chtigkeit  wi- 
derfahren zu  lasf^cn  ,  halt  der  Hi>raus£;eber  dem  PuhUtuiii  ^ef-m- 
nber  sich  zu  der  Erktitrong  veqtfiichtet,  dass  von  ilemsolberr  Ihs 
eine  Entsegnune  auf  den  oben  gcnanlilen  Artikel  ^ur  Aufnulini^ 
in  den  biterar.  Ber.  eingesandt  uordcu  ist.  Weon  nun  aber  dtt 
Heraus^'eber  gleich  bei  der  Aufnalime  diese*  Arfikfcls  in  de« 
terar.  Uer.  es  sich  zum  Princip  m.ichte.  keiite'fi^en  den^ell 
cm<;ehendo  dlrecte  oder  indircctt-  Ernlderriuj*  alifzllrrthnieif,  |i)i(l 
diesem' Princip  imn  auch  wirklich  ohne  alle  Aasttaihiitte'fol^r,  so 
^vird  dies  in  Folgendem  hoffentlich  seine  yflllafäfialge  Erwätn*^ 
finden,  und  zugleich  auch  die  b ri c II i che  Antra e:e  iles  Hefru  Wr. 
Strauch,  „iveshnlb  denn  der  Herr  VeHassei'  des  Antisrrartii 
nicht  die  Heidelberger  Jahrbuch  or,  in  denen  Nenn  Or. 
Strttnchs  Hecensjon  erschien,  zu  dessen  Vftr.ffenllicliung  5f 
"'ahlt  habe,"  erfedlgen.  —  IJie  Einrücknnjj  des  Antistraon^h 
die  genannte  kritische  Zeitschrift  hiitte  nfimlicb  uls  eine  Antikrltlv 
sehr  theuer  bezahlt  werden  niiissen,  Dass  iüps  aber  dessen  W«r 
Verfasser  nicht  s^m  wollte,  war  ihm  gewiss  nirlit  zn  »^rdeitltM. 
find    da    nun    hiermit   die  Ansichten  des  Rcrausgetters   in  die«™ 

Dingen  Tollkomraen  libercinstinmien.  so  liffncfe  er  ihm  ■ 

vnentfulllich,  wie  er  als  ehrlicher  Mann  nnd  ohn,',;- 
besonderes  Zeugniss  anzurufen,  versichern  kann,   die  >, 
Literarischen  Berichts,   hofft  nun  aber  auch,   dass    d  i  c 
parte!  zu  ihren  E  rwiderungen  j  etzt  dasie'nige. 
wähle,    in   welchem  der   erste    AnV;rirt  eVföllt  : 
ihm  unter  den   oluvnltenden  umstanden    so  sehr  ni  der  I 
Sache  zn  liegen  scheint,  dass   er  Mirkli^  die  ihm<  i 
gemachten  ZusendnneMi   mit  einiger  Vemnihdernng  «ntra 
nomnien  und  bis   auf  Weiteres  ad  Acta  reponirt  hat,    Da 
endlich    der  Herr    Verfasser  des   Antistrauch   kcineswelH 
dem    Heraitsgeber ,     wie     Herr     Dr.     Stratich     «ich' 
„persiinlich    b*vnrzugt    wird",    ist   derseliie   jeder 
durch    zu   beiicisen  bereit',    dass  er  unter  gleichen  V«  ~ 
n-ie  die  vorliegenden  ihm  elng«saiitltc  —  und  zwarimincr 
Dingen  die  etwa  geiron  in  dem  Literar.  Iterichte  sellist-«» 


i|[«e>ij((;baft«ti  «ler  Fii 


t: 


fi 


iHnktc 


47T 

UvarOmJiins*^  ^nohleUn  —  Anlikrilike».  von  W4-ni  ili)>««llM!« 
«u£h  luHinii«!!  niitgvd.  tveun  »>)*  nunliedenUlitariisdi««  ii«richtini 
^■trclitpii'liriiniiii  niiJtt  niif  unßrlw]irlict»e  Wmso  lilierschKiUH, 
rtea-  Ml  unMitK«ltliult'  tüi?  im  rnrlic^wide»  Falle  in  ilw)  i.tterai. 
B«Ttrht  niifurhincit  oder  in  triatr  atiilt-ni  Wei«c  im  Aiclritc  alH]nll^ 
jkc«  loHfieii  ivin).  <  i 


Cäeometrfe.  '  ^97 

isal 
-  --        ,  .     t  41. 

VfflUU«l<ltr;e  Thearie  des  «ti'anffii  Uieieck».  .A»r 
4«^a«tltfim'li<-hi!  Art  tlarifeelelU  v«q  JiÜ.  F^auKi  lÄb 
der  Philns<i|thie.     Münster.    IMC.     S.     5  8«i.  <     ,  \,. 

Auch  liei  dem  licsten  Willen  haben  «ir  In  diesem  SchriHclien 
_.  (Äiel  ■linden  ■kSmieiJ.  "»»  uns  Iwrechtigto ,  auf  dastuUic  hi^ 
IkWonders  iiufnirrksnin  zu  luachen. 

Venen  (l«r  in volutorischen  Gebilde  in  der 
Liebes  L'rUcip  iod  i  viduql  1er 
eo,  nanieiitlicb  :  dei  flin-  uqU 
II  en  Vielecke,  der  huruiuuisclient'oleund 
r  zugeordneten  L>urchiae«f«er  und  Acksen- 
BreMn|>nnkte,  der  L'emeiixjcburtlicheD  Se- 
l'anifentendurdiscIinHte,  der  OskulatitfU 
ijfid  ier  il>i|i)ielLen  Berühruni^  und  ülimmtli  clicr  Kon- 
P^triiktionvn  der  Kege  I  schnitte  mi  tt eis  sogenanii.tet  te- 
«Jltfi  nod  imaginürer  Ueiliüi(un^'en  im  ZusitmmenhaDffe 
Jttj^t  Jakoli  Steiner''«  (Geometrie  durgeslell  t  v  r.n  Franx 
^^y^e^'itx,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Pliysik 
iTiim  .<*ymni>Hium  ^u  Heilii;«nstadt).  Mit  elfUthoL'ra- 
%'itJ«H  Talelt).  Auch  unter  dem  Titel:  Du«  Wesen 
5*''^P'"'"''"''*'^'»cn  Gebilde  in  der  Ebene  «I«  •;eiueip- 
cj^aftlicbes  Priocij*  individueller  Eieeu^^ebarten  der 
^>i«»i«<)-  Erster  Theil,  enthaltend:  die  Theorie  der 
j^injektiiistbcu  und  in \  'iluturi sehen  Gebilde,  der  ein- 
J^pfli*^T  üiiif;eH<;hriolienen  Vielecke  nebst  der  bekiino- 
■«u  erufiU-rttn  Aufsübe  den  Fhim.us,  der  TheiluJiL' 
.«X  Strecken  und  Winkel,  der  harmo  ni^^dicn  l>'>le  utid 
lAiiireti.  der  /ugenrdiieten  Durchmesser  und  Achsen- 
,,.fji)Me,  der  AehnMchkei t  und  Afrinitiit  der  Kege]- 
Incbt^iilC.  lii-r  lirenniitiukte  und  äUnimtlicher  Konstruli- 
|U«>on  der  Ki-KeUdinitte  mitteU  .so:<enannler  reeller 
"«duiunn'^i-n.  v«n  u.  ^.  ».  .M  i  t  lüof  I  i  t  )>ugra|ib  irtcii 
afelö.    !lfilig«ijfitiMll.  IMO.    K.    i  Ulhir.  ,    , 

Diu  Arbeiten  de»  Herru  VerriutsierN  nuf  dem  Felde  der  nea«ien 
•ifeanietrie  »iihI  den  Ijeüera  dea  ArcliivH  bioroiciliend  bekttnDt,,uiiil 
^Unnw)  ikilicdonkiidi  dem  Uesteii ,  was  in  dieser  lt«x(ebu»K  ffe- 
ileist«!  worden  i>tl ,  an  di«  Seile  ^iteilt  wcrdf  n.  Der  Titel  ikI  »o 
Mufatirlicb .  iltns  uns  der  Herr  \errneser  . dadurch  vüIük  der  Miibc 
änet-  liei^ondcrn  An^ie  dea  Inhalts  eciiter  Sehrift  überlinben  hat. 
ilLWwr  !it<e  Enlslchuni;  <leri>rlben  K|)rit'hl  er  sich  in  der  ^'o^^edc 
latiitTiiiUHHeii  au» :  »Di«  hier  zjuUiiirt«  v'irlieg«Hde  ArWil  rnt- 
ilis    dem    V«a«i  * "        •    -  ....  .  l.  „      ._   _.. 
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_  fitiiBaeuliesHiiiinuRgen  aus^pricbt;  diircli  diese  Fälle  alter  sind  in 
den  Figuren  eige ti t hü m liehe  Punkte  und  Liiuen  ,  und  hiennit 
Gr<isBeiibestiiiuiuin{;cn  gesetzt,  nelclie  ^ul*  ilire  Weise  eullist  die 
Fisurcn  cbaraklerisiren.  --^  Dienet  Uirstund  %s%  es,  ivelclioo  ich 
bei  dem  Ausdrucke  „individuelle  lugen  schalten  der  Figuren"  vor- 
2ue8weise  im  Äu^e  hatte.  —  Einen  Zuwachs  an  Interesse  erhalter 
solche  ei^eath  um  liehe  Erscheinungen  dadurch  ?  dass  in  deuselhei 
das  Princip  dec  Uuatität  i'i<:h  noch  erhalt." 

Wir  haben  es  iür  das  Angemesse ntite  gehalten,  die  Haupt 
punkte  Über  die  Tendens  dieser  äcbrift  lait  den  eii;cDen  WnrteJi 
dM.Herrn  Verfo^tjers  Auznge|ien,,verM'ebeu.  aber,  da  die  llcschräruitr 
helt  dos  Knumes  ein  weiteres  Eiu^eheu  uns  hier  leider  verbiete^ 
auf  den  übrigen  Inhalt  der  ühefbaupt  sehr  leseuswerth^n  Vorrede. 
Jedenl'alh  ist  diese  Schrift  eine  wichtige  viele  neue  Aufschlüsse 
über  mehrere  Partien  gebende  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der 
neueren  Üeometrie,  und  darf  von.  keinem  für  diese  Stildieu  sich 
lebhaft  Intoressirenden  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Üuher 
sehoB  wir  auch  dem  recht  baldigea  Erscheineu  des  zweitett  TbeiU 
mit  grossem  Verlangen  entgegen.,  und  wünschen  zugleich  sehr, 
dass  der  Herr  Verfasser  Müsse  finden  mii^u,  auch  die  in  der  Var- 
rede  versprochene  Darstellung  der  geonietnsdien  Verwand tschafteo 
in  der  Ebene  nnd  im  ßaume  und  der  Fläc.hen  des  eweitco  Grades 
mittelst  ^rojektivisijfaer  Gebilde  baldigst  der  Oeffentlichlceit  zu 
üb  ergeben. 

Schliesslicb  Wnerken  wir  noch,  daas  der  Herr  Verfasser 
durch  die  seinen  Untersuchungen  über  die  involutorischon  Gebilde 
sehr  zweckmitssia  «orausgesclitckle  Einleitung  über  das  We- 
sein  der  projektivisclien  Eigenseba.ften  uhcrbaupt  für 
(las  leichte  Verstehen  seiner  Schiili  vollständig .  gesorgt  hat,  so 
dass  dieselbe  in  der  That  vülllg  unabhängig  vou  andern  Schriften 
fiber  neuere  Geometrie  ganz  durch  und  für  sich  selbst  verstanden 
werdett  kann ,  was  zu  üirer  sehr  zu  wünschenden  weiteren  und 
allgenieineren  Verbreitung  gewiss  wesentlich  beitrageii  wird. 


O  p  1 1  k. 
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Optische  Unterauchungen.  Von  Johimn  Au 
Grunert.  ErsterTheil.  AI  Igcmein  e  Th  eorie  dei  " 
röhre  und  I^Ük  roskot.e.  Mit  einer  Flgurenta  fei. 
unter  dem  Titei:  AlUemei  ne  Theorie  JerFeri 
und  Alikrasknue,  zugleich  als  ein  Lcbr(>nch  de 
mciitaren  Optik.  Mit  eiuer  Figuren  tufel.  Le 
I8if>.     S.     liRtblr. 

Welt  es  r  wie  ich  in  der  Vorrede  kurz  aus  einander  zu  setzen 
ciesuckt  buhe,  jetzt  noch  mcbt  an  der  Zeit  sein  dürfte,  ein  aus- 
fnhHicfaes  System  der  Optik,  wie  Eulcrs  und  Ktügels  bekanote 
Werke  für  ibre  Zeit  waren,  zu  verfasseu,  so  haJw  Kh  mich  ent- 
schlossen, in  dem  Werken,  dexsefi  erster  Xheil  Jettt  vorliegt,  vor* 
ISulJg  eine  Reihe  optischer  Untersuchungen  iii  der  Weise  zu  ve«- 
USentlichen,  dass  jettcr  Theil  desselben  ein  müglicbst  in  idch 
selbst  abgeschlossenes  Ganzes  bildet.  '  >ii>   <ti   -«ir-s      •i^i»«!'' 


etithfilt,"triv  »ein  hesondcrer  TiEtl 
iler  Fertirniire  um)  MikrflSkoMi 
1  iSinne   xa  n»!»!!«»  Iiat.     Ich  lio- 


'  '  'D*t  vorlicitend»  erste  Theil 
Mräagt;  (Ke' dicemelriü  Theorie 
W(iÄ  inMI  iAcr  in  item  l'oljjenfle 
tradil^  ti^ihllch  in  dentselb^n  die 
herv()r{>e)imchtetr  Hilder  !^tr»hlend«T  l^uniir«.  uliiiu  alle  Hflrb- 
Hicht  ;inf'  die  snq^iiantiteft  Ahwcich)inE;en,  »U  ^>rUv 
Crim^eil,  denen  slcti  dli&  fiiTikte,  In  »'eichen xk^i  ilie  von  kiirti- 
temle»  Punliten  ^U8<;ehenden'  Slralil^n  niieh  an  '8p}^e4n  «dw 
Linsen  erlittenen  'ZurOcInrerlMniien  oder  ltrechnng«ir  schneidui, 
kint^T  getvtssen  ItedinfriiHgen'  nShero.  uu<i  gehin^  dadnich' cu> 
Vlf^der^tzu  Völlig  g^ttauen  Pormeln  znr  ttemtltnmnng  «ler  l^a^e  Ja 
BiMet'  tiftch  diesenV  Uei^'Iffe,  aus  denen  flnnti  liet)tien)eFe' nitb4l- 
rilngsfol-ni^tn  abtreleUet  werden.  Alle  diese  Formeln  siiiul  ntViÜII- 
1^^  Allgenteintieit  eirlioben  worden,  so  da««  «ie  liir  jeilesiMtMeimr 
bfcHebfüet)  Anzahl  von  r  Elementen  (HiliegelundLinaon)  beob» 
hende  System  freiten.  Uie  niii^'üchiste  Vereinl'uchutii;  um)  «l«eiist( 
OüristeUun»  dieser  Formeln  habe  ieh  mir  Iiesenderft  nnireleiien  «ein 
Ikston,  wobei  mir  der  hier  zuerst  ein^lUhrt«  Begriff  de»  ModidiH 
eini>s  Spiei^els  eiler  einer  l/inse  se)ir  gute  DienVte  gelBbitet  nad 
<li6  M'l^tidikeit  herbeigeföhrt  hat,  das»  die  inn  mir  iritfibtiitM 
Kettenbntche  —  denn  Aans  men  anf  diese  Form  bei  I7i«ter$:ußhtili- 
ii^n  dlener  Art  ^nz  Vftn  selbst  ^el'ührt  M'ird ,  darf  ieli  hIm  a^Ug*- 
mein  behatint  vet-anssetzen  — ■  gerade  nur  uns  eben  so  vielen  tiK» 
■lern  lie^tehen ,  als  das  System  Elemente  enthüll,  also  aus  f  tili» 
dcni ,  so  dasS  ali;o  diese  Formeln  wohl  die  erofaciisteB  sein  dürfteU 
nur  'lie  man  bei  dem  gesfenivlirtigen  Stunde  der  Sndie  kiimnun 
kann.  f>iesi'  Formeln  irerden  hierauf  znr  Entwickelung  der  aUt*^ 
meinen  Theorie  der  Fernrilhre  nml  Mikroskope,  immer  aber  fär 
jetzt  ohne  alle  Herflckäichtrguirg  der  sogenannten  Ab- 
»verohungen,  angewandt,  und  ein  l'«ar  der  einfnchslen  Ffillir 
als  Bespiele  betrachtet,  die  ins  Ei nü eine  gebende  Betracbtni»  der 
verschiedenen  Arten  optischer  Instnmieiite  aber  späteren  KiieciellM 
Untersfichnngen  überlassen.  Das  erste,  „die  Urundgesctae"  fibw 
schriebene  Kapitel  durfte  liier  nur  deshalb  nicht  wegleiben,  weil 
dieser  erste  Tneil  zugleich  als  ein  Lehrbncli  der  elemcntaeen  Optili 
dienen  soll,  und  enthält  sonst  (anter  bekannte  Dinge.  Der  eral« 
der  beiden  Anhänge  ist  nur  seines  geometrischen  Interesses  wegMi 
beigefügt  tvorden.  In  dem  zueiten  Anhange  habe  ich  eine  allgemeiiM 
Theorie  der  HeHexinn  bei  den  Kegel .-«»limttcn  geliefert ,  weil  diecer 
interessante  (Gegenstand  bis  jetzt  noch  nicht  so  untersucht  wordtt 
ist,  als  er  mir  zu  verdieuen  scheint,  und  bin  dabei  zu  gansdlg*- 
ihelnen  Formeln  gelangt,  deren  lünttvickelune  mir  zil(Sl6ich  «u  «""■ 
nie  ich  glctiibe,  benierkenswerlhen  Anwenilung  der  ans  der  l'iKi- 
rentialreennung  bekannten  Regeln  zur  Kestinininng  il«r  hhIk-iuti«' 
zu  Sein  BCbeinenden  Werthe  gebrncfaeriiH'  Functionen  Vef^ii!l,i-.iiri- 
gegeben  hat. 

Der  zweite  Thell.   welcher  schon  bis  zur  H.-ilfte  gedrucLt  iK 
lir^d  jedenfalls,  lioch  in  diesem  >lahre  erscheinen  iviid.  enthält  M' 
ausführliciie  Theorie  der  achromatischen  Oliiective  ffir  Ferti»  ' 
und  /war  sowohl  zweifacher  als  dreifacher  Objectise, 
ex  niir  sinn  (ieset?.  gemacht   habe,   mir  nie  —  n-ie-  il 
immer,  selb^'t  bei  Hen^chel's  Theorie  geschehen  ist  " 
nachljissigmig  der  Dicken  der  Linsen  tu  gestatten.    All»! 
»\nd  so  weit  enbvickeit,  daas  sie  eine  unmittelbare  l-yraftl' 
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tHiiileti8u)i«n  IMlu  ffVHtntlen .  ond  w  sind  eowobi  all«  Uiu  ietit  f'fir 
I»  Bau  ii«liriiiiiikli«uht>f  OI>jet:tiva  vür^sulilafteiten  Priucifw,  jiU 
uichi  driiK«  ii«iw.  I'är  y  vU'twbe  mihI  dreWaib«  OMectivc  viiier  «a«' 
fitbrUdittu  Uiitetsutliulif;  uulf^rnorCen  ivotdeii..  VVonn  hu<-'Ii  j«lxt 
dreifMh«  IH.jcrtiiP  u'uM  mebt,  Hvbaut  an  ueiileit  pllcgenj  ^o 
aeliAitiwri  mir  iliuMellwM  iliicli  iu  tUeoretlHcli«r  Rilcksicttt  mu  ivetteitt- 
lil;hi.r  Viirllidli'  <larüuLKt«ii,  diiss  >8i«  ai<J|t  ulme  ^vnuuere  Uuleiv 
iiiiig'  ^»ilexu  venv<irl'«u  tvertte»  diirfuti.  Aii'ii  isl  ja  bekiioiil 
Bcniig^  idasa  <*iii  ea,  ecMclikkter  Kiincilli'i  nU-  l'uU'r  UiiUoml  sii^h 
DefiDridcm  ^i'iiMti^e  Witkuiiicen  vnn  .demiQllteii  ivnsprach,  mi<t  nach 
leni' Urlheite  «■iiiixvr  nogeruD  i^etivtiiükfen.  Ofitiker  düFfto  Ju  li^r 
TMst  ilie  '  u:riis(<er<'  Li(ihtabM>t|)tiori,  i^dfli«  iuji.'i  nieisletin  uegen 
du«' dneiliicnen  Uii|t«ctiv«  «elteiut  ziiiinachcn  iHlßgt,  dtmh  niiüt  so 
rwK  Bein,  iila  iihlu  «ivn  ge»rihiilicli  vaihteUU  Nax:h  dem  Kc- 
elMtlioii  diesee  sH'eit«(i  Theils  wirdweiter  ül»er  denselben  hcrich- 

'■■Was  die  s|iüteren  Thoile-  eiitliiilteDi  uerden,  l'Asft  siclijetu 
obhxinelit  mit  viilli^or  ItiMti in lu titelt  isageii'  -lednch  detike  wh  \n 
Jl 'drUtoti^lieilü  2ti)iäi;hi«t  eine  vnllitt-indig;!'  Lriti-'^uhe  Oarateliuiig 
HiibekanmMi  Ali^tltodeu  zur  lietttininiutit;  der  llrecUungsvcrh^U' 
^^  i^,  welche  jedvnljillfi  IVir  die  l'rusit«  um  der  allercrüixiteii  Wigb- 
ijjiilt  'ist,  weriti  dieselhe  mit  der  Thewri«  mil  i(l»''t^'*''D  Schrill 
^nte  Itüimon,  an  lieiWn  und  auch  eini^^e  Neue  ülier  diesen  vitch- 
^^"''''^  I  (äe^entiland  der  liourlheiliiiig  liea  l'uliliknin«  vorzulesen. 
i^rvird  wahrsciteiidivh  die  Theorie  der  Ocularc  und  ettii^CH 
ie>folf;cn.  und  endlich  denke  ich  die  s;iiiue  Theorie  der  opti- 
lnstmuiente   nns   weit  alijfcmeinereä   (■esichtspunklcn ,    als 


SS^. 


_ i>dfaerluti]tl  Ijit)  jetzt  aeschtiMi)  «ein  dürfto,  zu  betrachten, 
jlkidcin  i;e!iefi>v]irli^en  titande  der  Sachen  kunn  luau  aller  nach 
leliter  ynllkoniincnKten  UeUerzeiigiiii);  an)  meisten  hoffen,  au<:h  Oer 
VsXW'  dlircli  tllo.  Theorie  Einiges /u  nützen,  »eon  nian  die  tiltc- 
üyi  nll^iliii^s  ui)  vielen  Aläiiftelu  leidenden  Theuriecri  möftliihst 
^^  ''«ervollkoninniRu  sucht,  uelehes  auch  der  «r^te  und  iiüchtes 
tweck  ^eivr»eii  ist.  »etcht^ii  i«'h  durch  die  Veritffeiitlichuiig  djeeer 
Hiittitirhffd  l'ntersiichuiiacii  r.u  orreichea  sesnciil  hiihc.  Rr^jl. 


Physik. 

J^tlcb'  Miltheiluns:cn  der  tittturror»ctjeuileri  Gesell- 
.li»  Bern.  Ntö.  tili.  nn<l  64.  liudet  man  eine  l«setmwerÜ)e 
^jMildtmig  tiher  die  tirenseii,  iunerha  I  h  weichet  bnro- 
hf»4't4Wch'c'HlIhennie.ssuasen  Vertrauen  vordiencn,  von 
Serrn  A.  F.  Carl  v.  Fiselier. 


H  Ge 


ut.lSJ 


et«!  Iiclvetiiiue  dea  «cience 

r.eve   les  U.  ,  12.   et    13. 
sion.     Genevo.  184Ö,     8. 

Idteresäe  habe»  ivir  in  dieser  äonunluag  vnrxiig- 
a  l'oBverturi)  des  seances 


...  Actes  de  I 
«U»B..  reunie 
iTOiUtienie  sca 
I  Mit  groKNt'ni 
bbaon    Uise.M 

Buuiele    helv^tiifue    des  KCteii 
«a«v.«  la  11.  A«ut  1H45,   i>ar  M.   le  prüf.  Uc  la  Kive. 


:   pronon 
elv^tiifu 
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,  ,  „  ,  m  «■«Jrh»'ni  llprr  il«  la  Ri 

Bt«inerct    Heachtunft   eu   «nftfeblritde  EWar  kare«,  aber  »cbSti  ! 

dtff  KI«c(ririlSl«lthr0  nnd  «It^rcn  icroi^H«  lirdMflnns  fflr  die  g«i<aiBintr 
SaliirviMNiciuM.'lial't  gi«lil. 


;.  f^i^raiisciite  Schriften. 


weilii 


langen  bei  UcijrSDdun;;  der  KuRiglirb- 
i(ie»eIJ>»chariderWifisent>charienaiDTtt^« 
nderljähriireii    (ieltuttsleier    LetbatzeBK. 


Ffir^sllicb    Jalilo 


»«elltchart.     Lri^Eig.  l»44i.    tt.    5  Kthli 

Dio   (liTnuH^be    dieser  praelitvoll  au sgesta Hefen  Schrift  hi 
i  der  Titel  K3t;t,  ihre  »Schote  VerunlasKung  \a  einna  EreieaF 


t  ti<tf. 

m 


f^efunden ,  nek-lie«»  bei  allen ,  die  sich  mit  der  Oultur  der  W 
Ncliurteii  beschSTtigeii,  das  lebhafteste  Intereiise  erresen  und  di 
wilmiNte  Theiliiahnie  in  Aotipruch  nehmen  mnss.  1 
nir.enH  Gehurtaorte  nn  dem  Tage  seiner  zweihundertjährigen  Ge- 
burtxreier,  in  dem  Herzen  Deutschlands  an  eiuem  Orte,  irelcher 
l'dr  das  (fcdeihen  der  Wissen schaTteD  von  jeher  von  der  gnlstiten 
Itcdenlune  genesen  ist,  in  einem  stets  auf  der  Hahn  de?  vrahren 
Fnrtichrius  begriffenen  Lande ,  der  Wiege  der  Cel'ormation,  unter 
deni  Schutze  eiricr  der  aurgeklürtesten  Regierungen  Deutschlands, 
eineü  derjenigen  Institute  entstehen  zu  sehen,  welche  der  grosise 
Mann  Helbtl  f[>rtwÜhrGad  für  die  kräftigsten  Befürderungsmittel 
der  Wissen  MC  halten  gehalten  rmä  stets  aU  snlche  rorzugsneise 
einiifohleu  hat,  iat  gewiss,  —  ehenso  wie  die  aus  den  Zeitungen 
voriüulijz  bekannt  gewordene  hüchst  wichtige  Stiftung  einer  Aka- 
demie der  Wissen  MC  haften  in  Wien,  für  welche  sich  bekanntlich 
Leihniz  auf  das  Lebhafteste  interessirte  —,  eine  Begebeubeit  von 
wahrhaft  historischer  Bedeutuug,  welche  das  Herz  eines  jeden 
Deutschen  mit  dem  wä'rmsten  Danke  gegen  det\jenigen  erlällefi 
muss,  welcher  den  tiedauken  einer  solchen  Stiftung  zuerst  fai 
Die  vorliegende  S^hrtft  ist  ein  in   jeder  Beziehung  wUrdi 


einNchlaj^enden  AhhandMogen, 
die    Namen    ihrer  Verfasser, 


der  Mathematik  und  Physik 
deren  Trefflichkeit  »äninitliclj 
st&lidig  hflrgen: 

Ueber  eine  neue  Beb undluncsvv eise  der  analytischen  Sulii 
Von    A.  F.  Mflbii 

(Jeher    iSe   mathematische   Bestimmung  der  mueikalischeo  In- 
tervalle,   Von  M.  W.  Drobisch. 

lieber  die  Schsringungen  der  Saiten.     Von  A-  Seebeck. 

Ueber  die  Spiralen  der  Concbylien.  Von  C.  F.  PJauraai 
(Auch  <lieHo  Abhandlung  bietet  ein  mathematisches  Interesse 
mehrfacher  Beziehung  dar.) 

Klektrische  Verbuche.     Von  F.  Keich. 

Elektrodynamigcbe  Maassbestim mungen.  Von  Wllhdin  Wel 
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The  American  Jiiurnal  nf  iScicnco  auti  Arts. 
<lucted  bv  Pr'tfosfiur  Silliiuan  'tiiHl  Beniaoiiri  Sill 
(S.  I.itflfüf,.,pfiri*;ht.   ?Jr.o.  XXVIII.    S.  m.) 

VdI.XLIX.     184ä.    Nr«.  II.     Art.  I.    The  roawt  Survey  oC 
the  United  States,    p.  229.     Uiesc  DarstelluMg  ili's  Vertnufs  uml 


Hasgler  geleitet  wurde,  jetzt  unter  der  trefflichen  Leitung  des 
Herrn  Dr.  Bach^  el«hfjiT\W  A^  ipterf^e  ftines  jeden  Lesers 
lehhaft  in  AnsimiA  Wnmen.' —  1  v.' Meteorölogical  Ohservations 
roade  at  Hudson,  Ohio,  durin^^  the  years  I84I.  %  3  ad  4,  nilh  a 
Bunimary  for  seven  years:  by  Prof  Elias  Lomis.  p.  26fi.  — 
VI.  Descftptton  of  fne  Solnrlndex,  a  neiv  niaetietical  InstruniQnt; 
hy  MiirehaM  Coiiant.  p.  301.  —  VH.  A  lleport  to  the  Navy 
Departement  o1  the  United  Sfates  on  ATD^ricuu  Coals,  appUcatile 
to  Steam  Navigation  and  to  other  pdnioses ;  by  Prof.  Walter  R. 
Johnson,  p.  310.  —  Vielfache  IlterariKche  Notizen  und  Miscel- 
len  beschliessen  wie  gewithtilich    auch   diese  Numiner. 


Um  den  hier  noch  Hbrigen  Raum  zu  lienulzen,  theilen  wir 
f(^l^e1lde  Johann  HrinTihk  havibert  betreffende  Stelle  aus 
ilen  oben  envShnten  Notizen  »ur  fiesehichfe  der  Mathe- 
matik in  der  Schweiz  von  Herrn  R.  Woli'  In  bern  in 
den  Mittheiluncren  der  naturro  rsch  enden  Oecel  Ucbaft 
in  Bern.  Nr.'M.lind  55.  S.  131.  mit.  HerrWolf  sagt  nSmli**: 
„Hingegen  niftgen  S!:ii  nShefer  Kenntniss  des  Characters  eines  Man. 
nes,  der  sicb'setbst,  ohneiinbeRcheiden  zasein,  an  die  Seite  von 
Euler.  d'Alenibcrt  uud  LagranE^e  (setzen  durfte,  folgende  Verse 
mil^etlieiH  werden,  ivrfche  er')  »einem  Freunde  und  CorrespiiD- 
tlenten"),  Herrn  Oberbuchhalter  Endnig  Oberreit  in  Dresden,  i^' 
Stammbuch  schrieb:  '  ;'^''' 

Nicht  Jeder,  den  mit  mir  GGscIUchaft,  Lust  und  Wein  Tcrtirüdert,  ^^ 


M  OlltO« 


ichl, 


llüa  ihn  narh  meitiriu  llinf^an^  sieht. 

Und  meine  Kclllirlikcit  iu!t  ^leirher  Treu  erwiedert,  — 

Dor  nicht  ans  Eigensinn 

Und  Ar^wshn  Alles  straft,  vaa  siih  nouh  wohl  geKicmet. 

Der  mich  hei  Andern  mehr  als  hei  mir  spllier  cühmet, 

Und  mir  allein  entdei:kl,  worin  irh  strnflinr  hin, 

Uer  mein  Vcr^cha  mehr  hessert  als  verlachet,  — 

Der  stets  so  redet  wie  crs  meint 

Und  Aea  sein  Gluvh  nicht  sIuIeI  noch  meines  nridisrli  niarl 

WisBl,  Freunde,  der  nur  ist  mein  Ffeund." 


lu  der  nämlichen  Schrift  Nr.  59.  und  60.  S.  18.  hat  derselbe 
Herr  Verfasfer  die  folgende  Genealogie  der  in  der  Malbematilc 
60  berühmten  Familie  Bernoulli  mitgetheilt,  zu  welcher  er  von 
Herrn  Prof.  Christoph  Bernoulli'in  Bat^el,  Sohn  Daniel  H, 
1839  das  Gerippe  erhielt:  Jacob  Bernoulli  (159H-IG34),  ein  Kauf- 
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mann  aas  einem  anfi^sebenen  GescMeohte  Antwerpens,  das  sick 
iMhas  ReiieloDSverfolgungen  durch  die  Fliielit  entaog  —  wurde 
1022  in  das  basel'sche  Bürgerrecht  aufgenojDliaen  y  und  von  dessen 
Sohn 
a.  INicolaus  (1623  —  1708),  Ratbsberr  in  Basel  ^^ 

mögen  folgende  Nachkommen  anfgeflihrt  wevden: 

h.    Jacob  I  (16^-^1705),  Sohn  von  a,  Professor  der  Mathe- 

thematik  in  ßasiel,  Erfinder  der  logaritbmisc^lien  Spirale,  der 

'   Wahrscheinlichkeitsrechnung,    ««tc*    und  Lehrer  Jobannes  I 

und  Nicolaus  I.     (Siehe  s.  Eloge  in  den  M^m.  de  Paris, 

A.  1705.) 

c.  Nicolaus  y  MvXer,  Sohn  von  a. 

d.  Johannes  I  (1667 — 1748),  Sohn  von  a,  Professor  der  Ma- 
thematik in  Groningen  und  Basel,  Lehrer  von  Hospital,  Eu- 
ler, etc.,  erster  Bearbeiter  der  Exponentialgrossen,  etc., 
Correspondent  und  Vertheidiger  von  Leihoiz.  (Siehe  s. 
Eloge  in  den  Mem.  de  Paris.  A.  1748.  und  Mem.  de  Ber- 
lin. A.  1-747.) 

e.  Nicolaus  I  (1687 — 1759;,  Sohn  von  c,  Professor  der  Mathe- 
matik in  Padua,  spater  der  Rechte  in  Basel,  Herausgeber 
der  nachgelassenen  Schriften  Jacob  I. 

f.  Nicolaus  II  (1695—1726),  Sohn  von  d,  1>rolessor  der  Rechte 
in  Bern,  dann  Akademiker  in  Petersburg.  (Siehe  s.  Eloge 
in  den  Comment.  Acad,  Petrop.  IL) 

iy.  Daniel  l  (1700--1782) ,  Sohn  von  df,  Akademtker  in  Peters- 
burg, später  Professor  der  Physik  In  Basels  Verfasser  der 
Hydrodynamik.  (Siehe  s.  Eloge  in  den  Mem^  de  Paris  1782 
und  Nova  Ada  Helvetica  /.) 

h.  Jahannes  II  (1710  — 1790) ,  Sohn  von  eZ ,  Proiessor  der  Ma- 
thematik in  Basel. 

2.  Johannes  III  (1744 — 1807),  Sohn  von  A,  Uirector  der  Stern- 
warte in  Berlin  und  später  Director  der  mathematischen 
Classe  der  dortigen  Akademie. 

k.  Daniel  II  (1751  — 1834) ,  Sohn  von  h ,  Professor  der  Physik 
in  Basel. 

/.  Jacob  II  r  1759— 1789),  Sohn  von  A,  Akademiker  in  Peters- 
burg. (Siehe  s.  Eloge  in  den  Nova  Acta  Acad.  Pelrop.  VIL) 


>  % 


(Ir/i/,  »jf/R 


To  avotd  fine,  this  boolt  should  be  returned  Oii  * 
or  before  the  date  tait  stamped  below 


